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КВАДРАТ ШУРА–АДАМАРА СЛУЧАЙНОГО ПОДКОДА

СЛУЧАЙНОГО ЛИНЕЙНОГО КОДА НАД ПОЛЕМ

ХАРАКТЕРИСТИКИ 2 С БОЛЬШОЙ ВЕРОЯТНОСТЬЮ

СОВПАДАЕТ С КВАДРАТОМ ИСХОДНОГО КОДА

И. В. Чижов1

Аннотация: Исследуется задача о квадрате Шура–Адамара случайного подкода случайного линейного
кода над конечным полем характеристики 2, а именно: для случайно выбранной порождающей (k × n)-
матрицы G кода C и случайно выбранного [n, ℓ]q-подкода Cλ ⊆ C оценивается вероятность выполнения
равенства C◦2

λ = C◦2. Доказано, что при k = ⌈Rn⌉, R ∈ (0, 1], и при выборе размерности подкода ℓ
порядка

√
n указанная вероятность с точностью до экспоненциально малой по n поправки совпадает

с единицей сразу для подавляющего большинства матриц G. Полученный результат дает строгое обосно-
вание экспериментально наблюдаемого свойства, лежащего в основе ряда атак на теоретико-кодовые
криптосистемы Мак-Элиса, построенные на подкодах обобщенных кодов Рида–Соломона (ОРС-кодов)
и алгеброгеометрических кодов. В качестве технического инструмента в работе устанавливаются точные
формулы и оценки для числа тотально изотропных подпространств заданной размерности произвольной
симметричной билинейной формы заданного ранга над полем характеристики 2, которые могут пред-
ставлять самостоятельный интерес.

Ключевые слова: квадрат Шура–Адамара; случайный подкод линейного кода; тотально изотропное
подпространство симметричной билинейной формы; теоретико-кодовая криптография
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1 Введение
Квадратом Шура–Адамара (квадратом Шура

или просто квадратом) линейного [n, k]q-кода C на-
зывают линейную оболочку всех покоординатных
произведений пар кодовых слов:

C◦2 = 〈c1 ◦ c2 | c1, c2 ∈ C〉.
Квадрат Шура–Адамара линейных кодов стал за

последнее десятилетие одним из центральных объ-
ектов алгебраической теории кодирования — как
источником глубоких структурных результатов, так
и мощным инструментом криптоанализа кодовых
криптосистем.

Важнейшую роль в этом контексте играет сле-
дующая задача о подкодах: насколько типично, что
подкод Cλ ⊆ C размерности ℓ < k «наследует» квад-
рат Шура–Адамара исходного кода, т. е. выполня-
ется равенствоC◦2λ = C◦2? Этот вопрос не имеет оче-
видного ответа: подкоды могут быть существенно
меньше исходного кода, а квадрат подкодов вкла-
дывается в квадрат исходного, C◦2λ ⊆ C◦2, поэтому
равенство не является тривиальным. Однако в экс-
периментах удается наблюдать следующую карти-
ну: квадрат Шура–Адамара случайно выбранного

подкода Cλ почти всегда совпадает с квадратом C◦2
исходного кода (см., например, гипотезу 1 в рабо-
те [1] и табл. 3 из той же статьи).

Операция произведения Шура–Адамара впер-
вые появилась в работах Р. Кеттера [2] и Р. Пеликаа-
на [3], в которых на основе этой операции вводится
понятие пары кодов локаторов ошибок, а также
строятся эффективные алгоритмы декодирования
некоторых циклических и алгеброгеометрических
кодов.

Систематическое изучение произведений ли-
нейных кодов начато Х. Рандриамбололоной в ра-
боте [4], где введен формализм степеней линейного
кода и установлены их базовые свойства.

В статье [5] доказано, что асимптотически при
величине размерности линейного кода его квадрат
Шура–Адамара с большой вероятностью достигает
своего максимально возможного значения.

Работы [6, 7] уточняют поведение размерности
квадрата Шура–Адамара случайного линейного ко-
да, а именно: в них доказаны неасимптотические
нижние границы вероятности того, что эта размер-
ность будет максимально возможной. Описанное

1Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова; Федеральный исследовательский центр «Информатика
и управление» Российской академии наук, chizhoviv@my.msu.ru
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свойство случайного линейного кода служит доста-
точно мощным средством отличения некоторого
линейного кода от случайного кода.

Криптографическая мотивация изучения квад-
рата Шура–Адамара столь же весома. Одна из
первых атак на теоретико-кодовые криптосистемы,
которая использует квадрат Шура–Адамара, при-
надлежит К. Виесшебринку [8]: он использовал тот
факт, что квадрат Шура–Адамара подкодов ОРС-
кода совпадает с квадратом Шура–Адамара исход-
ного кода Рида–Соломона. В силу этого свойства
криптоанализ криптосистемы Мак-Элиса [9], по-
строенной на подкодах ОРС-кода, сводится к кри-
птографическому анализу той же криптосистемы,
построенной на самих ОРС-кодах, а к этой крипто-
системе, как известно, применима эффективная
атака Сидельникова–Шестакова [10].

С использованием квадрата Шура–Адамара
в последнее время были разработаны атаки на крип-
тосистемы Мак-Элиса, построенные на большом
числе модификаций ОРС-кодов (см., например,
статьи [11, 12]).

В работе [13] с помощью квадрата Шура–Ада-
мара построены эффективные структурные атаки,
т. е. восстанавливающие секретный ключ, на ряд
теоретико-кодовых криптосистем, основанных на
различных модификациях ОРС-кодов. В [1] пред-
ложена эффективная атака на теоретико-кодовую
криптосистему на основе алгеброгеометрических
кодов и их подкодов. При этом в обеих атаках
ключевым является неформальное предположение
о том, что квадрат Шура–Адамара подкода ОРС-ко-
да или алгеброгеометрического кода с большой ве-
роятностью совпадает с квадратом исходного кода.

Первый подход к строгому обоснованию этого
свойства сделан в работе [14], в которой доказано,
что вероятность, с которой квадрат Шура–Адамара
случайного подкода ОРС-кода над полем из q эле-
ментов совпадает с квадратом самого ОРС-кода,
стремится к единице при стремлении q к бесконеч-
ности. При этом поведение квадрата Шура–Адама-
ра подкодов ОРС-кодов в других режимах выбора
параметров неизвестно.

Эта же задача исследовалась и для подкодов дво-
ичных кодов Рида–Маллера. Так, в работах [15, 16]
проведена классификация произведений Шура–
Адамара всех подкодов коразмерности 1 двоичных
кодов Рида–Маллера. Из этой классификации сле-
дует, что почти для всех пар подкодов коразмер-
ности 1 их произведение Шура–Адамара совпадает
с квадратом Шура–Адамара кода Рида–Маллера.
В работе [17] изучалось поведение квадрата Шура–
Адамара подкодов кодов Рида–Маллера степени r,
которые содержат целиком код Рида–Маллера на
единицу меньшей размерности. И, кроме того,

установлено, что доля подкодов кода Рида–Малле-
ра, квадрат Шура–Адамара которых не совпадает
с квадратом исходного кода Рида–Маллера, стре-
мится к нулю.

В настоящей работе для почти всех линейных
кодов над конечным полем характеристики 2 будет
установлена оценка вероятности того, что квадрат
Шура–Адамара случайного подкода этого кода со-
впадает с квадратом всего кода.

2 Предварительные сведения
и определения

Для произвольного натурального n через Fn
q бу-

дем обозначать линейное пространство векторов-
строк длины n над конечным полем Fq.

Линейным блоковым [n]q-кодом C называет-
ся произвольное линейное подпространство про-
странства Fn

q . При этом число n называется длиной
кода C. Векторы, лежащие в коде C, будем называть
кодовыми словами.

Линейным блоковым [n, k]q-кодом C называет-
ся линейное подпространство размерности k про-
странства Fn

q . Число k называется размерностью
кода C.

Порождающей матрицей [n, k]q-кода C называ-
ется (k × n)-матрица G ∈ F

k×n
q , строками которой

служат базисные векторы [n, k]q-кода C.
Если [n, k]q-код C имеет порождающую матри-

цу G, то справедливо равенство

C =
{
a · G| a ∈ F

k
q

}
.

Если подмножество B ⊆ C некоторого [n, k]q-
кода является [n, ℓ]q-кодом, то B будем называть
[n, ℓ]q-подкодом C.

Произведением Шура-Адамара (произведени-
ем Шура, произведением Адамара) векторов c =
= (c1, . . . , cn) ∈ Fn

q и b = (b1, . . . , bn) ∈ Fn
q называ-

ется покомпонентное произведение векторов c и b,
т. е. вектор

c ◦ b = (c1 · b1, . . . , cn · bn),

где «·» — операция умножения элементов поля Fq.
Произведением Шура–Адамара (произведени-

ем Шура, произведением Адамара, покомпонент-
ным произведением) [n]q-кодов C и B называется
код C ◦B, который совпадает с линейной оболочкой
множества {c ◦ b| c ∈ C, b ∈ B}. Здесь c ◦ b —
произведение Адамара векторов c и b. Квадратом
Адамара кода C называется код C◦2 = C ◦C. Неслож-
но увидеть, что если B ⊆ C, то B◦2 ⊆ C◦2.
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Для [n]q-кода C определим [n]q-код C⊥ как мно-
жество всех векторов b ∈ Fn

q , для которых выпол-
няется равенство c · b⊤ = 0 для каждого кодового
слова c кода C. Код C⊥ будем называть дуальным
кодом к коду C. Если C — [n, k]q-код, то C⊥ является
[n, n− k]q-кодом.

Оболочкой [n]q-кода C называется [n]q-код
H(C) = C ∩ C⊥. Размерность оболочки линейно-
го кода устанавливает следующее утверждение.

Утверждение 1. Если [n, k]q-код C имеет порожда-

ющую матрицу G, то выполняется равенство

dimH(C) = k − rankGG⊤.

Более того, если F ∈ F
ℓ×n
q — некоторая мат-

рица, линейная оболочка строк которой совпадает

с кодом C, то будет также верно равенство

dimH(C) = rankF − rankFF⊤.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первая часть утверждения
доказана, например, в работе [18].

Докажем вторую часть утверждения.
Так как линейная оболочка строк матрицы F

совпадает с [n, k]q-кодом C, то rankF = k. Далее,
если матрица A ∈ Fℓ×ℓ

q невырождена, то для любой
матрицы F ∈ Fℓ×n

q будет выполняться равенство

rank
(
(A · F ) · (A · F )⊤

)
=

= rank
(
A · (F · F⊤) · A⊤

)
= rank

(
F · F⊤

)
.

Так как rankF = k, то существует такая матрица
E ∈ F

k×n
q , rankE = k, что для некоторой невы-

рожденной матрицы A ∈ Fℓ×ℓ
q будет выполняться

равенство

A · F =
(

E

0
(ℓ−k)×n

)
,

т. е. rank
(
(AF ) · (A · F )⊤

)
= rankE · E⊤, а зна-

чит, из невырожденности A следует равенство
rankFF⊤ = rankEE⊤.

Так как линейная оболочка строк матрицы F

совпадает с C, то тем же свойством обладает и E,
поэтому с учетом того, что она имеет ранг k, матри-
ца E будет порождающей матрицей C. Поэтому из
первой части утверждения выполняется равенство

dimH(C) = k − rankEE⊤,

откуда с учетом равенств rankEE⊤ = rankFF⊤

и rankF = k будет следовать справедливость вто-
рой части утверждения.

3 Задача о квадрате
Шура–Адамара
случайного подкода

В работе будет представлять интерес вопрос,
с какой вероятностью при случайном выборе [n, ℓ]q-
подкода B будет выполняться равенство B◦2 = C◦2.

Для начала необходимо формализовать случай-
ный выбор [n, ℓ]q-подкода.

Если матрица G ∈ Fk×n
q порождает [n, k]q-код C,

а A ∈ Fℓ×k
q — произвольная матрица ранга ℓ, 0 ≤

≤ ℓ ≤ k, то матрица A · G будет порождающей
матрицей для некоторого [n, ℓ]q-подкода B кода C.
Верно и обратное: если B — [n, ℓ]q-подкод C, то
найдется такая матрица A ∈ Fℓ×k

q ранга ℓ, что A ·G
будет порождать подкод B. Поэтому задачу о вы-
числении вероятности можно уточнить следующим
образом.

Зафиксируем матрицу G ∈ Fk×n
q , линейная обо-

лочка ее строк совпадает с линейным кодом C.
Занумеруем произвольным образом все (ℓ × k)-

матрицы над Fq ранга ℓ. Выберем случайно и рав-
новероятно номер λ ∈ N, который соответствует
матрице Aλ ∈ F

ℓ×k
q . Обозначим через Cλ подкод

кода C, совпадающий с линейной оболочкой строк
матрицы AλG.

Вопрос: С какой вероятностью выполняется равен-
ство C◦2λ = C◦2?

Ответ на этот вопрос будет дан в теореме 1.

4 Произведение Шура–Адамара
и изотропные пространства
билинейных форм

Сформулируем несложное техническое утверж-
дение.

Утверждение 2. Для любых векторов x,y, b ∈ Fn
q

и диагональной матрицы Db ∈ Fn×n
q с вектором b на

главной диагонали выполняется равенство:

(x ◦ y) · b⊤ = x · Db · y⊤.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Равенство непосредствен-
но следует из определения произведения Ада-
мара и очевидного тождества x · Db =
= (x1b1, x2b2, . . . , xnbn), верного для любых
x, b ∈ Fn

q . �

Утверждение 2 позволит далее связать размер-
ность квадрата Шура–Адамара подкода с тотально
изотропными пространствами билинейных форм.

Напомним несколько фактов из теории били-
нейных форм.
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Билинейной формой β, действующей на линей-
ное пространство Fk

q над полем Fq, будем называть
произвольное отображение β : Fk

q ×Fk
q → Fq, кото-

рое удовлетворяет следующим свойствам.

1. Для любых векторов x1,x2,y ∈ Fk
q верно равен-

ство

β(x1 + x2,y) = β(x1,y) + β(x2,y).

2. Для любых векторов x,y1,y2 ∈ Fk
q выполняется

равенство

β(x,y1 + y2) = β(x,y1) + β(x,y2).

3. Для любых векторов x,y ∈ F
k
q и любой кон-

станты a ∈ Fq выполняются равенства

β(a · x,y) = a · β(x,y);
β(x, a · y) = a · β(x,y).

Таким образом, β(x,y) представляет собой линей-
ное отображение по каждой своей переменной.

Билинейная форма называется симметричной,
если помимо прочего для любых x,y ∈ Fk

q выпол-
няется равенство β(y,x) = β(x,y). Аналогично
кососимметричной называется такая билинейная
форма β, что для любых x,y ∈ Fk

q выполняется
равенство β(y,x) = −β(x,y).

Если для любого x ∈ Fk
q выполняется равен-

ство β(x,x) = 0, то β называется знакоперемен-
ной (иногда в литературе также встречается термин
«альтернированная»). Заметим, что над полем ха-
рактеристики, отличной от двух, каждая кососим-
метричная форма — знакопеременная. Обратное
верно только в случае, если поле Fq имеет харак-
теристику, отличную от двух. Также в поле харак-
теристики 2 понятия симметричной и кососиммет-
ричной билинейной формы тождественны. Кроме
того, в этом случае можно встретить симметричные
билинейные формы, которые при этом не являются
знакопеременными.

Иногда знакопеременные формы также называ-
ют симплектическими, а симметричные билиней-
ные формы называют ортогональными.

Таким образом, из всех перечисленных типов
билинейных форм над полем характеристики, от-
личной от 2, можно выделить два:

(1) симметричная, или ортогональная;

(2) кососимметричная, или симплектическая.

Над полем характеристики 2 можно рассматри-
вать следующие два типа:

(1) симметричная незнакопеременная (неальтер-
нированная);

(2) симметричная знакопеременная, или сим-
плектическая.

Зафиксируем в Fk
q произвольным образом базис

e1, e2, . . . , ek. Тогда с каждой билинейной фор-
мой β, заданной на Fk

q , можно связать (k × k)-
матрицу B = (bi,j)1≤i,j≤k с элементами bi,j =
= β(ei, ej) ∈ Fq. Эту матрицу будем называть
матрицей билинейной формы β. При фиксации
базиса она определяется однозначно. Ясно, что
тогда для любых x = (x1, x2, . . . , xk) ∈ Fk

q и y =

= (y1, y2, . . . , yk) ∈ Fk
q можно записать

β(x,y) = x · B · y⊤,

где координаты векторов x и y выбираются в том
же базисе e1, e2, . . . , ek.

Рангом билинейной формы β будем называть
ранг ее матрицы B. Если ранг билинейной фор-
мы максимален, т. е. равен k, то такую билинейную
форму будем называть невырожденной.

Отметим, что билинейная форма является сим-
метричной (кососимметричной), если и только ес-
ли матрица билинейной формы симметрична (ко-
сосимметрична), т. е. для нее выполняется условие
B = B⊤ (соответственно B = −B⊤).

Если V ⊆ Fk
q — произвольное подпро-

странство F
k
q размерности ℓ, заданное базисом

v1,v2, . . . ,vℓ, vi ∈ V, i = 1, ℓ, то для билиней-
ной формы β : F

k
q × F

k
q → Fq можно определить

билинейную форму β|V : Fℓ
q ×Fℓ

q → Fq следующим
образом:

β|V(x,y) = β(x1v1 + x2v2 + · · ·+ xℓvℓ,

y1v1 + y2v2 + · · ·+ yℓvℓ) =
∑

1≤i,j≤ℓ

xiyjβ(vi,vj).

Здесь

x = (x1, x2, . . . , xℓ) ∈ F
ℓ
q; y = (y1, y2, . . . , yℓ) ∈ F

ℓ
q.

Из определения билинейной формы β|V следу-
ет, что если B ∈ Fk×k

q — матрица билинейной фор-
мыβ, а V ∈ Fℓ×k

q — матрица, строками которой слу-
жат векторы v1,v2, . . . ,vℓ, то матрица B|V ∈ Fℓ×ℓ

q

билинейной формы β|V может быть построена сле-
дующим образом:

B|V = V · B · V ⊤.

Векторы x,y ∈ F
k
q называются ортогональными

векторами для билинейной формы β : Fk
q × Fk

q →
→ Fq, или ортогональными относительно β, если
и только если β(x,y) = 0.

Линейное подпространство U ⊆ Fk
q называет-

ся тотально изотропным (или просто изотропным)
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пространством для билинейной формы β, если
и только если любые векторы u1,u2 ∈ U ортого-
нальны относительно β, т. е. равенство β(u1,u2) =
= 0 выполнено для всех u1,u2 ∈ U .

Если B ∈ Fk×k
q — матрица билинейной фор-

мы β, то U будет тотально изотропным простран-
ством β, если и только если для любых векторов
u1,u2 ∈ U выполняется равенство u1 · B · u⊤2 = 0.

Пусть U ∈ Fℓ×k
q — матрица, составленная из

базисных векторов линейного подпространства U .
Тогда U будет изотропным пространством для би-
линейной формы β с матрицей B ∈ Fk×k

q , если
и только если выполняется равенство U · B · U⊤ =
= 0.

Если G ∈ F
k×n
q , то рассмотрим матрицу G◦2, ко-

торая состоит из произведений Адамара gi ◦ gj пар
строк gi и gj, 1 ≤ i ≤ j ≤ k, матрицы G. Из опре-
деления квадрата Шура–Адамара линейного кода
верно следующее утверждение.

Утверждение 3. Если [n, k]q-код C имеет порож-

дающую матрицу G ∈ F
k×n
q , тогда C◦2 совпадает

с линейной оболочкой строк матрицы G◦2, а значит,
dim C◦2 = rankG◦2.

Для каждого вектора b ∈ Fn
q будем рассматри-

вать диагональную матрицу Db ∈ Fn×n
q , у которой

на главной диагонали стоит вектор b.

Утверждение 4. Если G ∈ Fk×n
q и A ∈ Fℓ×k

q , то нера-

венство rank (A·G)◦2 6= rankG◦2 выполняется тогда

и только тогда, когда подпространство A, порожда-

емое строками A, является тотально изотропным

пространством хотя бы одной симметричной били-

нейной формы с матрицей Bb = G ·Db ·G⊤, b ∈ Fn
q ,

ранга по меньшей мере 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть a1,a2, . . . ,aℓ — строки
матрицы A. Тогда строки матрицы (A · G)◦2 суть
произведения Адамара (aiG) ◦ (ajG) для 1 ≤ i ≤
≤ j ≤ ℓ.

Из утверждения 2 для каждой пары 1 ≤ i ≤ j ≤ ℓ
выполняется равенство

((aiG) ◦ (ajG)) · b⊤ = ai · GDbG
⊤ · a⊤j ,

поэтому условие (A · G)◦2 · b⊤ = 0 эквивалентно
равенству

A ·
(
GDbG

⊤) · A⊤ = 0.

Аналогично условие G◦2 · b⊤ = 0 эквивалентно ра-
венству GDbG

⊤ = 0.
В частности, если GDbG

⊤ = 0, то
и AGDbG

⊤A⊤ = 0. Поэтому из равенства
G◦2 · b⊤ = 0 следует выполнение равенства
(A · G)◦2 · b⊤ = 0. Получается, что неравенство
rank(A ·G)◦2 6= rankG◦2 выполняется тогда и толь-
ко тогда, когда найдется такой вектор b ∈ Fn

q , что

G◦2 · b⊤ 6= 0 и при этом (A · G)◦2 · b⊤ = 0, а это
эквивалентно выполнению соотношений

GDbG
⊤ 6= 0; A ·

(
GDbG

⊤) · A⊤ = 0.

Последнее выполняется тогда и только тогда, ко-
гда найдется такой b ∈ F

n
q , что подпространство A

тотально изотропно для билинейной формы с мат-
рицей Bb = GDbG

⊤ ранга по меньшей мере 1. �

Из утверждения 4 следует, что для решения цент-
рального вопроса статьи необходимо оценить число
тотально изотропных пространств каждой били-
нейной формы с матрицей Bb ранга по меньшей
мере 1.

5 Число тотально изотропных
пространств невырожденной
билинейной формы

Для каждой билинейной формы β рассмотрим
числоν(β), равное максимальной размерности под-
пространства U , изотропного для β. Число ν(β)
называется индексом Витта билинейной формы.

Определение 1. Если β(x,y) — симметричная
билинейная форма на Fk

q , то множество Rβ =

=
{
x ∈ Fk

q

∣∣β(x,y) = 0 ∀y ∈ Fk
q

}
, состоящее из век-

торов, ортогональных относительно билинейной
формы β каждому вектору из Fk

q , называется ради-
калом билинейной формы β.

Утверждение 5. Сумма размерностей радикала Rβ

симметричной билинейной формы β, заданной на Fk
q ,

и ее ранга равна k, т. е. dimRβ + rankβ = k.

Утверждение 6. Если β — симметричная билинейная

форма на Fk
q , а Rβ — ее радикал, то найдется такое

линейное подпространствоW ⊆ F
k
q , dimW = rankβ,

что выполняется равенство Fk
q = Rβ ⊕W и при этом

rankβ|W = rankβ, т. е. β|W как форма, заданная

на W, невырождена.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Разложение Fk
q в прямую сум-

му подпространств Rβ и W можно получить допол-
нением базиса Rβ до базиса всего пространства.
Нужно доказать только, что β|W невырождена.

Обозначим через ℓ размерность W, т. е. ℓ =
= rankβ, и рассмотрим матрицу BW ∈ Fℓ×ℓ

q би-
линейной формы β|W . Рассмотрим такой вектор
x ∈ Fℓ

q, что x · BW = 0, а значит, этот вектор
ортогонален любому вектору из F

ℓ
q относительно

формы β|W .
Фиксируем произвольным образом базис

w1,w2, . . . ,wℓ ∈ Fk
q подпространстваW и построим

матрицу W ∈ Fℓ×k
q , у которой строки составлены
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из базисных векторов wi, i = 1, ℓ. Если для i = 1, ℓ
через ei ∈ Fℓ

q обозначить вектор c координатой 1
в позиции i, то с учетом определения β|W получим
цепочку равенств

β|W(x, ei)
def
= β(x · W ,wi) = 0,

из которой следует, что x ·W ортогонален каждому
вектору в W . При этом, поскольку β симметрична,
из определения радикала следует, что каждый век-
тор r ∈ Rβ удовлетворяет β(r,x · W ) = 0, откуда
β(x · W , r) = 0, т. е. x · W ортогонален каждому
вектору из Rβ . Получается, что он ортогонален
всем векторам пространства F

k
q . Но x · W ∈ W как

линейная комбинация базисных векторов W, по-
этому x ·W ∈ Rβ ∩W = {0}, т. е. x ·W = 0. Но так
как строки W линейно независимы, то rankW = ℓ,
откуда x · W = 0 влечет равенство x = 0, а значит,
β|W невырождена. �

Оказывается, что индекс Витта симплектиче-
ских и симметричных неальтернированных били-
нейных форм не зависит от выбора конкретной
формы, а определяется только ее типом.

Число изотропных подпространств невырож-
денной билинейной формы было вычислено
в 1965 г. в работе [19].

Утверждение 7 [19]. Пусть k — четное натуральное

число и β — невырожденная симметричная билиней-

ная форма, заданная на Fk
q . Если характеристика по-

ля Fq отлична от 2, то существуют ровно два класса

эквивалентных невырожденных симметричных форм,

различаемых параметром ε ∈ {−1, 1}: форма с ε =
= 1 имеет индекс Витта νk,+1(q) = k/2, а форма

с ε = −1 — индекс Витта νk,−1(q) = k/2 − 1. При

этом число T ε
k,ℓ(q) изотропных подпространств раз-

мерности ℓ формы β при 1 ≤ ℓ ≤ νk,ε(q) равно

T ε
k,ℓ(q) =

=
(
qk/2 − ε

)(
qk/2−ℓ + ε

)
·

∏ℓ−1

i=1

(
qk−2i − 1

)

∏ℓ

i=1

(
qi − 1

) .

Утверждение 8 [19]. Пусть k — нечетное нату-

ральное число и β — невырожденная симметричная

билинейная форма, заданная на Fk
q . Если характе-

ристика поля Fq отлична от 2, то индекс Витта

ν(β) равен νk(q) = (k − 1)/2. При этом число Tk,ℓ(q)
изотропных подпространств размерности ℓ формы β
при 1 ≤ ℓ ≤ νk(q) равно

Tk,ℓ(q) =

∏ℓ−1

i=0

(
q2((k−1)/2−i) − 1

)

∏ℓ

i=1

(
qi − 1

) .

Утверждение 9 [19]. Пусть k — четное натуральное

число и β — невырожденная симплектическая били-

нейная форма, заданная на Fk
q . Если характеристика

поля Fq отлична от 2, то индекс Витта ν(β) равен

νk(q) = k/2. При этом число Tk,ℓ(q) изотропных

подпространств размерности ℓ формы β при 1 ≤ ℓ ≤
≤ νk(q) равно

Tk,ℓ(q) =

∏ℓ−1

i=0

(
q2(k/2−i) − 1

)

∏ℓ

i=1

(
qi − 1

) .

Утверждение 10 [19]. Пусть k — четное натуральное

число и β — невырожденная симплектическая били-

нейная форма, заданная на Fk
q . Если характеристика

поля Fq равна 2, то индекс Витта ν(β) равен νk(q) =
= k/2. При этом число Tk,ℓ(q) изотропных подпро-

странств размерности ℓ формы β при 1 ≤ ℓ ≤ νk(q)
равно

Tk,ℓ(q) =

∏ℓ−1

i=0

(
q2(k/2−i) − 1

)

∏ℓ

i=1

(
qi − 1

) .

Утверждение 11 [19]. Пусть k — нечетное натураль-

ное число и β — невырожденная симметричная не-

альтернирующая билинейная форма, заданная на Fk
q .

Если характеристика поля Fq равна 2, то индекс

Витта ν(β) равен νk(q) = (k − 1)/2. При этом

число Tk,ℓ(q) изотропных подпространств размер-

ности ℓ формы β при 1 ≤ ℓ ≤ νk(q) равно

Tk,ℓ(q) =

∏ℓ−1

i=0

(
q2((k−1)/2−i) − 1

)

∏ℓ

i=1

(
qi − 1

) .

Утверждение 12 [19]. Пусть k — четное натуральное

число и β — невырожденная симметричная неальтер-

нирующая билинейная форма, заданная на Fk
q . Если

характеристика поля Fq равна 2, то индекс Вит-

та ν(β) равен νk(q) = k/2. При этом число Tk,ℓ(q)
изотропных подпространств размерности ℓ формы β
при 1 ≤ ℓ ≤ νk(q) равно

Tk,ℓ(q) =
(
qk−ℓ − 1

)
·

∏ℓ−1

i=1

(
qk−2i − 1

)

∏ℓ

i=1

(
qi − 1

) .

6 Число изотропных пространств
для произвольной билинейной
формы

В данном разделе будет установлена точная фор-
ма числа изотропных подпространств заданной раз-
мерности произвольной симметричной билиней-
ной формы.
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Утверждение 13. Если симметричная билинейная фор-

ма β, заданная на Fk
q , имеет ранг r, то ее индекс Вит-

та ν(β) равен νk,r(q) = k− r+ νr(q). При этом число

Tr,k,ℓ(q) подпространств размерности ℓ, изотропных

для этой билинейной формы, равно

Tr,k,ℓ(q) =

=

min(ℓ, k−r)∑

s=max(ℓ−νr(q), 0)

[
k − r
s

]

q

·Tr,ℓ−s(q)·q(ℓ−s)(k−r−s),

где
[
k − r
s

]

q
— гауссовский q-ичный биномиальный

коэффициент, а Tr,ℓ−s(q) равен числу (ℓ − s)-мер-

ных подпространств Fr
q, изотропных невырожденной

симметричной билинейной форме на Fr
q.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим симметричную
билинейную форму β на F

k
q ранга r. Если Rβ ⊆

⊆ Fk
q — радикал β, то согласно утверждению 6

существует такое подпространство W размер-
ности r, что пространство Fk

q раскладывается
в прямую сумму Fk

q = Rβ ⊕ W и при этом би-
линейная форма β|W невырождена. Выберем базис
{w1,w2, . . . ,wk−r,wk−r+1, . . . ,wk} простран-
ства Fk

q таким образом, чтобы w1,w2, . . . ,wk−r ∈
∈ Rβ, а wk−r+1, . . . ,wk ∈ W .

Пусть U изотропно β и dimU = ℓ. Опреде-
лим число s = dimU ∩ Rβ , т. е. s — размерность
пересечения U с радикалом β. Построим базис
{u1,u2, . . . ,us,us+1, . . . ,uℓ} пространства U таким
образом, чтобы u1,u2, . . . ,us ∈ U ∩Rβ .

Зафиксируем вектор u ∈ U и рассмотрим эле-

менты ai ∈ Fq, ai
def
= β(u,wk−r+i), i = 1, r. Так

как β|W невырождена на W, то найдется един-
ственный вектор xu = (x1, x2, . . . , xr) ∈ Fr

q такой,
что для вектора vu =

∑r
i=1 xiwk−r+i выполняют-

ся равенства β(vu,wk−r+i) = ai, i = 1, r. Но тогда
β(u−vu, wk−r+i) = β(u,wk−r+i)−β(vu,wk−r+i) =
= ai − ai = 0, i = 1, r. С учетом того, что
β(u − vu,wi) = 0 для всех i = 1, k − r, так как
w1, . . . ,wk−r ∈ Rβ, получим включение u − vu ∈
∈ Rβ .

Итак, для каждого u ∈ U найдется такой век-
тор vu ∈ span (wk−r+1, . . . ,wk) и вектор h ∈ Rβ,
что u = vu + h, причем вектор vu определен од-

нозначно. Тогда, если обозначить vi
def
= vus+i

, i =
= 1, ℓ− s, базис U перепишется в виде:

{u1,u2, . . . ,us, v1 + h1, . . . , vℓ−s + hℓ−s} , (1)

где hj ∈ Rβ, j = 1, ℓ− s.
Осталось наложить условия на v1,v2, . . . ,vℓ−s.
Пространство U изотропно β, поэтому для лю-

бых i, j ∈ {1, 2, . . . , ℓ− s} должно выполняться ра-
венство 0 = β(vi+hi, vj +hj) = β(vi,vj).Послед-
нее равенство следует из того, что hi и hj лежат

в радикале β и поэтому ортогональны любому век-
тору пространства Fk

q . Получается, что vi и vj

должны быть ортогональны для всех i, j.

Теперь vi,vj ∈ span (wk−r+1, . . . ,wk) = W,
поэтому они соответствуют векторам xi ∈ Fr

q

и xj ∈ Fr
q, для которых должно выполнять-

ся равенство β|W (xi,xj)
def
= β(vi,vj) = 0, т. е.

span (x1,x2, . . . ,xℓ−s) является изотропным под-
пространством размерности ℓ − s невырожденной
симметричной билинейной формы β|W .

Итак, каждое изотропное β подпространство U
размерности ℓ порождается базисом вида (1), где

– RU def= span (u1, . . . ,us) ⊆ Rβ — подпростран-
ство размерности s радикала β;

– WU def
= span (v1,v2, . . . ,vℓ−s) — подпростран-

ство размерности ℓ − s, изотропное невырож-
денной симметричной форме β|W на Fr

q;

– (h1, . . . ,hℓ−s) — упорядоченный набор векто-
ров из Rβ .

Отсюда прямо следует, что индекс Витта νk,r(q)
симметричной билинейной формы β ранга r равен
dimRβ + νr(q) = k − r + νr(q), где νr(q) — индекс
Витта невырожденной билинейной формы над Fr

q.

Далее несложно убедиться, что при фиксиро-
ванныхRU иWU два набора векторов

(
h′1, . . . ,h

′
ℓ−s

)

и
(
h′′1 , . . . ,h

′′
ℓ−s

)
задают одно и то же пространствоU

тогда и только тогда, когда для каждого i = 1, ℓ− s
выполняется включение h′i − h′′i ∈ RU , т. е. каждая
пара (h′i,h

′′
i ) лежит в одном и том же смежном

классе Rβ по подпространству RU .
Так как число смежных классов по подпростран-

ству RU размерности s в пространстве Rβ раз-
мерности k − r равно qk−r−s, то каждая пара RU
и WU определяет q(ℓ−s)(k−r−s) различных изотроп-
ных подпространств U .

Далее, так как число s-мерных подпро-

странств Rβ равно
[
k − r
s

]

q
, а количество (ℓ − s)-

мерных подпространств F
r
q, изотропных невырож-

денной симметричной билинейной форме, равно
Tr,ℓ−s(q), то Tr,k,ℓ(q) можно найти по формуле:

Tr,k,ℓ(q) =

min(ℓ, k−r)∑

s=0

[
k − r
s

]

q

·Tr,ℓ−s(q)·q(ℓ−s)(k−r−s).

Учитывая ограничение ℓ − s ≤ νr(q), т. е. s ≥
≥ ℓ − νr(q), связанное с тем, что при ℓ − s > νr(q)
изотропных подпространств размерности ℓ − s не-
вырожденной билинейной форме на Fr

q не суще-
ствует, получим требуемую формулу для Tr,k,ℓ(q). �
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7 Оценка числа изотропных
пространств для билинейной
формы заданного ранга

Вначале установим оценку числа тотально изо-
тропных подпространств невырожденной били-
нейной формы.

Утверждение 14. Пусть Tk,ℓ — число подпространств

размерности ℓ ≤ k/2, изотропных невырожденной

симметричной или симплектической билинейной фор-

ме, заданной на Fk
q . Тогда

logq Tk,ℓ < ℓ · k − 3ℓ
2 − ℓ

2
+ logq Cq,

где Cq =
∏∞

i=1(1 − q−i)−1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим

Sk,ℓ =

∏ℓ−1

i=0

(
qk−2i − 1

)

∏ℓ

i=1

(
qi − 1

) .

Шаг 1: Tk,ℓ ≤ Sk,ℓ для каждого типа формы.

Для симплектических форм (утверждения 9 и 10)
имеем Tk,ℓ = Sk,ℓ.

Для симметричных форм при характеристике,
отличной от 2, и четном k (утверждение 7)

T ε
k,ℓ =

(
qk/2 − ε

)(
qk/2−ℓ + ε

)

qk − 1
· Sk,ℓ.

Покажем, что (qk/2 − ε)(qk/2−ℓ + ε) < qk − 1.
При ε = 1:
(
qk/2 − 1

)(
qk/2−ℓ + 1

)
=

= qk−ℓ + qk/2 − qk/2−ℓ − 1 < qk − 1,
поскольку qk−ℓ+qk/2 ≤ qk−1+qk/2 < qk, если ℓ ≥ 1.

При ε = −1:
(
qk/2 + 1

)(
qk/2−ℓ − 1

)
=

= qk−ℓ − qk/2 + qk/2−ℓ − 1 < qk−ℓ < qk − 1.
Следовательно, T ε

k,ℓ < Sk,ℓ при обоих значениях ε.
Для симметричных неальтернирующих форм ха-

рактеристики 2 при четном k (утверждение 12)

Tk,ℓ =
qk−ℓ − 1
qk − 1

· Sk,ℓ < Sk,ℓ.

Для симметричных форм при нечетном k
(утверждения 8 и 11)

Tk,ℓ =

∏ℓ−1

i=0

(
qk−1−2i − 1

)

∏ℓ

i=1

(
qi − 1

) < Sk,ℓ,

так как qk−1−2i − 1 < qk−2i − 1 для каждого i.

Шаг 2: оценка Sk,ℓ. Вынося старшие степени q
из числителя и знаменателя, получим

Sk,ℓ = q
ℓk−(3ℓ2−ℓ)/2 ·

∏ℓ−1

i=0

(
1− q−(k−2i)

)

∏ℓ

i=1

(
1− q−i

) ,

где показатель ℓk − (3ℓ2 − ℓ)/2 есть
∑ℓ−1

i=0 (k − 2i)−
−∑ℓ

i=1 i.
Поскольку все множители 1 − q−(k−2i) в числи-

теле меньше единицы, а

ℓ∏

i=1

(
1− q−i

)−1
<

∞∏

i=1

(
1− q−i

)−1
= Cq,

получаем

logq Sk,ℓ < ℓk − 3ℓ
2 − ℓ

2
+ logq Cq,

что вместе с неравенством Tk,ℓ ≤ Sk,ℓ завершает
доказательство. �

Предварим оценку числа тотально изотроп-
ных подпространств произвольной симметричной
билинейной формы доказательством технической
леммы.

Лемма 1. Для любых k, n ∈ N, k ≤ n, и q ∈ R, q > 1,
справедливо неравенство

[
n
k

]

q

≤ qk(n−k) ·
k∏

i=1

1

1− q−i < Cqq
k(n−k),

где Cq =
∏+∞

i=1 (1− q−i)−1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению

[
n
k

]

q

=

k−1∏

i=0

qn−i − 1
qk−i − 1

=

k∏

i=1

qn−k+i − 1
qi − 1 .

Вынесем из числителя qn−k+i, а из знаменателя —
qi, получим

[
n
k

]

q

= qk(n−k) ·
k∏

i=1

1− q−(n−k+i)

1− q−i .

Так как 0 < 1 − q−(n−k+i) ≤ 1 при q > 1 и n − k +
+ i ≥ 1, то из этого равенства следует требуемое
неравенство. �

Утверждение 15. Число Tr,k,ℓ подпространств раз-

мерности ℓ, 1 ≤ ℓ ≤ k, изотропных симметричной
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билинейной форме ранга r, 1 ≤ r ≤ k, заданной на

конечном поле Fk
q характеристики 2, удовлетворяет

неравенству

logq Tr,k,ℓ < ℓ(k − ℓ)−Rr,ℓ + 2 logq Cq,

где

Rr,ℓ =






ℓ(ℓ− 1)
2

− logq(ℓ+ 1), если 2ℓ ≤ r;

ℓ · r
2
− r(r + 2)

8
− logq

(
r

2
+ 1

)
,

если 2ℓ > r и r — четное;

ℓ · r + 1
2

− (r + 5)(r − 1)
8

−logq
(
r + 1

2

)
,

если 2ℓ > r и r — нечетное.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из утверждения 13 следует,
что

Tr,k,ℓ ≤ Ns ·max
s

([
k − r
s

]

q

· Tr,ℓ−s · q(ℓ−s)(k−r−s)

)
,

где максимум берется по всем целым s из отрез-
ка
[
max(ℓ − νr(q), 0), min(ℓ, k − r)

]
, νr(q) — индекс

Витта невырожденной формы на Fr
q; Ns — число

целых точек этого отрезка.
Оценим сначала Ns. При 2ℓ ≤ r нижний предел

суммирования равен 0, а верхний не превосходит ℓ,
поэтому Ns ≤ ℓ+ 1. При 2ℓ > r и четном r нижний
предел равен ℓ−r/2, поэтомуNs ≤ r/2+1. При 2ℓ >
> r и нечетном r нижний предел равен ℓ− (r−1)/2,
поэтому Ns ≤ (r + 1)/2.

Далее оценим logq Rs, где

Rs =

[
k − r
s

]

q

· Tr,ℓ−s · q(ℓ−s)(k−r−s).

Применяя лемму 1 и утверждение 14 (с заменой k
на r и ℓ на ℓ− s), получим

logq Rs < s(k − r − s) + logq Cq + (ℓ− s)r −

− 3(ℓ− s)2 − (ℓ− s)

2
+ logq Cq +(ℓ− s)(k− r− s).

Применяя равенство

s(k−r−s)+(ℓ−s)(k−r−s)+(ℓ−s)r = ℓk−(ℓ+r)s

и раскрывая −(3(ℓ− s)2 − (ℓ− s))/2, получим

logq Rs < ℓk − 3ℓ
2 − ℓ

2
− 3
2
f(s) + C,

где f(s) = (s− (4ℓ− 2r − 1)/3)s. Функция f дости-
гает своего минимума в точке x0 = (4ℓ− 2r − 1)/6
и возрастает при x > x0.

Случай 2ℓ ≤ r. Тогда x0 = (4ℓ− 2r − 1)/6 < −1/6 <
< 0 и функция f возрастает на [0,+∞), минимум
достигается при s = 0, откуда f(0) = 0. Так как
Ns ≤ ℓ+ 1, получаем

logq Tr,k,ℓ < ℓ(k−ℓ)− ℓ(ℓ− 1)
2

+logq(ℓ+1)+2 logq Cq.

Случай 2ℓ > r. В этих условиях, как было показано
выше, max(ℓ − νr(q), 0) ≥ ℓ − r/2, поэтому верна
цепочка неравенств

x0 =
1

6
(4ℓ− 2r − 1) < 1

6
(6ℓ− 3r) ≤

≤ max(ℓ − νr(q), 0),

Поэтому минимум f достигается при s = ℓ− νr(q).
Если r — четное, то νr(q) = r/2 и Ns ≤ r/2 + 1,

откуда

logq Tr,k,ℓ <

< ℓ(k−ℓ)−ℓ· r
2
+
r(r + 2)

8
+logq

(
r

2
+ 1

)
+2 logq Cq.

Если r — нечетное, то νr(q) = (r − 1)/2 и Ns ≤
≤ (r + 1)/2, откуда

logq Tr,k,ℓ < ℓ(k− ℓ)− ℓ · r + 1
2
+
(r + 5)(r − 1)

8
+

+ logq

(
r + 1

2

)
+ 2 logq Cq.

Во всех случаях выполняется

logq Tr,k,ℓ < ℓ(k − ℓ)−Rr,ℓ + 2 logq Cq,

что и требовалось доказать. �

8 Число билинейных форм
специального вида
и заданного ранга

В работе [20] доказано следующее

Утверждение 16. Пусть характеристика поля Fq рав-

на 2, s — размерность оболочки [n, k]q-кода, а k0 =
= k− s, где s ≤ k ≤ n− s. Тогда числоM s

n,k(q)таких

кодов зависит от четности n и k0 и определяется

следующими формулами.

1. Если n — четное, а k0 — нечетное, то

M s
n,k(q) = q

(nk0−k20+n−1)/2 ·




n

2
− 1

k0 − 1
2




q2

×

×
s∏

i=1

qn−k0−i − qi−1

(qi − 1) · qk0+i−1 .
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2. Если n — нечетное и k0 — нечетное, то

M s
n,k(q) = q

(n−k0)(k0−1)/2+n−k ·




n− 1
2

k0 − 1
2




q2

×

× qn−k0 − 1
(qs − 1) · qk−1 ·

s−1∏

i=1

qn−k0−i − qi

(qi − 1) · qk0+i−1 .

3. Если n — нечетное, а k0 — четное, то

M s
n,k(q) =

=qk0(n−k0+1)/2·




n− 1
2
k0
2




q2

·
s∏

i=1

qn−k0−i − qi−1

(qi − 1)· qk0+i−1 .

4. Если n — четное и k0 — четное, то

M s
n,k(q) = q

k0(n−k0)/2 ·




n

2
− 1
k0
2




q2

×

× qn−s − 1
(qs − 1) · qk−1 ·

s−1∏

i=1

qn−k0−i − qi

(qi − 1) · qk0+i−1 .

Утверждение 17. Пусть характеристика поля Fq

равна 2. Для любых n, k, s ∈ Z, 0 ≤ s ≤ k ≤ n − s,

выполняется неравенство

logq M
s
n,k(q) < k(n−k)− 1

2
s(s+1)+logq Cq+logq Cq2 .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Следуя нумерации случаев
в утверждении 16, доказательство можно разбить
на 4 случая. Рассмотрим подробно только случай 1:
n — четное, k0 — нечетное.

Оценим произведение

P =

s∏

i=1

qn−k0−i − qi−1
(
qi − 1

)
qk0+i−1 .

Вынося qi−1 из числителя, запишем

P = q−sk0

s∏

i=1

qn−k0−2i+1 − 1
qi − 1 .

Так как qn−k0−2i+1 − 1 < qn−k0−2i+1 и (qi − 1)−1 =
= q−i(1 − q−i)−1, получаем

P < qs(n−2k0+1)−3s(s+1)/2 ·
s∏

i=1

(1− q−i)−1.

Далее, из леммы 1 следует, что



n

2
− 1

k0 − 1
2




q2

< q(k0−1)(n−k0−1)/2 ·
(k0−1)/2∏

j=1

(1−q−2j)−1.

Объединяя степенные части, получаем

nk0 − k20 + n− 1
2

+
(k0 − 1)(n− k0 − 1)

2
+

+ s(n− 2k0 + 1)−
3s(s+ 1)

2
=

= nk0 − k20 +
s(2n− 4k0 − 3s− 1)

2
.

Подставляя k0 = k − s и приводя подобные слага-
емые, убеждаемся, что это равноk(n−k)−s(s+1)/2.
Поскольку

s∏

i=1

(1− q−i)−1 < Cq ;

(k0−1)/2∏

j=1

(
1− q−2j

)−1
< Cq2 ,

получаем требуемое неравенство.
В случаях 2 и 4 произведение идет от i =

= 1 до s − 1, а отдельный дробный множитель
(qa − 1)((qs −1)qk−1) оценивается как qa−s−k+1(1−
− q−s)−1. При этом множитель (1− q−s)−1 объеди-
няется с

∏s−1
i=1 (1− q−i)−1, давая

s∏

i=1

(
1− q−i

)−1
< Cq,

и итоговая степенная часть совпадает с полученной
в случае 1.

Случай 3 отличается от случая 1 лишь аргумен-
тами гауссова коэффициента и показателем началь-
ной степени q; аналогичное вычисление приводит
к тому же результату. �

Пусть NG(r) — число векторов b ∈ F
n
q , для ко-

торых матрица Bb = G · Db · G⊤ имеет ранг r,
1 ≤ r ≤ k. Если NG,w(r) — число таких векторов b

веса Хемминга w, 1 ≤ w ≤ n, то

NG(r) =

n∑

w=r

NG,w(r).

Утверждение 18. Пусть характеристика поля Fq

равна 2. Если G — случайная (k × n)-матрица над

полем Fq, то для любых натуральных чисел r, w, 1 ≤
≤ r ≤ k и 1 ≤ w ≤ n, выполняется неравенство

E
G←$ F

k×n
q
[NG,w(r)] ≤ Bq

(
n

w

)
(q − 1)w ×

×
min(k,⌊(w+r)/2⌋)∑

m=r

q−(w−m)(k−m)−(m−r)(m−r+1)/2,

где Bq = Cq · Cq2 — константа.
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Для каждого b ∈ Fn
q рассмот-

рим индикаторную функциюρr(b) ∈ {0, 1}, которая
равна 1, если и только если rankBb = r, т. е.

ρr(b) =

{
1, если rankBb = r;

0 иначе.

Тогда
NG,w(r) =

∑

b∈Fn
q , wt(b)=w

ρr(b).

Получается, что

E
G←$ F

k×n
q
[NG,w(r)] =

=
∑

b∈Fn
q , wt(b)=w

Pr
G←$ F

k×n
q
[rankBb = r] . (2)

Так как матрица Bb зависит только от supp (b),
а число векторов веса w в Fn

q равно
(

n
w

)
(q − 1)w, то

для любого фиксированного b ∈ Fn
q с wt (b) = w,

используя формулу полной вероятности, запишем

Pr[rankBb = r] =

=

k∑

m=0

Pr
[
rankBb = r, rankG|supp(b) = m

]
.

Можно записать

Bb = G|supp(b)Db∗
G|⊤supp(b),

где b∗ ∈ Fw
q — вектор длины w, который со-

впадает с вектором b|supp(b), т. е. если supp (b) =
= {i1, i2, . . . , iw}, то b∗ = (bi1 , bi2 , . . . , biw

).
Так как Fq имеет четную характеристику, то для

любого элемента b ∈ Fq существует такой элемент√
b ∈ Fq, что (

√
b)2 = b, т. е. в Fq из элементов можно

извлечь квадратный корень.
Обозначая через

√
b∗ =

(√
bi1 ,

√
bi2 , . . . ,

√
biw

)
,

можно записать

G|supp(b)Db∗
G|⊤supp(b) =

=
(
G|supp(b)D√b∗

)
·
(
G|supp(b)D√b∗

)⊤
.

Если через C обозначить линейный [w]q-код,
который совпадает с линейной оболочкой строк
(k × w)-матрицы G|supp(b) · D√b∗

, то на основании
утверждения 1 получим равенство

dimH(C) = rank
(
G|supp(b) · D√b∗

)
− rankBb.

Так как матрица D√b∗
невырождена, то выпол-

няется равенство

rank
(
G|supp(b) · D√b∗

)
= rankG|supp(b),

поэтому для кода C получим соотношение

dimH(C) = rankG|supp(b) − rankBb.

Итак, можно сделать вывод, что событие

{rankBb = r} ∩
{
rankG|supp(b) = m

}

реализуется тогда и только тогда, когда (k×w)-мат-
рица G|supp(b)D√b∗

порождает линейный [w,m]q-
код с оболочкой размерности s = m − r. Отсюда
следует ограничение на m: r ≤ m. Так как раз-
мерность оболочки [w,m]q-кода не больше w −m,
то для выполнения события необходимо, чтобы m
удовлетворяло неравенству m − r ≤ w − m, т. е.
2m ≤ w + r, а значит,

Pr[rankBb = r] =

=

min(k,⌊(w+r)/2⌋)∑

m=r

Pr
[
rankBb = r, rankG|supp(b) = m

]
.

Обозначим через M s
w,m(q) число [w,m]q-кодов,

имеющих оболочку размерности s. Тогда общее
число (k × w)-матриц над Fq, линейная оболоч-
ка строк которых совпадает с каким-либо [w,m]q-
кодом с оболочкой размерности s, будет равно
M s

w,m(q)
∏m−1

i=0 (q
k − qi). Так как матрица D√b∗

не-
вырождена, столько же будет и (k × w)-матриц
G|supp(b), для которых матрица G|supp(b)D√b∗

по-
рождает какой-либо [w,m]q-код с оболочкой раз-
мерности s, а значит, общее число (k×n)-матриц G,
у которых в позициях supp (b) стоит (k × w)-под-
матрица G|supp(b) такая, что матрица G|supp(b)D√b∗

порождает некоторый [w,m]q-код с оболочкой раз-
мерности s, будет равно

qk(n−w)M s
w,m(q)

m−1∏

i=0

(
qk − qi

)
.

Отсюда следует, что

Pr
[
rankBb = r, rankG|supp(b) = m

]
=

=M s
w,m(q) · q−wk

m−1∏

i=0

(
qk − qi

)
≤

≤M s
w,m(q) · q−(w−m)k.

Из утверждения 17 вытекает неравенство

M s
w,m(q) < Cq · Cq2 · qm(w−m)−s(s+1)/2.

Поэтому, обозначая через Bq = Cq · Cq2 , получим

Pr
[
rankBb = r, rankG|supp(b) = m

]
<

< Bq · q−(w−m)(k−m)−s(s+1)/2,

откуда с учетом равенства s = m− r следует, что
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Pr[rankBb = r] <

< Bq

min(k,⌊(w+r)/2⌋)∑

m=r

q−(w−m)(k−m)−(m−r)(m−r+1)/2.

Подставляя последнее неравенство в выраже-
ние (2) и учитывая, что число слагаемых в сумме
по b равно

(
n
w

)
(q − 1)w, окончательно получим тре-

буемое. �

Лемма 2. Для любых вещественных чисел w, k и r
функция

f(x) = (w − x)(k − x) +
1

2
(x− r)(x − r + 1)

представляет собой параболу с положительным

старшим коэффициентом 3/2 и имеет глобальный

минимум в точке

x⋆ =
1

3

(
w + k + r − 1

2

)
,

в которой она принимает значение

f(x⋆) = −1
6

(
w + k + r − 1

2

)2
+
1

2
r(r − 1) + wk.

При этом на любом отрезке [x0, x1] минимум f(x)
достигается в точке x⋆, если x⋆ ∈ [x0, x1], и в бли-

жайшем к x⋆ конце отрезка в противном случае.

Утверждение 19. Пусть характеристика поля Fq

равна 2. Если G — случайная (k × n)-матрица над

полем Fq, то для любого натурального числа r, 1 ≤
≤ r ≤ k, и любого числа ε ∈ R, ε > 0, выполняется

неравенство:

Pr
G←$ F

k×n
q

[
n∑

w=2k−r

NG,w(r) ≤
⌊
ε−1
⌋
]
>

> 1−Bq ε · qn+logq k−(k−r)2/2−(k−r)/2.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из утверждения 18 с учетом
линейности математического ожидания следует не-
равенство

E = E
G←$ F

k×n
q

[
n∑

w=2k−r

NG,w(r)

]
≤

≤ Bq

n∑

w=2k−r

(
n

w

)
(q − 1)w

min(k,⌊(w+r)/2⌋)∑

m=r

q−f(m),

где f(x)— функция из леммы 2.
Так как w ≥ 2k − r, то w + r ≥ 2k и (w + r)/2 ≥

≥ k. Поэтому для целых чиселw, r и k выполняется
равенство

min

(
k,

⌊
w + r

2

⌋)
= k.

Из леммы 2 функция f(x) на отрезке [r, k] при-
нимает минимальное значение либо в точке x⋆,
либо в ближайшем к x⋆ конце отрезка. С учетом
неравенства w + r ≥ 2k получим

x⋆ =
1

3

(
w + k + r − 1

2

)
≥ 1
3

(
3k − 1

2

)
= k − 1

6
,

а значит, x⋆ > k − 1 и для целочисленных значе-
ний m минимум f(m) на отрезке [r, k] достигается
в точке m = k, где

f(k) =
1

2
(k − r)(k − r + 1).

Следовательно, для всех m ∈ {r, r+1, . . . , k}
и всех w ≥ 2k − r выполняется q−f(m) ≤ q−f(k)

и внутренняя сумма содержит k − r + 1 слагаемых,
откуда

E < Bq(k− r+1) q−(k−r)(k−r+1)/2
n∑

w=2k−r

(
n

w

)
(q−1)w.

Оценивая сумму как

n∑

w=2k−r

(
n

w

)
(q − 1)w ≤

n∑

w=0

(
n

w

)
(q − 1)w = qn

и используя неравенство k − r + 1 ≤ k, получим

E < Bq q
n+logq k−(k−r)(k−r+1)/2.

Далее, применяя неравенство Маркова для не-
отрицательной целочисленной случайной вели-
чины

∑n
w=2k−r NG,w(r), получим справедливость

утверждения. �

Утверждение 20. Пусть характеристика поля Fq

равна 2. Если G — случайная (k × n)-матрица над

полем Fq, то для любого натурального числа r, 1 ≤
≤ r ≤ k − 1, удовлетворяющего неравенству

r − 4 logq(r + 1) ≤ k + 1− 4 logq((q − 1)(n+ 1)),

и любого числа δ ∈ R, δ > 0, выполняется неравенство

Pr
G←$ F

k×n
q

[
2k−r−1∑

w=r+1

NG,w(r) < δ−1
(
n

r

)
(q − 1)r

]
>

> 1−Bq δ · q−(k−r)/2+logq(k(q−1)(n+1)).

Д о к а з а т е л ь с т в о . По условиюw ≤ 2k−r−1, по-
этомуw+r < 2kиmin(k, ⌊(w+r)/2⌋) = ⌊(w + r)/2⌋ .

Рассмотрим функцию f(x) из леммы 2 с точкой
глобального минимума x⋆.

Так как w + r < 2k, то для целых чисел выпол-
няется неравенство w + r ≤ 2k − 1, а значит, верна
цепочка соотношений
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x⋆ =
1

3

(
w + k + r − 1

2

)
≥ 1
3

(
w + r +

w + r

2

)
=

=
w + r

2
≥
⌊
w + r

2

⌋
.

Поэтому приw ≤ 2k−r−1функция f(x)на отрезке
[r, (w+ r)/2] убывает и достигает минимума в точке
(w + r)/2, в которой она принимает значение

f

(
w + r

2

)
=

=
w − r

2

(
k − w + r

2

)
+
w − r

4

(
w − r

2
+ 1

)
.

Упрощая, получим, что для всех целыхm из отрезка
[r, ⌊(w + r)/2⌋] ⊆ [r, (w + r)/2] верно неравенство

− f(m) ≤ −f
(
w + r

2

)
=

=
1

2

(
w − r

2

)2
− 1
2
· w − r

2
(2k − 2r + 1),

а значит, на основании утверждения 18 с учетом ли-
нейности математического ожидания выполняется
неравенство

E

[
2k−r−1∑

w=r+1

NG,w(r)

]
≤ Bq

2k−r−1∑

w=r+1

(
n

w

)
(q − 1)w ×

× q((w−r)/2)2/2−((w−r)/2)(2k−2r+1)/2.

Оценим теперь отношение биномиально-сте-
пенных множителей:

(
n

w

)
(q − 1)w

(
n

r

)
(q − 1)r

=

(
n

w

)

(
n

r

) · (q − 1)w−r.

По определению биномиальных коэффициентов

(
n

w

)

(
n

r

) =
w−r∏

i=1

n+ 1− (w − i+ 1)

w − i+ 1
<

w−r∏

i=1

n+ 1

w − i+ 1
.

Так как i ≤ w − r, то w − i + 1 ≥ r + 1 и (w − i +
+ 1)−1 ≤ (r + 1)−1, поэтому

(
n

w

)
(q − 1)w

(
n

r

)
(q − 1)r

<

(
(q − 1)(n+ 1)

r + 1

)w−r

=

= q(w−r) logq((q−1)(n+1)/(r+1)).

Тогда
((

n

r

)
(q − 1)r

)−1
E

[
2k−r−1∑

w=r+1

NG,w(r)

]
<

< Bq

2k−r−1∑

w=r+1

qg((w−r)/2),

где

g(x) =

=
1

2
x2−1
2
x

(
2k − 2r + 1− 4 logq

(q − 1)(n+ 1)
r + 1

)
.

Функция g — парабола с положительным стар-
шим коэффициентом 1/2, поэтому на отрезке
[1/2, k − r − 1/2] (значения (w − r)/2 при w =
= r + 1, 2k − r − 1) максимум g достигается в одном
из концов. Вычислим g на границах отрезка:

g

(
1

2

)
=−k − r − 2 logq((q − 1)(n+ 1)/(r + 1))

2
− 1
8
;

g

(
k − r − 1

2

)
= −1
2
(k − r)2 +

+

(
2 logq

(
(q − 1)(n+ 1)

r + 1

)
− 1
2

)
(k − r)−

− logq
(q − 1)(n+ 1)

r + 1
+
3

8
.

Тогда

g

(
k − r − 1

2

)
− g

(
1

2

)
=

= (k− r− 1)
(
2 logq

(q − 1)(n+ 1)
r + 1

− k − r + 1

2

)
.

По условию r ≤ k − 1 и r − 4 logq(r + 1) ≤ k + 1 −
− 4 logq((q − 1)(n+ 1)), откуда следует, что

logq

(
(q − 1)(n+ 1)

r + 1

)
≤ k − r + 1

4
,

т. е. g(k−r−1/2) ≤ g(1/2).
Поскольку число слагаемых в сумме по w не

превышает 2k − 2r − 1, получаем

((
n

r

)
(q − 1)r

)−1
E

[
2k−r−1∑

w=r+1

NG,w(r)

]
<

< Bq · (2k−2r−1) · qg(1/2).

Так как 1 ≤ r ≤ k − 1, то

logq

(
(q − 1)(n+ 1)

r + 1

)
+ logq(2k−2r−1)−

1

8
<

< logq(k(q−1)(n+ 1)) ,
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откуда

((
n

r

)
(q − 1)r

)−1
· E
[
2k−r−1∑

w=r+1

NG,w(r)

]
<

< Bq · q−(k−r)/2+logq(k(q−1)(n+1)).

Далее, применяя неравенство Маркова, полу-
чим требуемое утверждение. �

Утверждение 21. Пусть характеристика поля Fq

равна 2. Если G — случайная (k × n)-матрица над

полем Fq, то для любого натурального числа r, 1 ≤
≤ r ≤ k, выполняется неравенство

Pr
G←$ F

k×n
q

[
NG(r) =

2k−r−1∑

w=r

NG,w(r)

]
>

> 1−Bq q
n+logq k−(k−r)2/2−(k−r)/2.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Равенство

NG(r) =
2k−r−1∑

w=r

NG,w(r)

эквивалентно условию

n∑

w=2k−r

NG,w(r) = 0 .

Из оценки математического ожидания, полученной
в доказательстве утверждения 19, следует, что

E

[
n∑

w=2k−r

NG,w(r)

]
< Bq q

n+logq k−(k−r)(k−r+1)/2.

Применяя неравенство Маркова Pr[X ≥ 1] ≤ E[X ]
к неотрицательной целочисленной случайной ве-
личине X =

∑n
w=2k−r NG,w(r), получим

Pr[X = 0] ≥ 1− E[X ] >
> 1−Bq q

n+logq k−(k−r)(k−r+1)/2. �

Утверждение 22. Пусть характеристика поля Fq

равна 2. Если G — случайная (k × n)-матри-

ца над полем Fq, то для любого натурального чис-

ла r, 1 ≤ r ≤ k − 1, удовлетворяющего неравенству

r−4 logq(r+1) ≤ k+1−4 logq((q−1)(n+1)), и любого

числа δ ∈ R, δ > 0, выполняется неравенство

Pr
G←$ F

k×n
q

[
NG(r) < (1 + δ

−1)

(
n

r

)
(q − 1)r

]
>

> 1−Bq δ · q−(k−r)/2+logq(k(q−1)(n+1)) −
−Bq q

n+logq k−(k−r)2/2−(k−r)/2.

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению

NG(r) = NG,r(r)+

2k−r−1∑

w=r+1

NG,w(r)+

n∑

w=2k−r

NG,w(r).

Число векторов веса r в Fn
q равно

(
n
r

)
(q−1)r, поэтому

NG,r(r) ≤
(
n

r

)
(q − 1)r.

Рассмотрим два события: A — выполнение нера-
венства

2k−r−1∑

w=r+1

NG,w(r) < δ−1
(
n

r

)
(q − 1)r

и B — выполнение равенства

n∑

w=2k−r

NG,w(r) = 0.

Если оба события реализуются, то

NG(r) <
(
1 + δ−1

)(n
r

)
(q − 1)r.

Используя неравенство

Pr[A ∩B] ≥ Pr[A] + Pr[B]− 1

и оценки из утверждений 20 (для события A)
и 21 (для события B), получим требуемое неравен-
ство. �

Как следствие из утверждения 22 докажем сле-
дующее
Утверждение 23. Пусть характеристика поля Fq

равна 2. Если G — случайная (k × n)-матрица над

полем Fq, n, k ≥ 1, и k ≥ 4 logq((q − 1)(n + 1)/2),
то для любого натурального числа R, 1 ≤ R ≤ k − 1,
удовлетворяющего неравенству R − 4 logq(R + 1) ≤
≤ k + 1− 4 logq((q − 1)(n+ 1)), и любого числа δ > 0
выполняется

Pr
G←$ F

k×n
q

[
∀ r ∈ [1, R] : NG(r) <

<
(
1 + δ−1

)(n
r

)
(q−1)r

]
> 1− Pq(n, k, δ, R),

где

Pq(n, k, δ, R) =

=

√
q√

q − 1 Bq δ · q−(k−R)/2+logq(k(q−1)(n+1)) +

+Bq q
n+logq(kR)−(k−R)2/2−(k−R)/2.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применим неравенство Буля:
вероятность того, что неравенство NG(r) < (1 +
+ δ−1)

(
n
r

)
(q−1)r нарушается хотя бы для одного
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r ∈ [1, R], не превышает суммы вероятностей нару-
шения для каждого отдельного r.

При R = 1 утверждение тривиально следует из
утверждения 22.

Условие

R− 4 logq(R+ 1) ≤ k + 1− 4 logq ((q − 1)(n+ 1))

гарантирует применимость утверждения 22 для ка-
ждого r ∈ [1, R]. Действительно, поскольку функ-
ция h(x) = x − 4 logq(x + 1) убывает на отрезке

[1, 4 ln−1(q) − 1] и возрастает при x ≥ 4 ln−1(q), то
максимум этой функции на отрезке [1, R] дости-
гается в одной из крайних точек. В точке x = 1
получим

h(1) = 1− 4 logq 2,

но из условия на k следует неравенство

1− 4 logq 2 ≤ k + 1− 4 logq ((q − 1)(n+ 1))

и к тому же из условия на R выполняется неравен-
ство

h(R) ≤ k + 1− 4 logq ((q − 1)(n+ 1)) ,

поэтому сразу для всех r ∈ [1, R] выполняется тре-
буемое неравенство.

По утверждению 22 вероятность нарушения для
фиксированного r не превышает

Bq δ · q−(k−r)/2+logq(k(q−1)(n+1)) +

+Bq q
n+logq k−(k−r)2/2−(k−r)/2.

Оценим каждую из двух сумм по r = 1, R.
Первая сумма. Это геометрическая прогрессия

с основанием q1/2:

R∑

r=1

q−(k−r)/2 = q−k/2
R∑

r=1

qr/2 =

= q−k/2 ·
q1/2

(
qR/2 − 1

)

q1/2 − 1
≤

√
q√

q − 1 q
−(k−R)/2.

Вторая сумма. Функция (k−r)(k−r+1) убывает
по r на [1, R], поэтому

R∑

r=1

q−(k−r)(k−r+1)/2 ≤ R · q−(k−R)(k−R+1)/2.

Подставляя обе оценки в неравенство Буля, по-
лучаем заявленное. �

9 Оценка числа тотально
изотропных подпространств
для билинейных форм,
связанных со случайным
линейным кодом

Рассмотрим случайную (k × n)-матрицу G над
полем Fq характеристики 2.

Оценим общее число подпространств, которые
тотально изотропны хотя бы для одной билиней-
ной формы с матрицей Bb = G · Db · G⊤, b ∈
∈ Fn

q . Ясно, что их число не превосходит суммы
∑k

r=1 Tr,k,ℓ(q)NG(r).
Сформулируем простую техническую лемму.

Лемма 3. Пусть ℓ, a, b, c, α и β — произвольные числа.

Рассмотрим функцию

f(x) = −4ℓ · (x+ a) + (x+ b)(x+ c) + 8(αx+ β).

Она обладает следующими свойствами.

1. Имеет глобальный минимум в точке

x∗ = −b+ c
2
+ 2ℓ− 4α .

2. Монотонно убывает при x ≤ x∗ и монотонно

возрастает при x ≥ x∗.

3. Обращается в ноль в точках

x± = 2ℓ−
1

2
(b + c)− 4α±

±
√
(b + c− 4ℓ+ 8α)2

4
+ 4ℓ · a− bc− 8β.

4. Если (b + c − 4ℓ + 8α)2/4 > bc + 8β − 4ℓ · a, то

f(x) на интервале (x−, x+) принимает отрица-

тельные значения.

Утверждение 24. Пусть характеристика поля Fq

равна 2 и ℓ, k и n — такие натуральные числа, что

1 ≤ ℓ ≤ k и n ≥ max
(
2,
√
q/(q − 1)

)
. Обозначим

αn(q) = logq((q − 1)n). Пусть также

ℓ ≥ 3
2
+

√

2(n+ 1) +

(
2αn(q) +

1

2

)2
;

k ≥ 1 + 4αn(q) + 2
√
2(n+ 1).

Положим

r∗ =

⌊
2ℓ− 1− 2

√
ℓ(ℓ− 3) + 1

4
− 2n

⌋
.
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Тогда при случайном выборе G ∈ Fk×n
q для любо-

го δ ∈ R, δ > 0, с вероятностью не менее 1 −
− Pq(n, k, δ, r

∗) выполняется неравенство

k∑

r=1

Tr,k,ℓ(q)NG(r) <

< cq · qℓ(k−ℓ)−ℓ+logq((1+δ−1)n2)+logq(ℓ·k),

где cq = 2q(q − 1)2C2q .
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для начала докажем выпол-
нение неравенства

2ℓ− 1− 2
√
ℓ(ℓ− 3) + 1

4
− 2n ≤ k+ 1− 4αn(q). (3)

Оно эквивалентно неравенству

2

(
ℓ− 3
2

)
−2
√(

ℓ− 3
2

)2
− 2− 2n ≤ k−1−4αn(q).

Рассмотрим функцию x−
√
x2 − 2− 2n. Так как

2n + 2 > 0, то она имеет глобальный максимум
в точке x =

√
2n+ 2, в которой она принимает зна-

чение
√
2n+ 2. Поэтому для всех ℓ выполняется

неравенство

2

(
ℓ− 3
2

)
− 2
√(

ℓ− 3
2

)2
− 2− 2n ≤ 2

√
2n+ 2.

Но по условиюk ≥ 1+4αn(q)+2
√
2(n+ 1),поэтому

при описанных в условии ограничениях на k всегда
верно неравенство (3).

Рассмотрим r∗ из условия. Из неравенства (3)
следует соотношение r∗ ≤ k + 1 − 4αn(q), а значит,
будет выполняться цепочка соотношений

r∗ − 4 logq(r∗ + 1) ≤ r∗ − 4 logq 2 ≤
≤ k + 1− 4 logq(2(q − 1)n).

Так как n ≥ 1, q ≥ 2, то 2(q − 1)n ≥ (q − 1)(n+ 1) и,
значит, r∗−4 logq(r∗+1) ≤ k+1−4 logq((q−1)(n+
+ 1)).

Несложно также убедиться, что для ℓ, удовле-
творяющих условию, будет верно, что r∗ ≥ 1.

Теперь по условию n ≥ (q − 1)−1√q, поэтому
4 logq((q − 1)n)) ≥ 2 и r∗ ≤ k − 1, т. е. для r∗ выпол-
няются все условия утверждения 23.

Осталось проверить выполнение условия k ≥
≥ 4 logq((q − 1)(n+ 1)/2). По условию

k − 4 logq
(q − 1)(n+ 1)

2
≥

≥ 1 + 4 logq
2n

n+ 1
+ 2
√
2(n+ 1).

Так какn ≥ 1, то 2n ≥ n+1и 1+4 logq(2n/(n+ 1))+

+ 2
√
2(n+ 1) ≥ 0, поэтому нужное неравенство

выполняется.
Значит, на основании утверждения 23 с веро-

ятностью по меньшей мере 1 − Pq(n, k, δ, r
∗) для

каждого r ∈ [1, r∗] выполняется

NG(r) <
(
1 + δ−1

)(n
r

)
(q − 1)r .

Покажем, что
(

n
r

)
(q − 1)r ≤ qrαn(q) для всех r ≥

≥ 1. При r = 1 это равенство; при r = 2 и n ≥ 2
имеем

(
n

2

)
(q − 1)2 =

=
n(n− 1)(q − 1)2

2
< n2(q − 1)2 = q2αn(q);

при r ≥ 3 пользуемся
(
n
r

)
≤ nr.

С учетом этой оценки получим неравенство

logq NG(r) < rαn(q) + logq(1 + δ
−1).

Объединяя с оценкой 15, получаем для каждого
r ∈ [1, r∗] неравенство

logq(Tr,k,ℓNG(r)) <

< ℓ(k−ℓ)−ℓ−Sr,ℓ+rαn(q)+logq(1+δ
−1)+2 logq Cq,

где

Sr,ℓ =





ℓ(ℓ− 3)
2

− logq(ℓ+ 1), если 2ℓ ≤ r;

ℓ · r − 1
2

− (r + 5)(r − 1)
8

− logq
r + 1

2
,

если 2ℓ > r и r — нечетное;

ℓ · r − 2
2

− r(r + 2)

8
− logq

(
r

2
+ 1

)
,

если 2ℓ > r и r — четное.

По условию r∗ < 2ℓ − 1 < 2ℓ, поэтому для r ∈
∈ [1, r∗] возможны только варианты, когда r < 2ℓ
и r имеет разную четность.

Когда r — нечетное и r < 2ℓ, будет выполняться
неравенство r ≤ 2ℓ− 1, а когда r — четное, то усло-
вие r < 2ℓ гарантирует выполнение неравенства r ≤
≤ 2ℓ− 2, т. е. во всех случаях logq((r + 1)/2) ≤ logq ℓ
и logq(r/2 + 1) ≤ logq ℓ.

Далее, из леммы 3 при a = −1, b = 5, c = −1,
β = 0 и α = αn(q) функция

−4ℓ(r − 1) + (r + 5)(r − 1) + 8rαn(q)

убывает на интервале [1, 2ℓ− 2− 4αn(q)].
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Несложно проверить, что из условия

ℓ ≥ 3
2
+

√

2(n+ 1) +

(
2αn(q) +

1

2

)2

следует, что r∗ ≤ 2ℓ−2−4αn(q), поэтому максимум
достигается в точке r = 1, т. е. в случае нечетного r
из отрезка [1, r∗] будет выполнено неравенство

logq(Tr,k,ℓNG(r)) <

< ℓ(k−ℓ)−ℓ+logq ℓ+αn(q)+logq(1+δ
−1)+2 logq Cq.

Аналогично для четных r, r ∈ [2, r∗], применяя
лемму 3 при a = −2, b = 0, c = 2, β = 0 и α = αn(q),
получаем, что функция−4ℓ(r−2)+r(r+2)+8rαn(q)
убывает на интервале [1, 2ℓ−1−4αn(q)]. Уже отмеча-
лось, что r∗ ≤ 2ℓ−2−4αn(q), поэтому выполняется
неравенство r∗ < 2ℓ−1−4αn(q). Значит, на четных
r ∈ [2, r∗] минимум достигается в точке r = 2 и для
таких r будет выполняться неравенство:

logq(Tr,k,ℓNG(r)) < ℓ(k − ℓ)− ℓ+ 1 +

+ logq ℓ+ 2αn(q) + logq(1 + δ
−1) + 2 logq Cq.

Так как четная оценка превосходит нечетную
(разность 1 + αn(q) > 0), то для всех r ∈ [1, r∗]
справедливо

logq(Tr,k,ℓNG(r)) < ℓ(k − ℓ)− ℓ+ 1 +

+ logq ℓ+ 2αn(q) + logq(1 + δ
−1) + 2 logq Cq.

Вводя константу cq = 2q(q−1)2C2q , получим, что
для всех r ∈ [1, r∗] верно неравенство

logq(Tr,k,ℓNG(r)) < ℓ(k − ℓ)− ℓ+

+ logq((1 + δ
−1)n2) + logq ℓ+ logq cq.

Рассмотрим теперь r ∈ [r∗ + 1, min(2ℓ− 1, k)].
Из утверждения 15 и тривиальной оценки

NG(r) ≤ qn для каждого слагаемого

logq(Tr,k,ℓNG(r)) < ℓ(k− ℓ)− ℓ−Sr,ℓ+2 logq Cq+n.

Если r — нечетное, то, применяя лемму 3 при
a = −1, b = 5, c = −1, β = n и α = 0, получим,
что для всех r из отрезка [r−, r+] будет выполняться
неравенство:

logq(Tr,k,ℓNG(r)) < ℓ(k−ℓ)−ℓ+logq
r + 1

2
+2 logq Cq,

где

r± = 2(ℓ− 1)± 2
√

ℓ(ℓ− 3) + 9
4
− 2n .

Подкоренное выражение ℓ(ℓ−3)+9/4−2nположи-
тельно в силу условия n ≤ ℓ(ℓ− 3)/2, вытекающего
из условия утверждения. Так как 9 > 1, то

2(ℓ− 1)− 2
√

ℓ(ℓ− 3) + 1
4
− 2n > r−.

Теперь по условию

r∗ =

⌊
2ℓ− 1− 2

√
ℓ(ℓ− 3) + 1

4
− 2n

⌋
≥

≥ 2ℓ− 1− 2
√
ℓ(ℓ− 3) + 1

4
− 2n− 1,

поэтому r∗ ≥ r−.
С другой стороны,

r+ = 2(ℓ− 1) + 2
√
ℓ(ℓ− 3) + 9

4
− 2n ≥ 2ℓ− 1 ≥

≥ min(2ℓ− 1, k − 1).

Значит, для нечетных r ∈ [r∗ + 1,min(2ℓ− 1, k − 1)]
будет выполняться неравенство:

logq(Tr,k,ℓNG(r)) < ℓ(k−ℓ)−ℓ+logq
r + 1

2
+2 logq Cq.

Осталось заметить, что (r + 1)/2 ≤ ℓ и C2q ≤ cq.
Поэтому в этом случае будет верно

logq(Tr,k,ℓNG(r)) <

< ℓ(k− ℓ)− ℓ+logq((1+ δ−1)n2)+ logq ℓ+logq cq.

Для четных r доказательство проводится ана-
логично с помощью леммы 3, примененной при
a = −2, b = 0, c = 2, α = 0 и β = n.

И, наконец, рассмотрим r ∈ [2ℓ, k].
Из утверждения 15 при r ≥ 2ℓ:

logq Tr,k,ℓ < ℓ(k−ℓ)− ℓ(ℓ− 1)
2

+logq(ℓ+1)+2 logq Cq.

С тривиальной оценкой logq NG(r) ≤ n получа-
ем неравенство

logq(Tr,k,ℓNG(r)) <

< ℓ(k− ℓ)− ℓ(ℓ− 1)
2

+ n+ logq(ℓ+ 1)+ 2 logq Cq.

Из условия утверждения следует неравенство

n+ logq((q − 1)n) ≤
ℓ(ℓ− 3)
2

,
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поэтому если n ≥ 2, то

− ℓ(ℓ− 1)
2

+ logq(ℓ+ 1) + n ≤ −ℓ+ logq(ℓ),

т. е. получим соотношение:

logq(Tr,k,ℓNG(r)) <

< ℓ(k− ℓ)− ℓ+logq((1+ δ−1)n2)+ logq ℓ+logq cq.

Таким образом, для всех r, 1 ≤ r ≤ k, будет
выполняться требуемое неравенство, что завершает
доказательство. �
Следствие 1. Пусть характеристика поля Fq рав-

на 2, R ∈ (0, 1] и k = ⌈Rn⌉. Зафиксируем также

произвольное ε > 0.
Пусть ℓ — натуральное число, удовлетворяющее

неравенствам

⌈√
(2 + 2ε)n+

3

2

⌉
≤ ℓ ≤ k .

Тогда существуетn0 = n0(R, ε, q)такое, что для

всех n ≥ n0 при случайном выборе G ∈ Fk×n
q с веро-

ятностью не менее 1 − βq · q−(R−4/ℓ)n/2+logq(k(n+1)),
где βq = q

5/2(q +
√
q)Bq, выполняется неравенство:

k∑

r=1

Tr,k,ℓ(q)NG(r) < γq · qℓ(k−ℓ)−ℓ+logq(n
2kℓ),

где γq = 6q(q − 1)2C2q .
Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся утверждени-
ем 24.

Для начала рассмотрим условие на n и ℓ. По
условию (ℓ−3/2)2 ≥ 2(1+ε)n.Найдется такое число
n1(ε, q), что для всехn ≥ n1 выполнены неравенства

1

2

(
2 logq((q − 1)n) +

1

2

)2
+ 1 ≤ εn, εn ≥ 1.

Поэтому для всех n ≥ n1 выполняется неравенство

2(n+ 1) +

(
2αn(q) +

1

2

)2
≤

≤ 2(n+ 1) + 2ε · n− 2 = 2(1 + ε)n ≤
(
ℓ− 3
2

)2
.

Теперь для всех n ≥ n1 выполняется неравенство

2αn(q) +
1

2
≤

√
2εn− 2,

т. е. 4αn(q) + 1 ≤ 2
√
2εn− 2. Выберем теперь так

n2(ε,R), чтобы выполнялось неравенство:

2
√
2εn− 2 + 2

√
2(n+ 1) ≤ R · n ≤ k.

И тогда для n ≥ max(n1, n2) все условия утвержде-
ния 24 выполнены.

Оценим теперь величину Pq(n, k, δ, r
∗) сверху.

Напомним, что

Pq =

√
q√

q − 1 Bq δ · q−(k−r∗)/2+logq(k(q−1)(n+1)) +

+Bq q
n+logq(kr∗)−(k−r∗)2/2−(k−r∗)/2.

Далее подберем такn, чтобы выполнялось неравен-
ство

r∗ · qn−(k−r∗)2/2 ≤ 1
2
(q +

√
q) · (n+ 1).

Тогда будет верна оценка

Pq ≤
√
q√

q − 1 Bqδ · q−(k−r∗)/2+logq(k(q−1)(n+1)) +

+
1

2

√
q√

q − 1 Bq · q−(k−r∗)/2+logq(k(q−1)(n+1)),

из которой при δ = 1/2 следует неравенство

Pq ≤
√
q√

q − 1Bq · q−(k−r∗)/2+logq

(
k(q−1)(n+1)

)
.

Рассмотрим

r∗ =

⌊
2ℓ− 1− 2

√
ℓ(ℓ− 3) + 1

4
− 2n

⌋
.

Используя неравенство
√
1− x ≥ 1 − x, выпол-

ненное для любого x ∈ R, 0 ≤ x ≤ 1, получим при
n ≥ n1 цепочку

r∗ ≤ 2ℓ− 1− 2ℓ
√
1− 12ℓ+ 8n− 1

4ℓ2
≤

≤ 12ℓ+ 8n− 1
2ℓ

− 1 = 10ℓ+ 8n− 1
2ℓ

,

откуда следует

r∗ < 5 +
4n

ℓ
.

Так как по условию

ℓ ≥ 3
2
+
√
2(1 + ε)n >

√
2(1 + ε)n,

то

r∗ < 5 +
2
√
2√

1 + ε
· √n.
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Подберем n3(R, ε) так, чтобы для n ≥ n3 выполня-
лось неравенство

5 +
2
√
2√

1 + ε

√
n < Rn.

Тогда для всех n ≥ n3 будет верна цепочка нера-
венств:

k − r∗ ≥ Rn− r∗ ≥ Rn− 5− 2
√
2√

1 + ε

√
n.

Так как по выбору n все разности неотрицательные,
то эти же неравенства будут верны и для квадратов
этих чисел, т. е.

(k − r∗)2 ≥
(
Rn− 2

√
2√

1 + ε

√
n− 5

)2
,

а значит, если подобрать такое n4(R, ε, q), что для
всех n ≥ n4 выполняется неравенство
(
2
√
2√

1 + ε

√
n+ 5

)
· qn−(Rn−(2

√
2/
√
1+ε)

√
n−5)2/2 ≤

≤ 1
2
(q +

√
q) · (n+ 1),

то будет верно и нужное неравенство.
Положим n0 = max(n1, n2, n3, n4, 2,

√
q/(q − 1)).

Теперь, используя неравенство k−r∗ ≥ Rn−4n/ℓ−
− 5, получим для всех n ≥ n0 неравенство

Pq ≤
√
q√

q − 1Bq · q5/2−(R−4/ℓ)n/2+logq(k(q−1)(n+1)).

Вводя константу βq = q5/2(q +
√
q)Bq, получим

требуемую оценку первой вероятности.
Для завершения доказательства осталось при-

менить утверждение 24 для всех n ≥ n0 и заметить,
что при δ = 1/2 выражение 1 + δ−1 равно 3. �

10 Оценка вероятности того,
что квадрат случайного
подкода линейного кода
совпадает с квадратом
исходного кода

Утверждение 25. Пусть характеристика поля Fq

равна 2 и ℓ, k и n — такие натуральные числа, что

1 ≤ ℓ ≤ k иn ≥ max
(
2,
√
q/(q − 1)

)
. Обозначим через

αn(q) = logq((q − 1)n). Пусть также

ℓ ≥ 3
2
+

√

2(n+ 1) +

(
2αn(q) +

1

2

)2
;

k ≥ 1 + 4αn(q) + 2
√
2(n+ 1).

Положим

r∗ =

⌊
2ℓ− 1− 2

√

ℓ(ℓ− 3) + 1
4
− 2n

⌋
.

Случайно и равновероятно из множества всех

(k × n)-матриц над полем Fq выберем матрицу G

и зафиксируем ее. Пусть линейная оболочка строк

матрицы G совпадает с некоторым линейным ко-

дом C.
Занумеруем произвольным образом все (ℓ×k)-мат-

рицы над Fq ранга ℓ. Пусть их число равно

L =

[
k
ℓ

]

q

|GLℓ(q)| .

Выберем из множества [[L]] = {1, 2, . . . , L} номеров

случайно и равновероятно номер λ ∈ [[L]], который

соответствует матрице Aλ ∈ Fℓ×k
q , обозначим че-

рез Cλ подкод кода C, который совпадает с линейной

оболочкой строк матрицы AλG.
Тогда для любого δ ∈ R, δ > 0, с вероятностью

не менее 1 − Pq(n, k, δ, r
∗) по G ∈ Fk×n

q выполняется

неравенство

Prλ←$ [[L]]
[
C◦2λ = C◦2

]
>

> 1− cq · q−ℓ+logq((1+δ−1)n2)+logq(ℓ·k),

где cq = 2q(q − 1)2C2q .
Д о к а з а т е л ь с т в о . На основании утвержде-
ния 3 условие C◦2λ 6= C◦2 равносильно неравенству
rank (AλG)◦2 6= rankG◦2.

По утверждению 4 подкод Cλ размерности ℓ
удовлетворяет C◦2λ 6= C◦2 тогда и только тогда, когда
порождающее его подпространство тотально изо-
тропно относительно хотя бы одной билинейной
формы с матрицей Bb = GDbG

⊤, где b ∈ Fn
q

и rankBb 6= 0.
Как и раньше, обозначим через NG(r) число та-

ких векторов b ∈ F
n
q , для которых матрица Bb имеет

ранг r, 1 ≤ r ≤ k.
Тогда общее число ℓ-мерных подпространств,

тотально изотропных относительно хотя бы одной
формы с матрицей Bb ненулевого ранга, не превос-
ходит суммы

∑k
r=1 Tr,k,ℓNG(r).

Из утверждения 24 следует, что с вероятностью
не менее 1−Pq(n, k, δ, r

∗) выполняется неравенство

k∑

r=1

Tr,k,ℓNG(r) <

< cq · qℓ(k−ℓ)−ℓ+logq((1+δ−1)n2)+logq(ℓk).
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Квадрат Шура–Адамара случайного подкода случайного линейного кода над полем характеристики 2

Так как общее число матриц, порождающих за-
данное ℓ-мерное подпространство, равно |GLℓ(q)|,
то будет верно неравенство

Prλ←$ [[L]]
[
C◦2λ 6= C◦2

]
≤

|GLℓ(q)|
∑k

r=1
Tr,k,ℓNG(r)

|GLℓ(q)|
[
k
ℓ

]

q

.

Для завершения доказательства достаточно заме-

тить, что

[
k
ℓ

]

q

≥ qℓ(k−ℓ). �

В завершение сформулируем центральную тео-
рему, которая напрямую вытекает из утвержде-
ния 25 и следствия 1.

Теорема 1. Пусть характеристика поля Fq равна 2,
R ∈ (0, 1] и k = ⌈Rn⌉. Зафиксируем также произ-

вольное ε > 0.
Пусть ℓ — натуральное число, удовлетворяющее

неравенствам
⌈√
(2 + 2ε)n+

3

2

⌉
≤ ℓ ≤ k .

Случайно и равновероятно из множества всех

(k × n)-матриц над полем Fq выберем матрицу G

и зафиксируем ее. Пусть линейная оболочка ее строк

порождает код C.
Занумеруем произвольным образом все (ℓ × k)-

матрицы над Fq ранга ℓ. Пусть их число равно

L =

[
k
ℓ

]

q

|GLℓ(q)| .

Выберем из множества [[L]] = {1, 2, . . . , L} номеров

случайно и равновероятно номер λ ∈ [[L]], который

соответствует матрице Aλ ∈ Fℓ×k
q , обозначим че-

рез Cλ подкод кода C, который совпадает с линейной

оболочкой строк матрицы AλG.
Тогда существует n0 = n0(R, ε, q) такое, что

для всех n ≥ n0 при случайном выборе G ∈ Fk×n
q

с вероятностью не менее

1− βq · q−(R−4/ℓ)n/2+logq(k(n+1)),

где βq = q
5/2(q +

√
q)Bq, выполняется неравенство

Prλ←$ [[L]]
[
C◦2λ = C◦2

]
> 1− γq · q−ℓ+logq(n

2kℓ),

где γq = 6q(q − 1)2C2q .

11 Заключение

Развитый в работе подход опирается на сведение
задачи о размерности квадрата Шура–Адамара под-
кода к задаче о тотально изотропных подпростран-
ствах семейства симметричных билинейных форм,

ассоциированных с порождающей матрицей кода.
Этот переход позволил применить классические
результаты о числе изотропных подпространств не-
вырожденных форм и сочетать их с недавно по-
лученной формулой для числа линейных кодов
с заданной размерностью оболочки, что и привело
к нетривиальной оценке искомой вероятности. Тем
самым удалось формально подтвердить эвристиче-
ское предположение, ранее неоднократно исполь-
зовавшееся при криптоанализе теоретико-кодовых
криптосистем, построенных на подкодах ОРС-ко-
дов и алгеброгеометрических кодов.

Установленные по ходу доказательства оценки
числа тотально изотропных подпространств задан-
ной размерности произвольной симметричной би-
линейной формы над полем характеристики 2пред-
ставляют самостоятельный интерес и могут найти
применение в других задачах теории кодирования
и комбинаторики конечных геометрий.

Среди естественных направлений дальнейших
исследований выделим перенос результатов на поля
нечетной характеристики, уточнение оценок в слу-
чае малой размерности подкода, а также их кон-
кретизацию полученных оценок для специальных
классов кодов, представляющих криптографиче-
ский интерес, — в первую очередь для подкодов
ОРС-кодов и алгеброгеометрических кодов.
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THE SCHUR–HADAMARD SQUARE OF A RANDOM SUBCODE

OF A RANDOM LINEAR CODE OVER A FIELD

OF CHARACTERISTIC 2 EQUALS THE SQUARE

OF THE ORIGINAL CODE WITH HIGH PROBABILITY

I. V. Chizhov1,2

1M. V. Lomonosov Moscow State University, 1-52 Leninskie Gory, GSP-1, Moscow 119991, Russian Federation
2Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov
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Abstract: The Schur–Hadamard square of a random subcode of a random linear code over a finite field of
characteristic 2 is studied. Namely, for a uniformly random generator (k×n)-matrix G of a code C and a uniformly
random [n, ℓ]q-subcode Cλ ⊆ C, the probability that the equality C◦2

λ = C◦2 holds is estimated. It is proved
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that for k = ⌈Rn⌉ with R ∈ (0, 1] and a subcode dimension ℓ of order
√
n, the above probability differs from

one by a quantity that is exponentially small in n, and this holds simultaneously for an overwhelming fraction
of matrices G. This result provides a rigorous justification of an experimentally observed property that underlies
several attacks on McEliece-type code-based cryptosystems built upon subcodes of generalized Reed–Solomon
codes and algebraic-geometric codes. As a technical tool, exact formulas and tight upper bounds are derived for the
number of totally isotropic subspaces of a given dimension of an arbitrary symmetric bilinear form of prescribed
rank over a field of characteristic 2; these bounds may be of independent interest.

Keywords: Schur square; random subcode of a linear code; totally isotropic subspace of a symmetric bilinear form;
code-based cryptography
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АЛГОРИТМ РЕДУКЦИЙ НАИМЕНЬШЕЙ ОБУЧАЮЩЕЙ

ВЫБОРКИ ДЛЯ ФАКТОР-РЕШЕТОК∗

Д. В. Виноградов1

Аннотация: Представлен полиномиальный (относительно размера исходной обучающей выборки) алго-
ритм построения наименьшей обучающей выборки для фактор-решетки из решетки кандидатов наимень-
шей обучающей выборки путем последовательности редукций исходной выборки. Приводится описание
структуры наименьшей обучающей выборки с доказательством ее минимальности. Описываемый алго-
ритм может быть полезен для последовательного сокращения пространства признаков, описывающих
обучающие примеры, так, чтобы максимально сохранить соотношения между элементами решетки. Тогда
в случае необходимости можно будет вернуться к исходному представлению и исследовать локальную
окрестность заинтересовавшего элемента. Конструкция основана на хорошо известной характеристике
конгруэнтностей решеток, простое доказательство этого факта также приводится в статье. Для представ-
ленного алгоритма доказаны теоремы корректности и полноты. Приведенные примеры демонстрируют
тонкости применения и работы представленного в работе алгоритма.

Ключевые слова: решетка; неразложимые элементы; обучающая выборка; кандидат; конгруэнция;
фактор-решетка
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1 Введение
Цель настоящей работы — обоснование алго-

ритма порождения наименьшей обучающей вы-
борки для фактор-решетки кандидатов через по-
следовательную серию редукций над наименьшей
обучающей выборкой, для которой факторизуемая
решетка служит решеткой кандидатов.

Теорема представления конечной решетки как
кандидатов некоторой обучающей выборки пред-
ставляет собой фундаментальную теорему анализа
формальных понятий (АФП) [1]. Теперь эта теория
излагается даже в англоязычных университетских
учебниках [2], но на русском языке не существу-
ет ее систематического изложения. Обучающие
выборки, соответствующие конечной решетке, не
определяются однозначно, но среди них имеется
единственная (с точностью до перестановок объ-
ектов и признаков) наименьшая выборка по числу
объектов и признаков.

Классический ДСМ-метод (метод Джона Стю-
арта Милля) [3, 4] автоматического порождения
гипотез основан на порождении (почти) всех кан-
дидатов, число которых может оказаться экспо-
ненциально большим. Побудительным мотивом
к развитию описываемого алгоритма стали резуль-
таты ДСМ-экспериментов над массивом CIFAR-10,
которые показали, что решетка кандидатов стано-
вится настолько большой, что ей требуется больше

100 ГБ памяти для вычислений. В статье [5] доказа-
ны некоторые результаты, которые могут служить
объяснением этого феномена.

Для максимального удобства читателя в разд. 2
представлены нужные определения и факты АФП,
однако будем использовать устоявшуюся отече-
ственную терминологию. В разд. 3 доказывает-
ся классическая теорема характеризации конгруэн-
ции, но приводится доказательство, упрощенное по
сравнению с приведенным в [2]. Раздел 4 содержит
описание предложенного алгоритма и доказатель-
ства его корректности и полноты.

2 Элементы анализа формальных
понятий

Напомним основные определения и факты ана-
лиза формальных понятий [1,6], хотя будем исполь-
зовать отечественную терминологию [7].

Определение 1. Обучающей выборкой будем назы-
вать бинарное отношение I ⊆ O × F между эле-
ментами множества O, которые называем именами
объектов (или даже объектами), и элементами мно-
жества F , которые называем признаками.

Определение 2. Для подмножества A ⊆ O объек-
тов его сходством называется подмножество A< =
= {f ∈ F : ∀o ∈ A [oIf ]}. Для пустого множества

∗Автор выражает благодарность коллегам из ФИЦ ИУ РАН за полезные обсуждения. Автор признателен Л. А. Якимовой
и А. С. Миснику за обсуждение предложенного алгоритма, в том числе в контексте его применения в обучении с подкреплением
при порождении стратегий в играх с полной информацией.

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, krrguest@yandex.ru
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объектов имеем ∅< = F . Для подмножества B ⊆
⊆ F признаков его родителями называется подмно-
жество B> = {o ∈ O : ∀f ∈ B [oIf ]}. Для пустого
множества признаков верно ∅> = O. Так задаются
операции < : PO → PF и > : PF → PO, называ-
емые полярами, гдеPX — множество-степень дляX .

С вычислительной точки зрения нахождениеA<

сводится к побитовому умножению строк, соответ-
ствующих отобранным в подмножествоAобъектам.
Аналогично вычислениеB> сводится к побитовому
умножению столбцов, соответствующих отобран-
ным в подмножество B признакам. Операция по-
битового умножения является базовой операцией
современных вычислительных устройств (как цент-
ральных, так и графических процессоров), которая
к тому же допускает эффективное векторное распа-
раллеливание.

Определение 3. Пару 〈A,B〉 назовем кандидатом, ес-
ли B> = A и A< = B. Подмножество объектов
(строк) A ⊆ O называется родителями, а подмно-
жество B ⊆ F признаков (столбцов) называется
фрагментом.

Определение 4. Порядок на кандидатах задается пра-
вилом 〈A,B〉 6 〈C,D〉, если и только если B ⊆ D
(или, что эквивалентно, A ⊇ C).

Легкая часть фундаментальной теоремы АФП
доказывается проверкой аксиом.

Лемма 1. Для обучающей выборки I ⊆ O × F кан-

дидаты образуют решетку L(O,F, I) относительно

операций

〈A,B〉 ∧ 〈C,D〉 = 〈(B ∩D)>, B ∩D〉 =
= 〈(A ∪ C)<>, B ∩D〉;

〈A,B〉 ∨ 〈C,D〉 = 〈A ∩C, (A ∩ C)<〉 =
= 〈A ∩ C, (B ∪D)><〉. (1)

Трудная часть фундаментальной теоремы утвер-
ждает, что для любой конечной решетки 〈L,∧,∨〉
можно найти такую обучающую выборку I ⊆
⊆ O × F , для которой решетка кандидатов будет
изоморфна исходной решетке. Чтобы получить
наименьшую по мощности обучающую выборку,
дадим

Определение 5. Элемент x ∈ L решетки назовем
∧-неразложимым, если x 6= ⊤ и для любых y, z ∈ L
из x < y и x < z следует, что x < y ∧ z. Элемент
x ∈ L называется ∨-неразложимым, если x 6= ⊥
и для любых y, z ∈ L из y < x и z < x следует, что
y ∨ z < x.

Лемма 2. Подмножество F ⊆ L всех ∨-неразложи-

мых элементов конечной решетки таково, что для

любого элемента v ∈ L найдется такое подмноже-

ство V ⊆ F , что v =
∨
V .

Подмножество O ⊆ L всех ∧-неразложимых эле-

ментов конечной решетки таково, что для любо-

го элемента w ∈ L найдется такое подмножество

W ⊆ O, что w =
∧
W .

Докажем, например, второе утверждение. Ис-
пользуем нётеровость порядка конечной решет-
ки. Если w ∈ L ∧-неразложим, то полагаем
W = {w} ⊆ O. Для w = ⊥ берем W = ∅. Ина-
че w = u ∧ v для некоторых w < u и w < v. По
предположению индукции u =

∧
U и v =

∧
V для

соответствующих U ⊆ O и V ⊆ O. Тогда результат
будет верен для W = U ∪ V .

Теорема 1. Пусть для конечной решетки L =
= 〈L,∧,∨〉 O будет подмножеством всех ∧-неразло-

жимых элементов, а F — подмножеством всех ∨-не-

разложимых элементов. Если определить обучающую

выборку oIf ⇔ o > f как сужение отношения поряд-

ка L (x > y ⇔ x ∧ y = y ⇔ x ∨ y = x) на O × F , то

решетка кандидатов этой выборки будет изоморфна

исходной решетке L.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы опирается на две
вспомогательные леммы

Лемма 3. Для обучающей выборки >⊆ O × F ,

где O ⊆ L и F ⊆ L для конечной решетки L =
= 〈L,∧,∨〉, верно A< = {f ∈ F : f 6

∧
A} и B> =

= {o ∈ O : o >
∨
B}.

Докажем первое равенство. Если f 6
∧
A, то

для любого o ∈ A верно f 6
∧
A 6 o; следо-

вательно, f ∈ A<. Обратное включение A< ⊆
⊆ {f ∈ F : f 6

∧
A} доказывается аналогично.

Лемма 4. Для конечной решетки L = 〈L,∧,∨〉и обуча-

ющей выборки>⊆ O × F , гдеO— подмножество всех

∧-неразложимых элементов, а F — подмножество

всех ∨-неразложимых элементов, каждый кандидат

〈A,B〉 имеет вид:

〈{o ∈ O : x 6 o}, {f ∈ F : f 6 x}〉 (2)

для

x =
∧
A =

∨
B ∈ L. (3)

Достаточно доказать, что
∧
A =

∨
B. Так

как B = A<, то по лемме 3
∨
B =

∨
A< =

=
∨{f ∈ F : f 6

∧
A} 6

∧
A. Для x =

∧
A ∈ L по

лемме 2 найдется такое подмножество X ⊆ F , что
x =

∨
X . Но каждый f ∈ X удовлетворяет условию

f ∈ {f ∈ F : f 6
∧
A} = A< = B по определению 3

и лемме 3. ПоэтомуX ⊆ B и
∧
A = x =

∨
X 6

∨
B.

Требуемый теоремой 1 изоморфизм L →
→ L(O,F, I) задается формулами (2) и (3). Про-
верка свойств гомоморфизма оставляется читателю
как легкое упражнение.

Докажем теперь минимальность обучающей вы-
борки из теоремы 1 по числу элементов O × F .
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Теорема 2. Пусть имеется изоморфизм φ :
〈L,∧,∨〉 → L(O,F, I) для некоторой обучающей вы-

борки I ⊆ O × F . Для любого ∧-неразложимого эле-

мента x ∈ L найдется такой o ∈ O, что φ(x) =
= 〈{o}<>, {o}<〉. Для любого ∨-неразложимого эле-

мента x ∈ L найдется такой f ∈ F , что φ(x) =
= 〈{f}>, {f}><〉.

Докажем последнее утверждение. Для ∨-нераз-
ложимого элемента x ∈ L имеем φ(x) = 〈A,B〉 для
некоторыхA ⊆ O иB ⊆ F . Так как x 6= ⊥, тоB 6= ∅.

Пусть B = {fi1 , . . . , fim
}, тогда докажем равен-

ство 〈A,B〉 = ∨m
j=1〈{fij

}>, {fij
}><〉. По легко про-

веряемым свойствам Галуа для поляр

∀C ⊆ O
[
C ⊆ C<>

]
, ∀D ⊆ F

[
D ⊆ D><

]
;

∀C1, C2 ⊆ O
[
C1 ⊆ C2 ⇒ C<

1 ⊇ C<
2

]
,

∀D1, D2 ⊆ F
[
D1 ⊆ D2 ⇒ D>

1 ⊇ D>
2

]
;

∀C ⊆ O
[
C< = C<><

]
, ∀D ⊆ F

[
D> = D><>

]

получим

A = B> =




m⋃

j=1

{fij
}




>

⊇




m⋃

j=1

{fij
}><




>

=

=
m⋂

j=1

{
fij

}><>
=

m⋂

j=1

{
fij

}>
.

С другой стороны, для всякого j из-за fij
∈ B

получаем A = B> ⊆ {fij
}>; следовательно, A ⊆

⊆ ⋂m
j=1{fij

}>. По формуле (1) получим требуемое
равенство 〈A,B〉 = ∨m

j=1〈{fij
}>, {fij

}><〉.
Но ∨-неразложимость сохраняется при изо-

морфизме, поэтому кандидат 〈A,B〉 нераз-
ложим в L(O,F, I); следовательно, φ(x) =
= 〈{fij

}>, {fij
}><〉для некоторогоfij

∈ B. Теорема
доказана.

Теорема 2 утверждает, что столбец, соответству-
ющий ∨-неразложимому элементу x ∈ L, нельзя
выбросить, а также нельзя выбросить строку, соот-
ветствующую ∧-неразложимому элементу x ∈ L.

3 Конгруэнции
и фактор-решетки

Определение 6. Отношение эквивалентности ≈
между элементами решетки L = 〈L,∧,∨〉 назы-
вается конгруэнцией, если a ≈ b и c ≈ d влекут
a ∧ c ≈ b ∧ d и a ∨ c ≈ b ∨ d. Классы эквивалентных
элементов называются блоками. Блок, содержащий
элемент a ∈ L, обозначается через [a]≈.

Легко проверить, что отношение h(a) =
= h(b) является конгруэнцией на решетке L1 =
= 〈L1,∧1,∨1〉 для любого гомоморфизма реше-
ток h : L1 → L2 = 〈L2,∧2,∨2〉, т. е. отображения
h : L1 → L2, которое сохраняет операцииh(a∧1b) =
= h(a)∧2h(b)иh(a∨1b) = h(a)∨2h(b). Эта конгруэн-
ция называется ядромKer (h) этого гомоморфизма.

Определение 7. Фактор-решеткой L/≈ решетки
L = 〈L,∧,∨〉 относительно конгруэнции ≈ на-
зывается решетка на множестве блоков L/≈ =
= {[a]≈ : a ∈ L} с операциями [a]≈ ∧ [b]≈ = [a ∧ b]≈
и [a]≈ ∨ [b]≈ = [a ∨ b]≈.

Очевидно, что для конгруэнции ≈ отображе-
ние q(a) = [a]≈ определяет сюръективный гомо-
морфизм q решетки L на фактор-решетку L/≈, для
которого Ker (k) =≈.

Классическая теорема о гомоморфизме утвер-
ждает, что любой гомоморфизм h : L1 → L2 =
〈L2,∧2,∨2〉 может быть представлен как компози-
ция h = i · q, где q : L1 → L1/≈ — сюръективный
гомоморфизм на фактор-решетку по конгруэнции
≈= Ker (h), а i : L1/≈ → L2 — инъективный гомо-
морфизм i ([a]≈) = h(a).

Перечислим основные свойства конгруэнций.

Лемма 5. Пусть ≈ — конгруэнция на решетке L =
= 〈L,∧,∨〉. Тогда

(1) если a ≈ c и a 6 b 6 c, то a ≈ b и b ≈ c;

(2) если a ≈ b, то (a ∧ b) ≈ (a ∨ b);
(3) если a ≈ (a ∨ b), то b ≈ (a ∧ b);
(4) если b ≈ (a ∧ b), то a ≈ (a ∨ b).

Докажем только последнее утверждение: b ≈
≈ (a ∧ b) влечет (b ∨ a) ≈ ((a ∧ b) ∨ a) = a, где
последнее равенство — тождество поглощения для
решетки.

Теорема 3. Отношение эквивалентности ≈ является

конгруэнцией на решетке L = 〈L,∧,∨〉, если и только

если оно имеет все свойства из леммы 5.

Достаточно доказать, что при условии e ≈ dиме-
ем (e∨c) ≈ (d∨c)и (e∧c) ≈ (d∧c). Проверим первую
импликацию: пусть e ≈ d, тогда (e ∨ c) ≈ (d ∨ c).
Тогда (e ∨ d) ≈ (e ∧ d) по свойству 2. Неравенства
(e∧d) 6 ((e∧d)∨c)∧(e∨d) 6 (e∨d)и (e∨d) ≈ (e∧d)
по свойству 1 влекут ((e ∧ d) ∨ c) ∧ (e ∨ d) ≈ (e ∨ d).
Из неравенств (e ∧ d) 6 ((e ∨ d) ∧ ((e ∧ d) ∨ c)) 6
6 ((e ∧ d) ∨ c) следует (((e ∨ d) ∧ ((e ∧ d) ∨ c))) ∨ c =
= ((e ∧ d) ∨ c). Обозначая b = ((e ∧ d) ∨ c) и a =
= (e∨d), имеем (a∧b) ≈ a, что по свойству 4 влечет
b = ((e ∧ d) ∨ c) ≈ (a ∨ b) = (e ∨ d) ∨ ((e ∧ d) ∨ c) =
= ((e∨d)∨ c). Но ((e∧d)∨ c) 6 (e∨ c) 6 ((e∨d)∨ c)
по свойству 1 влечет (e ∨ c) ≈ ((e ∨ d) ∨ c) = (e ∨ d).
Аналогично доказывается, что (d∨c) ≈ ((e∨d)∨c) =
= (e ∨ d). По транзитивности и симметричности
отношения эквивалентности имеем (e∨c) ≈ (d∨c).
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Доказательство второй импликации следует из
принципа дуальности с использованием свойства 3
вместо свойства 4.

4 Алгоритм редукций обучающей
выборки

Вопрос о представлении объектов бинарны-
ми признаками решается совместно с экспертами
в предметной области, возможно, с привлечени-
ем онтологий и больших лингвистических моделей.
Предполагается, что обучающая выборка задана.
Некоторые объекты, описываемые в выбранных
признаках, окажутся одинаково представленными,
а так как ДСМ-метод не опирается на частоту встре-
чаемости, то устранение таких дубликатов умень-
шает вычислительную сложность. Данное заме-
чание позволяет редуцировать некоторые строки.
Также выбранные признаки иногда можно удалить
без потери предсказательной и объяснительной си-
лы, что позволяет редуцировать столбцы в выборке
с последующей редукцией строк.

Вопрос о выборе редуцируемого признака мож-
но решать, например, с использованием макси-
мального уменьшения энтропии целевого свойства
(в ДСМ-методе имеются не только положитель-
ные (обучающие) примеры, но и отрицательные
примеры, называемые «контрпримерами»). Такая
редукция уменьшает размер решетки и, соответ-
ственно, снижает вычислительную сложность (см.
Алгоритм 1).

Перед применением предлагаемого алгоритма
требуется топологически (совместимо с включе-
нием соответствующих подмножеств) отсортиро-
вать строки наименьшей выборки по возрастанию,
а столбцы по убыванию. Таких топологических
порядков может быть несколько, подходит любой.
Алгоритмы топологической сортировки описаны
в классических учебниках по алгоритмам, напри-
мер в [8].

При редукциях строк и столбцов хочется, тем
не менее, получать согласованные решетки кан-
дидатов, чтобы в интересных случаях можно было
вернуться к расширенному набору признаков с со-
хранением отношений между кандидатами. Наи-
более строго это будет происходить при переходе
к фактор-решеткам исходного множества кандида-
тов.

Для наглядности будем демонстрировать опера-
ции редукции на следующем примере, где полез-
но расширить наименьшую обучающую выборку
строкой, соответствующей наибольшему элемен-
ту ⊤, и столбцом, соответствующим наименьшему
элементу ⊥.

Пример 1. Рассмотрим решетку

⊤
a b

c

⊥
Соответствующая расширенная наименьшая
обучающая выборка имеет вид:

> a b c ⊥
c 0 0 1 1
b 0 1 0 1
a 1 0 1 1
⊤ 1 1 1

Если в примере 1 начать с редуцирования стро-
ки c, то получим в качестве умножения строку a
и должны отметить к редуцированию первый стол-
бец, в результате удаления которого получится

> b c ⊥
b 1 0 1
a 0 1 1
⊤ 1 1

Это соответствует конгруэнции a ≈ c. Легко видеть,
что удаление строки приводит к склейке удаляемого
∧-неразложимого элемента c на накрывающий его
элемент a решетки. Этот же самый результат полу-
чится, если сначала редуцировать первый столбец,
что соответствует склейке удаляемого ∨-неразло-
жимого элемента a с накрываемым им элементом c
решетки.

Если в примере 1 начать с удаления строки b, то
получим в качестве умножения строку ⊤ и долж-
ны отметить к удалению первый и третий столбцы,
в результате удаления которых получится

> b ⊥
c 0 1
a 0 1
⊤ 1

После удаления дубликатов получим обучающую
выборку для конгруэнции b ≈ ⊤, a ≈ c ≈ ⊥.

Если в примере 1 начать с удаления строки a, то
получим в качестве умножения строку ⊤ и долж-
ны отметить к удалению второй столбец. При его
удалении возникнет потребность удалить строку c,
и после устранения дубликатов получится обуча-
ющая выборка

> a ≈ c ⊥
b 0 1
⊤ 1

для конгруэнции a ≈ ⊤ ≈ c, b ≈ ⊥.
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Алгоритм 1: Редукция обучающей выборки

Data: Топологически отсортированная наименьшая обучающая выборка I ⊆ O × F , списки
редуцируемых строк R ⊂ O, C = ∅ или редуцируемых столбцов R = ∅, C ⊂ F .

Result: Топологически отсортированная наименьшая выборка для фактор- решетки I− ⊆ O− × F−,
где O− ⊆ (O \R) и F− ⊆ (F \ C).

1 I− := I; O− := O; F− := F ;
2 while ((C 6= ∅) ∨ (R 6= ∅)) do

3 if (C = ∅) then // редуцируем строки
4 for (r = oj ∈ R) do

5 X := {f : f ∈ F−}; // X := ⊤<

6 for (k = |O−|; k > j; k = k − 1) do // вычисляем накрывающий элемент
7 if ({r}< ⊂ {ok}<) then

8 X := X ∩ {ok}<;
9 end

10 end

11 for (k = 1; k 6 |F−| − 1; k = k + 1) do // удаляем столбцы-дубликаты
12 for (l = k + 1; l 6 |F |; l = l + 1) do

13 if (({fk}> ∩ {fl}>) ⊆ {r}) then

14 F− := F− \ {fl};
15 end

16 end

17 end

18 C := C ∪ {fi ∈ F− : fi ∈ X,¬(rI−fi)}; // добавляем редуцируемые столбцы
19 R := R \ {r}; O− := O− \ {r}; I− := I− ∩ (O− × F−); // удаляем строку
20 end

21 end

22 else // редуцируем столбцы
23 for (c = fj ∈ C) do

24 Y := {o : o ∈ O−}; // Y := ⊥>;
25 for (k = |F−|; k > j; k = k − 1) do // вычисляем накрываемый элемент
26 if ({c}> ⊂ {fk}>) then

27 Y := Y ∩ {fk}>;
28 end

29 end

30 for (k = |O−|; k > 2; k = k − 1) do // удаляем строки-дубликаты
31 for (l = k − 1; l 6 1; l = l − 1) do

32 if (({ok}< ∩ {ol}<) ⊆ {c}) then

33 O− := O− \ {ol};
34 end

35 end

36 end

37 R := R ∪ {oi ∈ O− : oi ∈ Y,¬(oiI
−c)}; // добавляем редуцируемые строки

38 C := C \ {c}; F− := F− \ {c}; I− := I− ∩ (O− × F−); // удаляем столбец
39 end

40 end

41 end

Для доказательства корректности алгоритма 1
нужно доказать следующую теорему.

Теорема 4. Пусть обучающая выборка I ⊆
⊆ O × F является наименьшей выборкой для ре-

шетки L = 〈L,∧,∨〉. Для множества редуциру-

емых строк R ⊂ O результат работы Алгоритма 1
на входных данных (I, R,C = ∅) — это наимень-

шая обучающая выборка для фактор-решетки L/≈,

где конгруэнция ≈ порождается отождествлени-

ем каждого 〈{r}<>, {r}<〉 для r ∈ R c элементом∧{u ∈ L : 〈{r}<>, {r}<〉 < u}. Для множества ре-
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дуцируемых столбцов C ⊂ F результат работы Ал-

горитма 1 на входных данных (I, R = ∅, C) — это

наименьшая обучающая выборка для фактор-решет-

ки L/≈, где конгруэнция ≈ порождается отожде-

ствлением каждого элемента 〈{c}>, {c}><〉для c ∈ C
c элементом

∨{d ∈ L : d < 〈{c}>, {c}><〉}.

Рассмотрим случай первого утверждения, когда
начинаем с C = ∅ и R 6= ∅. Будем применять ин-
дукцию по числу циклов while алгоритма 1. В ходе
вычислений while-цикла множество C будет уве-
личиваться, а R — уменьшаться. Во внутреннем
for-цикле перебираются все столбцы r = oj ∈ R
в некотором (неважно каком) порядке.

Из леммы 2 следует, что

x =
∧

{u ∈ L : 〈{r}<>, {r}<〉 < u}

можно представить в виде

x =
∧{

〈{o}<>, {o}<〉 : o ∈ O, 〈{r}<>, {r}<〉 <
< 〈{o}<>, {o}<〉

}
.

По определению 5 (из-за ∧-неразложимости r ∈
∈ R ⊂ O) индукцией по мощности числа объектов
из правой части последнего равенства выводится,
что 〈{r}<>, {r}<〉 < x. Условие 〈{r}<>, {r}<〉 < x
равносильно

{r}< ⊂ X :=
⋂

{{o}< : o ∈ O, {r}< ⊂ {o}<}

согласно определению 4 и лемме 1. Здесь x =
= 〈X>, X〉, тогда {r}<> = X> ∪ {r}.

В представлении w =
∧{〈{o}<>, {o}<〉 : o ∈W}

любого элемента w 6 r по лемме 2 верно включе-
ниеW = {o ∈ O : w 6 〈{o}<>, {o}<〉} ⊇ (X>∪{r}),
поэтому w =

∧{〈{o}<>, {o}<〉 : o ∈W} ∧ x. Следо-
вательно, удаление строки r ∈ R отождествляет w
с w+ =

∧{〈{o}<>, {o}<〉 : o ∈W \ {r}} ∧ x. В част-
ности, 〈{r}<>, {r}<〉 отождествляется с ⊤ ∧ x = x.

Чтобы полученное отношение эквивалентности
оказалось конгруэнтностью, по теореме 3 необхо-
димо обеспечить свойства из леммы 5. Рассмотрим

D := X \ ({r}<) = {f ∈ F : f ∈ X,¬(rIf)}.

Тогда для

y = 〈D>, D><〉 =
∨

{〈{f}>, {f}><〉 : f ∈ C} ∈ L

выполняется

y ∨ 〈{r}<>, {r}<〉 = x ,

так как

D> ∩ (X> ∪ {r}) = D> ∩X> = (D ∪X)> = X>.

По свойству 3 конгруэнций, если 〈{r}<>, {r}<〉 ≈
≈ x, то должно быть

〈D>, D><〉 = y ≈ y ∧ 〈{r}<>, {r}<〉 =
= 〈(D ∪ {r})<>, D>< ∩ {r}<〉.

Любой f ∈ D — это такой f /∈ {r}<, что f ∈ X .
Но D ⊆ D>< влечет f ∈ D><; следовательно, все
столбцы из D должны быть редуцированы. Поэто-
му расширяем C := C ∪D, сокращаем R := R \ {r}
и редуцируем столбец r в обучающей выборке. За-
тем удаляются строки-дубликаты, чтобы обеспе-
чить минимальность редуцированной обучающей
выборки. После завершения for-цикла будет C 6= ∅
иR = ∅, а значит, можно перейти к следующей ите-
рации while-цикла. Там рассуждения аналогичны
с заменой столбцов строками, и наоборот.

Так как число строк и столбцов конечно, то
процедура останавливается, а совместная индук-
ция по числу while-циклов алгоритма 1 доказыва-
ет свойства 3 и 4 из леммы 5. Свойства 1 и 2,
очевидно, выполнены, так как алгоритм отождест-
вляет удаляемую строку с непосредственно накры-
вающим его кандидатом, а удаляемый столбец —
с непосредственно накрываемым кандидатом. Тем
самым доказано первое утверждение теоремы. Вто-
рое утверждение доказывается аналогично.

Немодулярная решетка ниже показывает необ-
ходимость ограничиться только признаками, раз-
личающими удаляемую строку с накрывающим ее
элементом.

Пример 2. Рассмотрим решетку

⊤
a b c

d

⊥

Наименьшая обучающая выборка имеет вид (ис-
пользуем штрихи для признаков):

> a′ b′ c′ d′

⊥ 0 0 0 0
c 0 0 1 1
b 0 1 0 1
a 1 0 0 1

В примере 2 конгруэнция с a ≈ ⊥, соответству-
ющая удалению строки a, по свойству 3 должна
отождествлять d ≈ b и d ≈ c, по свойству 1 d ≈ ⊤ =
= (b∨c)и по свойству 2 d ≈ c. Алгоритм 1 при удале-
нии строки r = a вычислит X = {a′, b′, c′, d′}. Тогда
C = X \ ({r}<) = {b′, c′}, но C>< = {a′, b′, c′, d′}.
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Удаление столбцов вынудит удалить также стро-
ки R = {c, b}, оставив строку ⊥, тогда как удале-
ниеC>< полностью сократит все строки и столбцы,
что даст неверный результат.

Перед доказательством теоремы полноты рас-
смотрим пример, который показывает, что иногда
нужно предварительно найти редуцируемые строки
(или столбцы).

Пример 3.Рассмотрим решетку

⊤
a b

c d e

f g

⊥

Наименьшая обучающая выборка имеет вид (ис-
пользуем штрихи для признаков):

> c′ e′ f ′ g′

e 0 1 0 1
c 1 0 1 0
b 0 1 1 1
a 1 0 1 1

В примере 3 для построения выборки для фак-
тор-решетки по конгруэнции с a ≈ d нельзя при-
менить редукцию (нет ни строки d, ни столбца a′).
Но строки a и d = a∧ b отличаются в первом столб-
це, поэтому нужно запустить редукцию с удалением
первого столбца. Альтернативно столбцыd′ = f ′∨g′
и a′ = c′ ∨ d′ = c′ ∨ (f ′ ∨ g′) отличаются в третьей
строке b, поэтому можно запустить редукцию с уда-
ления третьей строки.

Для примера 3 конгруэнция, порождаемая c ≈
≈ d, также отождествляет f = (c ∧ d) ≈ (c ∨ d) = a,
поэтому в серии применений алгоритма 1 сначала
отождествляем a ≈ c, а потом c ≈ f .

Теорема 5. Пусть обучающая выборка I ⊆ O × F
является наименьшей выборкой для решетки L =
= 〈L,∧,∨〉. Для произвольной конгруэнции ≈ найдет-

ся серия множеств редуцируемых столбцов C1 ⊂ F ,

. . . , Ck ⊂ F \ (C1 ∪ . . . ∪ Ck−1), такая что резуль-

татом алгоритма 1 на C1, . . . , Ck будет наименьшая

обучающая выборка для фактор-решетки L/≈. Ана-

логично для произвольной конгруэнции ≈ найдется

такая серия множеств редуцируемых строк R1 ⊂
⊂ O,. . . , Rk ⊂ O \ (R1 ∪ . . . ∪Rk−1), что резуль-

татом алгоритма 1 на R1 . . . , Rk будет наименьшая

обучающая выборка для фактор-решетки L/≈.

Будем доказывать первое утверждение. Так как
пересечение конгруэнций фиксированной решет-
ки тоже является конгруэнцией этой решетки, то

конгруэнции сами образуют собой (даже дистри-
бутивную) решетку. При этом ∧-неприводимые
конгруэнции порождаются эквивалентностью од-
ной пары элементов исходной решетки.

Найдем одну такую пару и породим с ее по-
мощью множествоC1 ⊂ F редуцируемых столбцов.
Для этого рассмотрим произвольную пару канди-
датов e ≈ d c e 6= d исходной конгруэнции. По
свойству 2 из леммы 5 верно (e∧d) ≈ (e∨d). Так как
e 6= d влечет (e∧d) < (e∨d), то можно предполагать,
что e ≈ d c e < d. Рассмотрим цепочку накрытий
(∀i¬∃b[ai < b < ai+1]) e = a0 < a1 < · · · < al =
= d. По свойству 1 конгруэнций выполняется
∀i[ai ≈ ai+1]. Поэтому можно ограничиться слу-
чаем e ≈ d и ¬∃b[e < b < d].

Из леммы 2 дляE = {o ∈ O : e 6 〈{o}<>, {o}<〉}
и D = {o ∈ O : d 6 〈{o}<>, {o}<〉} получим пред-
ставления e =

∧{〈{o}<>, {o}<〉 : o ∈ E} и d =
=
∧{〈{o}<>, {o}<〉 : o ∈ D}. Согласно определе-

нию 4 и лемме 1 условие e < d равносильно⋂{{o}< : o ∈ E} ⊂ ⋂{{o}< : o ∈ D}.
Рассмотрим

C1 :=
⋂

{{o}< : o ∈ D} \ (
⋂

{{o}< : o ∈ E}) 6= ∅ .

Тогда для

y = 〈C>
1 , C1〉 =

∨
{〈{f}>, {f}><〉 : f ∈ C1} ∈ L

выполняется y ∨ e = d. По свойству 3 конгруэн-
ций если e ≈ y ∨ e = d, то должно быть y ≈ e ∧ y.
Рассуждение, аналогичное проведенному в доказа-
тельстве теоремы 4, доказывает, что столбцы из C1
должны быть редуцированы.

После редукции множества C1 ⊂ F повтор-
ное применение вышеописанной техники породит
такую последовательность C2 ⊂ F \ C1, . . . , Ck ⊂
⊂ F \ (C1 ∪ · · · ∪ Ck−1), что после окончания ре-
дукций никакие пары кандидатов не будут эквива-
лентны.

Доказательство второго утверждения теоремы
проводится дуально с помощью свойства 4 из лем-
мы 5.

Полиномиальность предложенного алгоритма
очевидна. Однако пример линейного порядка пока-
зывает, что число фактор-решеток может оказаться
экспоненциально большим.

5 Заключение
Наблюдается растущий интерес [9–11] к ис-

следованию механизмов классификации на осно-
ве причинно-следственных связей. Этот подход
может обеспечить доверие к результатам классифи-
кации [12]. Классическими процедурами порожде-
ния причин исследуемого эффекта служит синтез
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познавательных процедур ДСМ-метода [3,4]. Одна-
ко эксперименты показывают, что довольно часто
при вычислении правдоподобных причин может
наблюдаться экспоненциальный взрыв их числа и,
как следствие, объема необходимой памяти.

В настоящей работе был представлен алго-
ритм построения обучающих выборок для фактор-
решеток с использованием наименьшей обуча-
ющей выборки. Этот подход может быть применен
перед алгоритмами ДСМ-метода для уменьшения
размера обучающей выборки и, следовательно, тре-
буемой памяти и времени вычислений.

В работе [13] обозреваются механизмы выбо-
ра признаков для задач классификации. Один из
таких механизмов основан на теории информа-
ции. Представляется интересным провести де-
тальные экспериментальные исследования при-
менения описанного алгоритма для уменьшения
времени вычислений с использованием энтропий-
ного подхода к определению последовательно ре-
дуцируемых столбцов (признаков).

Вероятностно-комбинаторный формальный
метод обучения [7, 14] значительно реже сталки-
вается с высокой вычислительной сложностью, тем
не менее, например при применении его к обуче-
нию с подкреплением для порождения стратегий
в игре «Крестики-нолики» [15], число порождае-
мых кандидатов кажется излишне большим.
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Abstract: The paper presents a polynomial-time algorithm (with respect to the size of the initial training sample)
for constructing the smallest training set for a factor-lattice of the lattice of candidates for the smallest training
sample through a sequence of reductions of this sample. The structure of the smallest training sample is described
alongside a proof of its minimality. The proposed algorithm can be useful for consistently reducing the space of
features describing training examples so as to preserve the relationships between the elements of the lattice as much
as possible. Then, if necessary, it will be possible to return to the original representation and explore the local
neighborhood of the element of interest. The construction is based on the well-known characterization of lattice
congruences, a simple proof of this fact is also given in the article. The correctness and completeness theorems for
the algorithm are proved. The examples are given to demonstrate the subtleties of the application and operation of
the algorithm presented in the work.
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ДЕКОДИРОВАНИЕ ВИЗУАЛЬНОЙ ИНФОРМАЦИИ

ИЗ НЕЙРОННЫХ СИГНАЛОВ: РЕКОНСТРУКЦИЯ ИЗОБРАЖЕНИЙ

НА ОСНОВЕ СОВМЕСТНОГО АНАЛИЗА ФУНКЦИОНАЛЬНОЙ

МАГНИТНО-РЕЗОНАНСНОЙ ТОМОГРАФИИ

И ЭЛЕКТРОЭНЦЕФАЛОГРАФИИ

Д. Д. Дорин1, Н. С. Киселев2, А. В. Грабовой3

Аннотация: Реконструкция визуальных стимулов по нейронным сигналам представляет собой фундамен-
тальную задачу нейродекодирования, находящуюся на стыке вычислительной нейронауки и машинного
обучения. Несмотря на успехи, достигнутые благодаря применению контрастивного обучения и диф-
фузионных генеративных моделей, большинство существующих подходов ограничены использованием
лишь одной модальности: либо функциональной магнитно-резонансной томографии (фМРТ) с высоким
пространственным разрешением, либо электроэнцефалографии (ЭЭГ) с высокой временной точностью.
Совместное использование этих модальностей остается малоизученным направлением. В данной работе
предложена мультимодальная архитектура, одновременно обрабатывающая сигналы фМРТ и ЭЭГ для
реконструкции визуальных стимулов. Эмбеддинги мозговой активности обучаются контрастивно для их
сближения с CLIP (Contrastive Language-Image Pretraining) представлениям изображений. Предложенная
двухстадийная схема генерации включает синтез промежуточного латентного представления с помощью
априорной модели, обученной на совместных фМРТ–ЭЭГ-векторах, и последующее декодирование этого
представления предобученной диффузионной моделью, обусловленной CLIP-эмбеддингами. Экспери-
менты на открытом мультимодальном датасете подтверждают эффективность разработанной архитектуры
в задаче нейродекодирования. По метрике CLIP-Score мультимодальная модель превосходит одномодаль-
ные аналоги, что подчеркивает значимость совместного анализа фМРТ и ЭЭГ для точной реконструкции
визуальных стимулов.

Ключевые слова: декодирование визуальных стимулов; фМРТ–ЭЭГ; контрастивное обучение; диффузи-
онные модели; реконструкция изображений
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1 Введение

Современные достижения в области анализа
нейробиологических данных и нейровизуализации
существенно расширили возможности разработ-
ки интерфейсов мозг–компьютер (ИМК) [1, 2].
Интерфейсы мозг–компбютер представляют собой
технологию прямого взаимодействия между нерв-
ной системой и внешними устройствами, минуя
периферические нервно-мышечные пути [3]. На
основе регистрации и декодирования нейробиоло-
гических сигналов — в частности, электроэнце-
фалограммы, магнитоэнцефалограммы и фМРТ —
подобные системы позволяют преобразовывать
ментальные намерения и когнитивные состояния
в управляющие команды для протезов, роботизи-
рованных устройств или компьютерных интерфей-
сов [4–6]. Это особенно актуально для пациентов

с тяжелыми двигательными или коммуникативны-
ми нарушениями, поскольку ИМК потенциально
восстанавливают их способность к автономному
взаимодействию с окружающей средой [7]. В дан-
ной работе в рамках ИМК исследуется задача деко-
дирования и реконструкции визуальных стимулов
на основе одновременных неинвазивных записей
мозговой активности фМРТ и ЭЭГ. Эти методы ре-
гистрируют нейробиологические сигналы, которые
отражают динамические процессы восприятия ви-
зуальных сцен. При этом восприятие определяется
не только характеристиками внешнего стимула, но
и внутренними когнитивными состояниями, эмо-
циональными реакциями, а также индивидуальным
опытом наблюдателя.

Методы ЭЭГ и фМРТ представляют собой
две ключевые нейробиологические модальности,
демонстрирующие взаимодополняющие спектры
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пространственно-временн‚ого разрешения. В осно-
ве ФМРТ лежит регистрация гемодинамического
ответа, связанного с нейронной активностью, по-
средством BOLD-сигнала (англ. blood-oxygen-level
dependent), который возникает с задержкой 4–
8 с [8, 9]. Такая задержка связана с медленным
откликом сосудистой системы на потребность моз-
га в глюкозе [10, 11]. Преимуществом фМРТ явля-
ется высокое пространственное разрешение, одна-
ко временн‚ое разрешение сильно ограничено, так
как частота сканирования мала [12]. Кроме того,
запись фМРТ чувствительна к артефактам, вызван-
ным движениями головы, пульсацией, дыханием
и тепловым шумом сканера [13, 14]. В свою оче-
редь, ЭЭГ обеспечивает высокое временн‚ое раз-
решение, позволяя отслеживать динамику нейрон-
ных процессов в реальном времени [15]. Однако
ее пространственное разрешение ограничено из-за
объемной проводимости тканей головы, а качество
сигнала дополнительно снижается из-за низкого
отношения сигнала к шуму [16] и выраженной ме-
жиндивидуальной вариабельности [17, 18]. Одно-
временная запись ЭЭГ и фМРТ позволяет объеди-
нить преимущества обеих модальностей, но требует
учета специфики магнитно-резонансной среды:
в условиях высокого магнитного поля возникают
мощные артефакты — градиентные и кардиобал-
листические [19, 20]. Для их компенсации необхо-
димы магнитно-резонансно-совместимые системы
записи, точная синхронизация временн‚ых меток
и специализированные методы постобработки [21].

В связи с развитием контрастивного обучения
появилась возможность эффективно сопоставлять
данные из разных модальностей. Так, в моде-
ли CLIP [22] с помощью контрастивной функции
потерь, построенной на косинусном расстоянии,
удалось обучить совместное латентное простран-
ство для эмбеддингов изображений и текстовых
описаний. Аналогичный подход был распростра-
нен и на другие пары модальностей — при усло-
вии подбора соответствующих энкодеров [23, 24].
В области ИМК это привело к появлению методов
реконструкции изображений по нейробиологиче-

ским сигналам, в первую очередь по фМРТ или
ЭЭГ в отдельности [25, 26]. Основная идея боль-
шинства современных моделей заключается в том,
чтобы контрастивно приблизить эмбеддинги моз-
говой активности к CLIP-эмбеддингам изображе-
ний. Поскольку CLIP обучался на сопоставлении
изображений и текста, его пространство эмбед-
дингов обладает богатой семантической структурой
и демонстрирует высокую эффективность в задачах
zero-shot (пер. с англ. «без примеров»), т. е. на новые
данные без дополнительного обучения [22]. Это
делает CLIP-эмбеддинги особенно подходящими
для обусловливания генеративных моделей, ис-
пользуемых в реконструкции изображений, предъ-
явленных испытуемому во время записи нейро-
сигналов [26]. Однако существующие подходы
опираются лишь на одну модальность. В то же вре-
мя фМРТ и ЭЭГ демонстрируют фундаментально
разные, но взаимодополняющие характеристики:
первая обеспечивает высокое пространственное
разрешение при низком временн‚ом, вторая — на-
оборот [12, 15]. Их комбинация позволяет ком-
пенсировать слабые стороны каждой из модально-
стей и потенциально повысить качество реконст-
рукции.

В данной работе решается задача реконструк-
ции изображений по одновременно зарегистри-
рованным сигналам фМРТ–ЭЭГ, как проиллю-
стрировано на рис. 1. До появления недавних
мультимодальных наборов данных с визуальными
стимулами, таких как [27], обработка ЭЭГ и фМРТ,
как правило, проводилась раздельно. Новые да-
тасеты открывают возможность интегрировать оба
типа сигналов в единую архитектуру. По анало-
гии с предшествующими исследованиями в данной
работе используется двухэтапный метод декодиро-
вания мозговой активности:

(1) контрастивное выравнивание сигналов фМРТ
и ЭЭГ с эмбеддингами изображений;

(2) обусловливание предобученной модели гене-
рации изображений на уточненный априор-
ной моделью эмбеддинг сигналов мозга.

Рис. 1 Иллюстрация задачи реконструкции изображений по одновременным сигналам фМРТ–ЭЭГ
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Основной же вклад настоящей работы заключается
в следующем.

1. Вводится мультимодальная модель, исполь-
зующая одновременно фМРТ–ЭЭГ-сигналы
для реконструкции изображений, просматри-
ваемых пациентом.

2. Предлагается архитектура мультимодальной
модели, в которой обучаются три модуля: два
энкодера, независимо обрабатывающих наблю-
даемые сигналы, и модуль объединения, пере-
водящий их в единое комбинированное пред-
ставление.

3. Проводится сравнительный анализ исключе-
нием модальностей, демонстрирующий необ-
ходимость учета обоих сигналов фМРТ и ЭЭГ
совместно.

2 Сопутствующие работы
Визуальный энкодер — один из ключевых ком-

понентов в рассматриваемой модели, поскольку от
его качества напрямую зависит, насколько полно
удастся извлечь семантическую информацию из
изображения, включая объекты, их позы и контекст
сцены. Для многих задач традиционно использу-
ются предобученные с учителем энкодеры, среди
которых наиболее распространены сверточные ар-
хитектуры VGG-19 [28] и ResNet [29], а также Vision
Transformer (ViT) [30]. Эти модели обеспечивают
устойчивые визуальные эмбеддинги, однако недав-
ние исследования в области контрастивного и са-
мообучения показывают, что такие подходы, как
CLIP [22] и DINO [31], построенные на базе ViT,
формируют более выразительные и обобщаемые
представления по сравнению с моделями, обучен-
ными с учителем. Это преимущество подтвержда-
ется на широком спектре задач переноса обучения,
включая декодирование и реконструкцию изобра-
жений по нейросигналам. В рамках предлагаемого
подхода в качестве визуального энкодера исполь-
зуется мультимодальная архитектура CLIP [22], что
обусловлено ее высокой эффективностью, устой-
чивостью к доменным сдвигам и богатой семанти-
ческой структурой латентного пространства.

Наличие высококачественных наборов данных
с одновременными записями фМРТ и ЭЭГ при
предъявлении визуальных стимулов — необходи-
мое условие для постановки и решения задачи
реконструкции изображений по мозговой актив-
ности. За последние годы появилось несколько
открытых датасетов, включающих совместную ре-
гистрацию этих модальностей. Однако боль-
шинство доступных наборов либо исключают ви-
зуальную стимуляцию, например регистрируют

активность в состоянии покоя или при аудиости-
муляции [32, 33], либо содержат разнесенные во
времени сессии фМРТ и ЭЭГ [34], либо ориен-
тированы на верификацию технической совмести-
мости методов регистрации, а не на исследова-
ние стимул-зависимой нейродинамики [35]. Из
доступных на момент написания работы датасе-
тов лишь два обеспечивают одновременную реги-
страцию при предъявлении визуальных стимулов:
датасет Telesford и др. [27] и датасет Wakeman & Hen-
son [36]. Первый содержит записи от 22 участни-
ков при просмотре как синтетических стимулов —
мерцающего шахматного поля и абстрактных сцен
в парадигме Inscapes, так и натуралистических —
коротких видеороликов. Второй включает данные
16 участников при выполнении задачи распознава-
ния статичных изображений лиц. В работе рас-
сматривается датасет [27] в качестве основного,
поскольку разнообразие стимулов — от контроли-
руемых синтетических до динамических естествен-
ных видео — обеспечивает более широкое покры-
тие визуальных паттернов и способствует обучению
обобщаемых моделей реконструкции. Именно
на его основе формируются обучающие тройки
(фМРТ, ЭЭГ, изображение).

Недавние достижения в области декодирования
визуальной информации по сигналам фМРТ про-
демонстрировали высокое качество реконструкции
за счет интеграции контрастивного обучения и ге-
неративных моделей [25]. Авторы [37] предла-
гают двухэтапную модель: на первом этапе дан-
ные фМРТ кодируются с помощью регрессии,
обучаемой индивидуально для каждого участни-
ка, после чего реконструируется грубое изобра-
жение с помощью модели VDVAE (very deep vari-
ational autoencoder); на втором — изображение
уточняется диффузионной моделью, обусловлен-
ной как CLIP-эмбеддингами исходного изображе-
ния, так и его текстовым описанием, что обес-
печивает высокую семантическую согласованность
реконструкции. В исследовании [38] предложен
метод реконструкции видео по временн‚ому ря-
ду фМРТ. Используется контрастивное обучение
и CLIP-эмбеддинги аналогично предыдущему ис-
следованию. Генерация видео осуществляется с по-
мощью модифицированной диффузионной моде-
ли с временн‚ым вниманием и обусловливанием
на эмбеддинги фМРТ. В работе [39] предлага-
ется диффузионная априорная модель для уточ-
нения fМРТ-эмбеддингов в CLIP-пространстве,
устраняющая разрыв между модальностями и по-
вышающая качество декодирования. На основе
ЭЭГ также достигнуто сопоставимое качество ре-
конструкции. Основная идея многих работ ана-
логична: двухэтапная реконструкция — сначала
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контрастивно обучаются эмбеддинги сигналов ЭЭГ
к CLIP-эмбеддингам изображений, затем исполь-
зуются предобученная генеративная модель для ре-
конструкции [26, 40, 41]. В качестве кодировщиков
применяют различные архитектуры: индивидуаль-
ные LSTM (long short-term memory) для каждого
пациента [41], сверточные сети [40], а также гиб-
ридные архитектуры, сочетающие свертки с меха-
низмом внимания [26]. Представленные подхо-
ды легли в основу проектирования предлагаемого
двухмодального энкодера.

Современные генеративные модели изображе-
ний сыграли ключевую роль в продвижении задач
визуального декодирования. Наиболее успешными
оказались латентно-диффузионные архитектуры,
которые работают в компактном скрытом про-
странстве и допускают гибкое обусловливание на
внешние эмбеддинги [42, 43]. Отдельную линию
исследований составляют модели, непосредствен-
но обусловленные на CLIP-эмбеддинги изображе-
ний и/или текста, что позволяет использовать об-
щее семантическое пространство для управления
генерацией [22, 44]. В таких подходах CLIP-про-
странство выступает универсальным интерфейсом
между модулями, кодирующими различные мо-
дальности, и генератором. В настоящей рабо-
те будем следовать этой парадигме: для рекон-

струкции изображений используем предобучен-
ную латентно-диффузионную модель SDXL (Sta-
ble Diffusion eXtra Large) [45], обусловленную на
CLIP-эмбеддинги через модуль IP-Adapter (Im-
age Prompt Adapter) [45, 46], что позволяет на-
прямую переносить информацию из комбиниро-
ванных эмбеддингов фМРТ-ЭЭГ в пространство
генерации.

3 Постановка задачи

Задан датасет триплетов (фМРТ, ЭЭГ, изобра-
жение):

D = {(Fi,Ei, Ii)|i = 1, . . . , N} ,
(Fi,Ei) ∈ Xf ×Xe, Ii ∈ Y.

Здесь Fi ∈ RX×Y×Z — данные фМРТ с простран-
ственными размерностямиX, Y и Z;Ei ∈ RK×T —
данные ЭЭГ, где K — число каналов, T — длина
временн‚ого окна; Ii ∈ RH×W×C — изображение
с высотой H, шириной W и числом каналов C.
Требуется построить отображение f из совместного
пространства данных фМРТ–ЭЭГ в пространство
изображений:

f : Xe ×Xf → Y.

Рис. 2 Схема декодирования изображений на основе сигналов фМРТ–ЭЭГ. Процесс декодирования реализуется
в два этапа. На первом этапе проводится контрастное обучение энкодера сигналов фМРТ–ЭЭГ, в ходе которого
представления мозговых сигналов выравниваются с замороженными эмбеддингами изображений, полученными с по-
мощью модели CLIP. На втором этапе осуществляется двухстадийная генерация реконструкций: сначала обучается
диффузионная априорная модель для уточнения эмбеддингов сигналов мозга, а затем предобученная диффузионная
модель, обусловленная на CLIP эмбеддинги, генерирует реконструкции изображений
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4 Метод

На рис. 2 представлена схема декодирования
изображений. Процесс строится из двух основ-
ных этапов: контрастивное обучение комбиниро-
ванных представлений фМРТ–ЭЭГ-сигналов и ре-
конструкция стимулов.

4.1 Контрастивное обучение
комбинированных сигналов
функциональной
магнитно-резонансной томографии
и электроэнцефалографии

Энкодер сигналов функциональной магнитно-ре-

зонансной томографии и электроэнцефалографии.

Архитектура энкодера состоит из трeх модулей:
энкодера фМРТ, энкодера ЭЭГ и модуля объеди-
нения. Для обеспечения персонализированного
представления мозговой активности каждый мо-
дуль включает индивидуализирующие компонен-
ты, позволяющие явно моделировать межсубъект-
ные различия — критически важный аспект при
работе с нейросигналами. Архитектуры энкодеров
фМРТ и ЭЭГ изображены на рис. 3.

Энкодер ЭЭГ интегрирует индивидуальные
обучаемые эмбеддинги пациентов с исходными
многоканальными данными посредством конка-
тенации, формируя единое векторное представ-
ление. Архитектура энкодера включает последо-
вательность трех сверточных слоев: одномерную
свертку по временному измерению, одномерную

свертку по каналам (пространству) и свертку для
сжатия в вектор. Полученный эмбеддинг пропуска-
ется через MLP (multilayer perceptron) голову, фор-
мируя итоговое представление. Формально для бат-
ча данных ЭЭГE ∈ RB×K×T энкодер Ee генерирует
эмбеддинги

Ze = Ee(E) ∈ R
B×de,

где de — размерность латентного пространства ЭЭГ.
Энкодер фМРТ учитывает индивидуальные осо-

бенности пациентов за счет персонализированного
маскирования мозга. На первом этапе вычисля-
ется маска, отделяющая релевантные воксели от
фона, путем суммирования абсолютных разностей
временн‚ого ряда фМРТ и применения алгоритма
Оцу [47] для автоматического выбора порога. Вы-
деленные воксели векторизуются и проходят через
индивидуальный линейный слой, проецирующий
признаки в общее латентное пространство размер-
ности 4096. Завершающий этап — обработка эмбед-
дингов через MLP с остаточными соединениями.
Для батча данных фМРТ F ∈ RB×X×Y×Z энко-
дер Ef преобразует исходный тензор в латентное
представление

Zf = Ef (F) ∈ R
B×df ,

где df — размерность латентного пространства
фМРТ.

Полученные эмбеддинги Ze и Zf подаются на
вход обучаемого модуля объединения F , кото-
рый интегрирует высокочастотную информацию из

Рис. 3 Архитектуры кодировщиков ЭЭГ (а) и фМРТ (б): (а) энкодер ЭЭГ интегрирует индивидуальные обучаемые
эмбеддинги пациентов с исходными многоканальными данными посредством конкатенации, формируя единое век-
торное представление; далее применяются одномерные свертки по временному и канальному измерениям, а также
MLP-голова для генерации итоговых эмбеддингов; (б) энкодер фМРТ включает персонализированное маскирова-
ние мозга, векторизацию вокселей и проекцию в латентное пространство через индивидуальный линейный слой.
Завершающая обработка осуществляется с использованием MLP с остаточными соединениями
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ЭЭГ и пространственно детализированные данные
фМРТ, формируя совместные эмбеддинги

Zc = F(Zf ,Ze) ∈ R
B×d.

В данной работе модуль объединения реализован
как конкатенация эмбеддингов с последующей об-
работкой через MLP для извлечения совместных
представлений.

Эмбеддинги изображений. Для извлечения визу-
альных эмбеддингов используется предобученная
модель CLIP ViT-H/14 [22], которая генерирует эм-
беддинги изображений ZI ∈ RB×d. Данная модель
обеспечивает высококачественные, семантически
насыщенные и хорошо обобщающиеся эмбеддин-
ги, а также совместима с множеством генеративных
моделей, предобученных на CLIP-пространстве.

Контрастивное обучение энкодера сигналов мозга.

Основной целью контрастивного обучения ста-
вится сопоставление нейронных представлений
фМРТ–ЭЭГ с визуальными эмбеддингами, из-
влеченными с помощью замороженного энкодера

CLIP, как показано на рис. 2. Обучение происходит
на триплетах (фМРТ, ЭЭГ, изображение) и включа-
ет оптимизацию трех ключевых компонентов: эн-
кодера фМРТ Ef , энкодера ЭЭГ Ee и модуля объ-
единения F . Для вычисления логитов близости
используется косинусное расстояние между нор-
мированными эмбеддингами:

Z
n
I =

ZI

‖ZI‖
, Zn

c =
Zc

‖Zc‖
,

где ZI — эмбеддинги изображений, полученные
с помощью замороженного CLIP;Zc — объединен-
ные эмбеддинги фМРТ–ЭЭГ. Матрица логитов L
вычисляется как

L = Zn
I (Z

n
c )
⊤ · eτ ,

где τ — обучаемый параметр температуры. В про-
цессе контрастивного обучения рассматриваются
все возможные пары «объединенный эмбеддинг

Рис. 4 Иллюстрация контрастивного обучения и формирования батчей. Отрицательные примеры формируются
автоматически. Косинусные расстояния между эмбеддингами замороженного CLIP и нейронными эмбеддингами
используются в качестве логитов
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мозга – эмбеддинг изображения» для максимиза-
ции эффективности обучения. Критическим аспек-
том данного подхода представляется наличие боль-
шого числа негативных примеров, что позволяет
модели не только корректно сопоставлять положи-
тельные пары, но и четко различать негативные.
Как показано на рис. 4, при размере батча B фор-
мируется матрица логитов размером B × B, где
лишьB пар, расположенных на главной диагонали,
являются положительными соответствиями.

Функция потерь основывается на симметрич-
ной контрастивной оптимизации, аналогичной
подходу CLIP [22], и представляет собой усред-
ненную сумму двух кросс-энтропийных потерь:

L = − 1
2B

B−1∑

b=0


log




exp(Lbb)
∑B−1

j=0
exp(Lbj)


+

+ log




exp(Lbb)
∑B−1

i=0
exp(Lib)





 ,

где Lij обозначает элемент матрицы логитов L на
позиции (i, j).

4.2 Процесс реконструкции стимулов

Вводится совместное распределение изображе-
ний x и их скрытых визуальных представлений zI
при условии комбинированных нейронных эмбед-
дингов zc:

p(x, zI |zc) = p(zI |zc)p(x|zI).

Здесь p(zI |zc) моделирует согласование комбини-
рованного представления фМРТ–ЭЭГ с высоко-
уровневым визуальным пространством CLIP (ста-
дия I), а p(x|zI) описывает генерацию изображения
при условии уточненного визуального эмбеддинга
(стадия II).

Стадия I: диффузионная модель в пространстве

CLIP. В пространстве визуальных эмбеддингов
CLIP обучается легкая диффузионная модель вида
ǫθ(z

(t)
I , t, zc), где z(t)I — зашумленная версия ис-

тинного эмбеддинга zI на шаге t прямого диффу-
зионного процесса; zc — комбинированный эм-
беддинг, полученный модулем слияния. Обучение
осуществляется по методу DDPM (denoising diffu-
sion probabilistic models, вероятностные диффузи-
онные модели расшумления) [48] с функцией по-
терь

Lprior(θ) = EzI ,zc,t,ǫ

∥∥∥ǫ − ǫθ(z
(t)
I , t, zc)

∥∥∥
2

2
.

На этапе исполнения априорная диффузионная мо-
дель генерирует оценку ẑI ≈ zI итеративной проце-
дурой расшумления, согласующей zc с визуальным
пространством CLIP. Кодировщики Ef , Ee и модуль
слиянияF остаются замороженными, что упрощает
схему и стабилизирует обучение.

Стадия II: генерация изображения при усло-

вии ẑI . Для реконструкции изображения исполь-
зуется предобученная латентно-диффузионная
модель SDXL [45] ǫφ(x

(t), t, h(ẑI)), гдеx(t)— зашум-
ленный латент изображения; h(·)— проекционный
адаптер IP-Adapter [46], переводящий ẑI в формат
условия, совместимый с SDXL. Модель φ не до-
обучается.

Итоговый процесс реконструкции

1. Контрастивное обучение выравнивает zc с zI
(см. разд. 4.1).

2. Априорная диффузионная модель генериру-
ет согласованное визуальное представление ẑI
по zc.

3. Предобученная SDXL, обусловленная че-
рез h(ẑI), синтезирует изображение x̂.

5 Вычислительный эксперимент

5.1 Данные

В работе используется открытый датасет с одно-
временной регистрацией фМРТ и ЭЭГ при предъ-
явлении визуальных стимулов [27]. Данные со-
браны у 22 здоровых участников в возрасте от 23
до 51 года в ходе двух сканирований. Экспери-
мент включает записи в состоянии покоя, при про-
смотре мерцающего шахматного поля, абстрактной
анимации Inscapes — компьютерно сгенерирован-
ной последовательности трехмерных фигур с плав-
ными переходами, а также коротких видеороли-
ков, представляющих натуралистические стимулы:
фрагменты мультфильмов The Present и Despicable
Me, а также фрагменты фильмов с обезьянами. Все
визуальные стимулы демонстрируются в естествен-
ном, натуралистическом формате, что способству-
ет высокой межсубъектной корреляции и устойчи-
вости нейронных откликов. Синхронизация ЭЭГ
и фМРТ достигается через запись триггеров ска-
нера в ЭЭГ-поток. Предобработка ЭЭГ включает
удаление градиентных и кардиобаллистических ар-
тефактов, полосовую фильтрацию и усредненное
реферирование. Для фМРТ применяется стандарт-
ная коррекция движения, сглаживание и нормали-
зация. Параметры регистрации приведены в табл. 1.
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Таблица 1 Описание оборудования и основные параметры нейросигналов

Модальность Оборудование Частота дискретизации, Гц Каналы
ЭЭГ Brain Products BrainCap MR 5000 61 кортикальный электрод
фМРТ Siemens 3.0 Т TIM Trio 0,476 12-канальная головная катушка

Рис. 5 Для снижения размерности данных фМРТ применяются маски головного мозга, исключающие фоновые вок-
сели, не несущие информации о визуальном стимуле. Маски формируются на основе анализа наиболее изменчивых
вокселей в ответ на стимуляцию. Воксели, включенные в маску, выделены красным цветом

Для обучения моделей данные преобразуются
в триплеты (фМРТ, ЭЭГ, изображение). Чтобы сни-
зить размерность фМРТ и убрать фоновые воксели,
для каждого участника строится индивидуальная
маска мозга: вычисляется суммарное абсолютное
изменение сигнала во времени по каждому воксе-
лю и к полученному тензору применяется метод
Оцу [47] для автоматического выбора порога. Ре-
зультат — бинарная маска мозга, отделяющая вок-
сели мозга от фона. Пример применения маски
мозга на срезы снимка фМРТ показан на рис. 5.

5.2 Параметры энкодеров

В экспериментах использовались две специа-
лизированные архитектуры, адаптированные под
особенности каждой модальности. Энкодер fMRI
начинается с персонализированной линейной про-
екции: для каждого участника воксели, отобранные
с помощью индивидуальной бинарной маски, про-
ецируются в пространство размерности 4096 обуча-
емым линейным слоем. За этим следует остаточ-
ный многослойный перцептрон, состоящий из трех
полносвязных преобразований: первый расширяет
представление до 2048, второй сохраняет эту раз-
мерность, а третий сжимает до 1024. Между слоями
применяются нелинейность GELU (Gaussian error
linear unit) и нормализация по слою (LayerNorm);
к выходу каждого блока добавляется остаточное со-
единение от входа. Dropout во всех слоях установлен
равным 0,1.

Для обработки ЭЭГ-сигналов применялся ком-
пактный энкодер. Входные данные имеют раз-
мер 61 × 525, где 60 каналов соответствуют кор-
тикальным электродам, а один дополнительный
канал — обучаемому эмбеддингу участника. Ар-
хитектура включает три последовательных свер-
точных слоя: временн‚ую свертку с размером ядра
(1, 32) и 256 фильтрами, пространственную свертку
с ядром (61, 1)и 512 фильтрами и глобальную сверт-
ку с ядром (1, 525)и 1024 фильтрами. После сверток
следует MLP-проектор, реализующий преобразо-
вание 1024→ 2048→ 1024 с нелинейностью GELU
и LayerNorm. Dropout во всех сверточных и про-
екционных слоях равен 0,1. Выходной эмбеддинг
имеет размерность 1024, что обеспечивает совмес-
тимость с модулем слияния и CLIP-пространством.

Модуль объединения эмбеддингов фМРТ и ЭЭГ
реализован как двухслойный MLP: первый слой
расширяет конкатенированное представление (раз-
мерность 2048) до 4096; второй сжимает его обратно
до целевой размерности 1024. Активация — GELU,
dropout — 0,1. Выходной эмбеддинг совместим
с CLIP-пространством и используется как условие
при генерации изображений.

5.3 Результаты экспериментов

Для верификации эффективности предло-
женного подхода проведены два эксперимен-
та: визуальный анализ изображений-реконструк-
ций и количественная оценка через CLIP-Score.
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Рис. 6 Примеры реконструкции изображений по сигналам фМРТ–ЭЭГ: (а) оригинальное изображение; (б) рекон-
струкция из CLIP-эмбеддинга оригинального изображения с помощью предобученной SDXL (предельное качество
реконструкции); (в) реконструкция предложенным методом без диффузионной априорной модели; (г) реконструк-
ция предложенным методом с диффузионной априорной моделью. Применение априорной модели повышает
семантическую согласованность реконструированных изображений с исходными стимулами

В первом эксперименте выполнено сравне-
ние реконструкций, полученных с диффузионной
априорной моделью и без нее. Примеры приведены
на рис. 6.

Во втором эксперименте проводится количе-
ственная оценка с использованием метрики CLIP-
Score — косинусной близости между CLIP-эм-
беддингом реконструированного изображения zI
и комбинированным представлением мозговой ак-
тивности zc:

CLIP-Score(zc, zI) =
〈zc, zI〉

‖zc‖ · ‖zI‖
.

Метрики вычислялись на тестовой выборке датасе-
та [27], использовались данные из видеостимулов
monkey1, monkey2 и monkey5. Усреднение прово-
дилось по участникам и объектам. Для получения
результатов в табл. 2 были использованы следующие
конфигурации моделей:

– ЭЭГ — используется только энкодер ЭЭГ Ee,
модуль объединения отключен, эмбеддинг Ze

напрямую используется для реконструкции без
априорной модели;

– фМРТ — используется только энкодер
фМРТ Ef , модуль объединения отключен, эм-
беддинг Zf напрямую используется для рекон-
струкции без априорной модели;

– фМРТ–ЭЭГ — используются оба энкодера Ee

и Ef с модулем объединения F , формирующим
комбинированный эмбеддинг Zc без априор-
ной модели;

– ЭЭГ & Diffusion Prior — используется энкодер
ЭЭГ с последующей априорной диффузионной
моделью для уточнения эмбеддинга перед гене-
рацией;

– фМРТ & Diffusion Prior — используется энкодер
фМРТ с последующей априорной диффузион-
ной моделью для уточнения эмбеддинга перед
генерацией;

– фМРТ–ЭЭГ & Diffusion Prior — используется
полная архитектура с обоими энкодерами, мо-
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Таблица 2 Сравнение CLIP-Score для различных конфигураций моде-
ли на трех видеостимулах из набора данных. Проведено усреднение по
всем 22 испытуемым, нижним регистром указаны среднеквадратичные
отклонения. Наилучшие результаты выделены жирным шрифтом

Название видеостимула
Модель

monkey1 monkey2 monkey5

ЭЭГ 0,231±0,004 0,262±0,004 0,224±0,005
фМРТ 0,254±0,004 0,270±0,003 0,242±0,003
фМРТ–ЭЭГ 0,310±0,003 0,312±0,004 0,284±0,003
ЭЭГ & Diffusion Prior 0,542±0,005 0,557±0,003 0,538±0,003
фМРТ & Diffusion Prior 0,564±0,005 0,571±0,004 0,551±0,005
фМРТ–ЭЭГ & Diffusion Prior 0,668±0,003 0,647±0,005 0,644±0,003

дулем объединения и априорной диффузион-
ной моделью.

Полученные результаты показывают, что ис-
пользование одной модальности дает худшие пока-
затели по сравнению с комбинированной моделью
на основе фМРТ и ЭЭГ. Более того, интеграция
диффузионной априорной модели существенно
повышает CLIP-Score для всех конфигураций,
а наилучшее качество достигается при совмест-
ном использовании фМРТ, ЭЭГ и диффузионной
априорной модели. Это подтверждает тот факт,
что мультимодальность компенсирует фундамен-
тальные ограничения отдельных методов регистра-
ции, а двухстадийная генерация критически важна
для семантической точности реконструкции.

5.4 Ограничения метода и обсуждение

Важно отметить ограничения, связанные с ис-
пользованием CLIP-пространства в качестве про-
межуточного представления. Поскольку CLIP
обучался на сопоставлении изображений и тексто-
вых описаний, его эмбеддинги кодируют преиму-
щественно семантическую информацию высокого
уровня — объекты, их взаимосвязи, общий кон-
текст сцены, но не сохраняют детальную инфор-
мацию о низкоуровневых визуальных характери-
стиках, таких как точные текстуры, локальные
паттерны или пиксельные детали. Следовательно,
предложенный метод реконструкции ориентирован
на семантическую согласованность реконструиро-
ванных изображений с исходными стимулами, а не
на точное пиксельное восстановление низкоуров-
невых визуальных деталей. Это ограничение явля-
ется фундаментальным следствием выбора CLIP
в качестве промежуточного представления и разде-
ляется всеми подходами, основанными на CLIP-
эмбеддингах [25, 26, 39].

Экспериментальная проверка метода выполне-
на на одном публичном датасете [27], и оценка ка-

чества реконструкции основана преимущественно
на метрике CLIP-Score. Хотя полученные результа-
ты демонстрируют эффективность предложенного
подхода, важно явно обозначить границы примени-
мости метода. Результаты, представленные в дан-
ной работе, получены на данных здоровых участни-
ков при просмотре видеостимулов определенного
типа (мультфильмы и фильмы с обезьянами). Пере-
носимость полученных результатов на другие типы
визуальных стимулов (например, статичные изоб-
ражения, абстрактные паттерны, текстовые стиму-
лы) или условия регистрации (например, другие па-
раметры сканирования, различные системы записи
ЭЭГ) требует дополнительной валидации. Кроме
того, метод может демонстрировать разную эффек-
тивность для участников с различными индиви-
дуальными особенностями нейронной активности
или патологиями. Расширение эксперименталь-
ной части за счет дополнительных сценариев или
альтернативных метрик могло бы усилить обосно-
ванность сделанных выводов, хотя в текущем виде
эксперименты достаточны для подтверждения за-
явленных результатов в рамках использованного
датасета.

6 Заключение

В работе предложена мультимодальная архи-
тектура реконструкции изображений по одновре-
менным сигналам фМРТ–ЭЭГ, основанная на
контрастивном выравнивании комбинированных
мбеддингов мозговой активности с CLIP-простран-
ством и двухстадийной генерации через апри-
орную диффузионную модель и предобученную
SDXL. Эксперименты показывают, что использо-
вание обеих модальностей совместно превосходит
одномодальные варианты по метрике CLIP-Score,
а применение априорной модели дополнительно
повышает согласованность реконструкций, под-
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тверждая эффективность интеграции простран-
ственной и временной информации мозговой ак-
тивности для точного нейродекодирования.
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Abstract: Reconstructing visual stimuli from neural signals is a fundamental challenge in neurodecoding, lying at
the intersection of computational neuroscience and modern machine learning. Despite recent advances achieved
using contrastive representations and diffusion-based generative models, most existing approaches are limited
to a single neuroimaging modality — either functional magnetic resonance imaging (fMRI) with high spatial
resolution, or electroencephalography (EEG) with high temporal resolution. The integration of both modalities
remains a largely unexplored area. In this work, a multimodal architecture is proposed that jointly processes fMRI
and EEG signals to reconstruct visual stimuli. Brain activity embeddings are trained contrastively to align with
CLIP image embeddings. The proposed two-stage generation pipeline comprises synthesis of an intermediate latent
representation via a prior model trained on joint fMRI–EEG vectors, followed by decoding this representation using
a pretrained diffusion model conditioned on CLIP embeddings. Experiments on a publicly available multimodal
dataset demonstrate the efficacy of the proposed architecture for neural decoding. Quantitatively, the multimodal
model surpasses unimodal baselines in terms of CLIP-Score, underscoring the importance of jointly leveraging
fMRI and EEG signals for accurate visual stimulus reconstruction.
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МНОГОШАГОВЫЙ АДАПТИВНЫЙ АЛГОРИТМ ОПТИМИЗАЦИИ

С ПРОГНОЗИРОВАНИЕМ И ЕГО ПРИМЕНЕНИЕ В ЗАДАЧАХ

ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ ДИНАМИЧЕСКИМИ

СИСТЕМАМИ

А. В. Пантелеев1, Е. А. Хвошнянская2

Аннотация: Статья посвящена разработке и применению метаэвристических алгоритмов оптимизации
для решения задач оптимального управления непрерывными и дискретными динамическими систе-
мами. Описаны стратегия поиска и алгоритм нахождения экстремума функции многих переменных
при интервальных ограничениях. Процедура поиска использует идеи метаэвристических алгоритмов
оптимизации о динамическом изменении области поиска, а также ускоренных алгоритмов на основе
прогнозирования и учета памяти об удачных решениях, полученных в процессе исследований множества
допустимых решений. Эффективность предложенного метода продемонстрирована на примерах ре-
шения задачи оптимального программного управления непрерывными и дискретными динамическими
системами. В последнем случае рассмотрены задачи управления отдельной траекторией, пучком тра-
екторий при наличии неопределенности задания начальных условий движения, семейством траекторий
стохастической системы. Решены задачи параметрической оптимизации технических систем: натяж-
ной/компрессионной пружины, трехзвенного стержневого элемента, трубчатой колонны. Приведенные
численные результаты сопровождаются рекомендациями по подбору гиперпараметров предложенного
метода оптимизации.

Ключевые слова: метаэвристические алгоритмы оптимизации; оптимальное управление; программное
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1 Введение

Решение прикладных задач теории оптималь-
ного управления, как правило, связано с примене-
нием численных методов оптимизации, в развитии
которых можно выделить два ключевых подхода.

Первый подход связан с реализацией детер-
минированных и стохастических процедур поис-
ка экстремума при наложении различных, иногда
весьма существенных ограничений на свойства
и структуру целевой функции. Основное пре-
имущество такого подхода заключается в возмож-
ности математического обоснования сходимости
алгоритма и в ряде случаев получения гарантий по
скорости его сходимости. Однако данный подход
предъявляет высокие требования к условиям поста-
новки задачи, которые нередко трудно соблюсти
в практических применениях, а проверка выпол-
нения этих условий может быть крайне затруднена
из-за их сложности. При этом применяются следу-
ющие методы и подходы:

– численные алгоритмы удовлетворения необ-
ходимых условий условного или безусловного
экстремумов [1, 2];

– методы штрафов (внешних штрафов, барьер-
ных функций, комбинированный метод штра-
фов, метод множителей, метод точных штраф-
ных функций) [2];

– методы возможных направлений [2];

– методы, использующие идеи моментов и адап-
тацию [3];

– методы на основе универсального градиентного
спуска [4];

– диагональные методы [5];

– интервальные методы [6];

– методы второго порядка и квазиньютоновские
методы [1, 2].

Достаточно полное единообразное описание
методов данной группы имеется в [7, 8].

1Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет), институт «Компьютерные науки и при-
кладная математика», avpanteleev@inbox.ru

2Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет), институт «Компьютерные науки и при-
кладная математика», liza190401@mail.ru
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Второй подход связан с применением метаэври-
стических методов оптимизации, которые объеди-
няют в себе один или более эвристических методов,
управляемых стратегией поиска более высокого
уровня. Они способны покидать окрестности ло-
кальных экстремумов и выполнять достаточно пол-
ное исследование множества допустимых решений.
Метаэвристические методы оптимизации позволя-
ют находить решение высокого качества за разум-
ное с практической точки зрения время. В отличие
от традиционных методов оптимизации, метаэври-
стические методы могут применяться в ситуациях,
когда практически полностью отсутствует инфор-
мация о характере и свойствах исследуемой функ-
ции. Тем не менее слабой стороной этой группы
методов является, как правило, отсутствие фор-
мальных доказательств сходимости и гарантий, что
найденное решение действительно близко к гло-
бальному экстремуму. Классификация метаэври-
стических методов в настоящее время носит услов-
ный характер, поскольку характерные группы
методов базируются на сходных идеях, и имеется
устойчивая тенденция к созданию гибридных алго-
ритмов, объединяющих в себе сразу несколько хо-
рошо зарекомендовавших себя алгоритмов. Кроме
того, один и тот же алгоритм может принадлежать
сразу к нескольким группам. Можно выделить сле-
дующие группы метаэвристических методов опти-
мизации:

– эволюционные методы [7, 9–11];

– методы «роевого» интеллекта [12–17];

– методы, имитирующие физические процес-
сы [7, 9–12, 16];

– биоинспирированные методы [12–17];

– мультиагентные методы [7, 16, 17];

– мультистартовые методы [7].

Разнообразие методов оптимизации и постоян-
ное появление новых алгоритмов и их модифика-
ций объясняется хорошо известной теоремой No
Free Lunch (NFL) [18]. Эта теорема утверждает
отсутствие универсального метода, способного эф-
фективно решать все возможные задачи оптимиза-
ции. Поэтому выбор метода определяется конкрет-
ной задачей оптимизации: видом целевой функции
и ограничений, задающих множество допустимых
решений.

В статье предлагается новый метод оптимиза-
ции, который объединяет оба описанных подхо-
да. Исследование области допустимых решений
использует перелеты Леви [19] с целью борьбы
с эффектом «застревания» в окрестностях локаль-
ных экстремумов. Этап разработки перспектив-
ных областей реализуется из прогнозируемой точ-

ки, определяемой конечной памятью алгоритма на
двух последних шагах [1,3,4]. Поиск из прогнозиру-
емой точки реализует стратегию последовательного
сокращения области поиска с ее неполным восста-
новлением после каждого из проходов [20]. Новое
положение решения определяется суммарным вли-
янием прогнозируемой точки и взвешенным влия-
нием результатов удачных шагов из нее. Процесс
завершается после достижения заданного числа
проходов. В качестве приближенного решения
задачи выбирается наилучшее решение (решения)
из полученных в результате реализованных про-
ходов. Алгоритм относится к многошаговым [1],
так как использует концепцию конечной памяти
о предыдущих положениях решения.

2 Многошаговый адаптивный
алгоритм оптимизации
с прогнозированием

2.1 Постановка задачи

Рассматривается задача поиска условного мини-
мума непрерывной целевой функции f(x) на мно-
жестве допустимых решений D, т. е. такой точки
x∗ ∈ D, что

f(x∗) = min
x∈D

f(x), (1)

где x = (x1, . . . , xn)
T; D = {x|xi ∈ [ai bi], i = 1, n}.

2.2 Алгоритм решения задачи

Описанная в конце разд. 1 стратегия поиска
реализуется в виде пошагового алгоритма. Реко-
мендуемые на шаге 1 значения параметров метода
получены в результате анализа применения мето-
да при решении общепринятого набора тестовых
задач [7, 9–12, 17]. Проведенное тестирование сви-
детельствует о сходимости метода для выпуклых
дифференцируемых целевых функций.
Шаг 1. Задать параметры метода: максимальное
число попыток из текущей точки N ∈ [40, 200];
максимальное число проходов P ∈ [5, 40]; число
итераций за время прохода K ∈ [30, 150]; наи-
меньшая величина шага R ∈ [10−8, 10−7]; параметр
уменьшения величины шага α (0 < α < 1); пара-
метр восстановления величины шага η (0 < η < 1);
величина шага, используемого при полетах Леви,
β ∈ [0,02; 0,6]; параметр распределения Леви λ (1 <
< λ ≤ 3); константа различимости ε = 10−7.
Шаг 2. Задание начального приближения x(0) ∈ D:

( а) используя равномерный закон распределения.
Для этого с помощью равномерного распреде-
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ления на единичном отрезке [0; 1] генериро-
вать n случайных точек P 0i , i = 1, n. Исполь-
зуя линейное преобразование, каждую точку
отобразить на соответствующий ей промежу-
ток [ai, bi]: x

(0)
i = (bi − ai)P

0
i + ai;

(б) положить x(0)i = (ai + bi)/2, i = 1, n.

Шаг 3. Положить p = 1 (счетчик числа проходов),
множество Pool = ∅. Задать начальную величину
шага t0 = (1/2)mini=1,n(bi − ai).
Шаг 4. Положить k = 0 (счетчик числа итераций).
Шаг 5. Найти прогнозируемое решение:

z(k) = x(k) +
(
1− e−k/5

)(
x(k) − x(k−1)

)
rand [0, 1],

где rand [0, 1]— случайная величина, описываемая
равномерным законом распределения на отрезке
[0, 1]. Если для какого-либо значения i не выпол-

няется ограничение, т. е. z(k)i 6∈ [ai, bi], то положить

z
(k)
i = x

(k)
i .

Шаг 6. Реализовать поиск в окрестности прогнози-
руемого решения.

Шаг 6.1. Положить s = 0 (число удачных по-
пыток), j = 1 (число попыток из точки), J = ∅

(множество номеров удачных попыток из текущей
точки).

Шаг 6.2. Генерировать случайный вектор ξj =
= (ξj

1, . . . , ξ
j
n)
T, где ξj

i — случайная величина, рав-
номерно распределенная на отрезке [−1, 1].

Шаг 6.3. Найти

yj = z(k) + tk
ξj

‖ξj‖ ,

где ‖ξj‖ — евклидова норма вектора.
Шаг 6.4. Если yj ∈ D и f(yj) < f(z(k)), то шаг

удачный, положить s = s + 1, номер j включить
в множество J . Если yj 6∈ D или f(yj) ≥ f(z(k)), то
шаг неудачный.

Если j < N , то положить j = j + 1 и перейти
к шагу 6.2.

Если j = N , то процедуру поиска с текущей
величиной шага завершить.

Шаг 6.5. Если s = 0, проверить условие завер-
шения прохода: если tk ≤ R, проход завершить,
включить найденное решение в множество Pool
и перейти к шагу 8; если tk > R, положить tk = αtk
и перейти к шагу 6.1.

Если s 6= 0, то упорядочить решения yj, j ∈
∈ J , по неубыванию значения целевой функции:
y(1), . . . , y(s). Затем наилучшему удачному реше-
нию y(1) поставить в соответствие вес, равный 1,
а наихудшему y(s), равный 1/s, т. е. всем удачным
решениям сопоставить значения веса, уменьша-
ющиеся по линейному закону (s+1− j)/s, j = 1, s.

Шаг 6.6. Найти новое положение решения, ис-
пользуя средневзвешенную величину:

x(k+1) = z(k) +

∑s

j=1
y(j)(s+ 1− j)/s

(s+ 1)/2
.

Если x(k+1) 6∈ D, то положить x(k+1) = y(1).
Шаг 7. Проверка завершения итераций в рамках
текущего прохода.

Если k < K, то положить k = k + 1 и перейти
к шагу 5.

Если k = K, то полученное решение включить
в множество Pool и перейти к шагу 8.
Шаг 8. Проверка завершения числа проходов. Если
p < P , то положить p = p + 1 и перейти к шагу 9.
Если p = P , процесс поиска завершить. Из мно-
жества Pool выбрать решения x∗, соответствующие
наименьшему значению целевой функции f(x∗).
Шаг 9. Реализация следующего прохода. Найти
новое начальное значение величины шага t0 =
= (ηp/2)mini=1,n(bi−ai). Генерировать новое поло-
жение начальной точки с помощью распределения
Леви:

x
(0)
i = z

(k)
i +

β

p
Levyi(λ), i = 1, n ,

где для вычисления величины Levyi(λ) требуется
генерировать число Qi с помощью равномерного
закона распределения на отрезке [ε, bi − ai], вычис-

лить значения θi = 2πQi и Li = Q
−1/λ
i , а затем

Levyi(λ) =






Li sin θi, i = 1,

[
n

2

]
;

Li cos θi, i =

[
n

2

]
+ 1, n .

Если x
(0)
i 6∈ [ai bi], процесс генерации следует

повторить.
Перейти к шагу 4.

Замечания. На шаге 5 находится прогнозируемое
решение с целью начала поиска из него, а не из теку-
щего решения. При этом используется схема двух-
шагового быстрого градиентного метода [1, 3, 4].
Для учета информации о двух последних итераци-
ях используется величина (1− e−k/5)(x(k) − x(k−1))
с весовым коэффициентом, отличающимся от из-
вестного (k−1)/(k+ r−1), r ≥ 3. Умножение этого
слагаемого на rand [0, 1] способствует активизации
поиска (при этом детерминированный подход за-
меняется стохастическим).

При поиске из прогнозируемой точки на ша-
ге 6.3 реализуется метод случайного поиска с воз-
вратом при неудачном шаге, дополненный проце-
дурой сохранения в памяти удачных попыток из
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данной точки, которые ранжируются по величине
целевой функции. На шаге 6.5 при нахождении
новой величины шага фактически проводится ре-
дукция области поиска, как в методе [20].

На шаге 6.6 авторами предложена формула для
нахождения нового положения решения c исполь-
зованием средневзвешенной величины удачных ре-
шений, найденных на шаге 6.5.

На шаге 9 реализуется переход к следующему
проходу. При этом для нахождения величины ша-
га используется стратегия метода [20] с частичным
восстановлением области поиска (с коэффициен-
том η).

3 Применение в задачах
оптимального программного
управления непрерывными
динамическими системами

Постановка задачи и стратегия поиска решения.
Поведение модели объекта управления описывает-
ся обыкновенным дифференциальным уравнением

‘x(t) = f(t, x(t), u(t)) , (2)

где x — вектор состояния системы, x =
= (x1, . . . , xn)

T ∈ Rn; u — вектор управления,
u = (u1, . . . , uq)

T ∈ U ⊆ Rq, U — некоторое за-
данное множество допустимых значений управ-
ления; t — время, t ∈ T = [t0, tf ], T — про-
межуток времени функционирования системы,
моменты начала t0 и окончания tf зада-
ны; f(t, x, u) — непрерывная вектор-функция,
f(t, x, u) = (f1(t, x, u), . . . , fn(t, x, u))

T : T × Rn ×
× U → Rn; Rn — n-мерное евклидово простран-
ство.

Начальное условие

x(t0) = x0 (3)

задает начальное состояние системы.
Предполагается, что при управлении использу-

ется информация только о времени, т. е. рассматри-
вается так называемое программное управление.

Множество допустимых управленийU0 образу-
ют кусочно-непрерывные функции u(·) со значе-
ниями в множестве U . В точках разрыва значение
управления определяется как предел справа.

Определим множество допустимых процессов
D(t0, x0)как множество парd = (x(·), u(·)), которые
включают траекторию x(·) и управление u(·) (где
∀ t ∈ T : x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ U , функции x(·) непре-
рывны и кусочно-дифференцируемы, а u(·) ∈ U0

кусочно-непрерывны), удовлетворяющие уравне-
нию (2) с начальным условием (3) почти всюду на
множестве T .

На множествеD(t0, x0) определим функционал
качества управления

I(d) =

tf∫

t0

f0(t, x(t), u(t)) dt + F (x(tf )), (4)

где f0(t, x, u) и F (x) — заданные непрерывно диф-
ференцируемые функции.

Требуется найти такую пару d∗ = (x∗(·), u∗(·)) ∈
∈ D(t0, x0), что

I(d∗) = min
d∈D(t0,x0)

I(d). (5)

Для приближенного решения задачи предла-
гается применить кусочно-постоянную аппрокси-
мацию закона управления. Для этого следует
выбрать N точек на отрезке [t0, tf ], в которых
будет искаться оптимальное управление, тогда
h = (tf − t0)/N — величина шага. Если
t0 = 0, то в результате формируется рав-
номерная сетка {0, h, 2h, . . . , Nh}. Управле-
нию u(·) будет соответствовать дискретное управ-
ление {u(0), u(1), . . . , u(N − 1)}, где u(t) = u(th),
t = 0, N − 1, а траектории x(·) — дискретный ана-
лог {x(0), x(1), . . . , x(N)}, где x(t) = x(th), t = 0, N ;
x(0) = x0. Далее решается задача оптимизации,
в которой вектор

ν = (ν0, . . . , νN−1)
T
=

=


u1(0), . . . , uq(0)︸ ︷︷ ︸

ν0

, . . . , u1(N−1), . . . , uq(N−1)︸ ︷︷ ︸
νN−1




T

аналогичен точке x множества допустимых реше-
ний D, а функционал (4) в форме I(ν) — целевой
функции f(x) в задаче (1).

Рассмотрим пример решения задачи (5). По-
ведение модели объекта управления описывается
системой дифференциальных уравнений

‘x1(t) = 0,5 [u1(t) + u2(t)] cosx3(t) ;

‘x2(t) = 0,5 [u1(t) + u2(t)] sinx3(t) ;

‘x3(t) = 0,5 [u1(t)− u2(t)] ,

где x ∈ R3, u ∈ R2, t ∈ [0, tf ]. Ограничения на
управление: |ui| ≤ 10, i = 1, 2. Заданы началь-
ные условия: x1(0) = 10, x2(0) = 10, x3(0) = 0 —
и конечные условия: x1f = 0, x2f = 0, x3f = 0.
Имеются два фазовых ограничения на плоскости
Ox1x2: (x1 − 2,5)2 + (x2 − 2,5)2 ≥ 2,52; (x1 − 7,5)2 +
+ (x2 − 7,5)2 ≥ 2,52, т. е. две запретные зоны, огра-
ниченные окружностями.
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Требуется с помощью выбора закона управле-
ния u(·) перевести систему из заданной начальной
точки в окрестность заданной конечной точки ра-
диуса 0,01, не нарушая фазовых ограничений, за
минимальное время.

Заметим, что в [21] данная математическая мо-
дель используется для описания движения двухгу-
сеничного мобильного робота.

Для формирования критерия качества предлага-
ется записать фазовые ограничения в канонической
форме:

h1(x) = 2,5−
√
(x1 − 2,5)2 + (x2 − 2,5)2 ≤ 0 ;

h2(x) = 2,5−
√
(x1 − 7,5)2 + (x2 − 7,5)2 ≤ 0 .

Тогда функционал (4) можно представить в виде:

I = tf +

√√√√
3∑

i=1

(xi(tf )− xif )2 +

+

tf∫

0

2∑

i=1

hi(x(t)) · 1 (hi(x(t))) dt→ min ,

где 1(·) — единичная ступенчатая функция; tf —
затраченное время:

tf =





t , если

√
3∑

i=1

(xi(t)− xif )2 ≤ 0,01 ;

2,5 иначе .

Второе слагаемое отражает штраф за нарушение
конечного условия, третье слагаемое — штраф за
нарушение фазовых ограничений.

В данное задаче требуется найти оптималь-
ное управление u∗(·), соответствующую траекто-
рию x∗(·) и время t∗f , которые обеспечивают мини-
мальное значение функционала.

Приближенное решение задачи ищется в классе
кусочно-постоянных функций на отрезке [0; 2,5],
который делится на 10 промежутков одинаковой
длины. Таким образом, для нахождения каждой из
координат u1(·), u2(·) вектора управления требует-
ся найти 10 значений управления в точках разрыва
первого рода. Численное интегрирование урав-
нений движения осуществлялось методом Эйлера
с шагом 0,01. Поставленная задача оптимального
управления свелась к конечномерной задаче оп-
тимизации с 20 переменными. Использовались
следующие значения параметров многошагового
адаптивного алгоритма оптимизации с прогнози-
рованием (МААОП): N = 40; P = 5; K = 60;

Рис. 1 Траектория движения в проекции на плоскость
Ox1x2

R = 10−7; α = 0,95; η = 0,91; β = 0,6; λ = 1,5.
Полученное значение функционала качества: I∗ =
= 2,6387. На рис. 1 показан график изменения про-
екции полученной траектории на плоскостьOx1x2.

Рассмотренная задача решалась также в [21, 22]
с применением различных методов оптимизации.
Приведенные результаты и вид траекторий близки
с полученными МААОП1.

4 Применение в задачах
оптимального программного
управления дискретными
динамическими системами

4.1 Оптимальное управление отдельной
траекторией

Поведение нелинейной детерминированной
дискретной модели объекта управления описыва-
ется разностным уравнением

x(t+ 1) = f(t, x(t), u(t)), t = 0, N − 1 , (6)

где t — дискретное время, t ∈ {0, 1, . . . , N}; x —
вектор состояния системы, x ∈ Rn; u — вектор
управления, u ∈ U ⊆ Rq, U — множество допус-
тимых значений управления, представляющее со-
бой прямое произведение отрезков [ai, bi], i = 1, q;

1Программное обеспечение МААОП и его применения в задачах оптимального управления создано авторами в среде Visual Studio
Code на языке программирования Python. Использовался компьютер Lenovo 21KH с 16 ГБ оперативной памяти и процессором 13th
Gen Intel(R) Core(TM) i7-13700H.
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Рис. 2 Оптимальное управление (а) и траектория (б)

f(t, x, u) = (f1(t, x, u), . . . , fn(t, x, u))
T — непрерыв-

ная вектор-функция; число шагов дискретного вре-
мени N задано.

Начальное состояние задано:

x(0) = x0 . (7)

Множество допустимых процессов D(0, x0) —
это множество пар d = (x(·), u(·)), включающих
траекторию x(·) = {x0, x(1), . . . , x(N)} и допусти-
мое управление u(·) = {u(0), u(1), . . . , u(N − 1)} ∈
∈ U0 и удовлетворяющих уравнению состояния (6)
и начальному условию (7).

На множестве D(0, x0) определен функционал
качества управления

I(d) =

N−1∑

k=0

f0(k, x(k), u(k)) + F (x(N)),

где f0(t, x, u) и F (x) — заданные непрерывные
функции.

Требуется найти такую пару d∗ = (x∗(·), u∗(·)) ∈
∈ D(0, x0), что

I(d∗) = min
d∈D(0,x0)

I(d). (8)

Рассмотрим пример решения задачи (8). По-
ведение модели объекта управления описывается
разностным уравнением x(t + 1) = x(t) + u(t), t =
= 0, N − 1, где x ∈ R, ограничение на управление:
−2 ·104 ≤ u ≤ 0. Начальное состояние: x(0) = 0. На
множестве допустимых процессов определен функ-
ционал качества

I =
1

2

N−1∑

t=0

γ−tu2(t) + x(N), γ > 1.

Требуется найти минимальное значение функцио-
нала и оптимальный процесс (x∗(·), u(·)), на кото-
ром это значение достигается.

Пример имеет аналитическое решение [17]:

u∗(t) = −γt; x∗(t) = x0 +
1− γt

γ − 1 ;

min I = x0 +
1− γN

2(γ − 1) .

Зададим значение параметра γ = 1,1 и число шагов
дискретного времени N = 50. Тогда можно вычис-
лить минимальное значение функционала качества:
Imin = −581,9543. Параметры метода МААОП:N =
= 200; P = 30; K = 150; R = 10−8; α = 0,85;
η = 0,89; β = 0,3; λ = 1,5. На рис. 2 показаны по-
лученные оптимальные управление и траектория,
при этом значение функционала I∗ = −581,9543.

Решение задачи с применением самоорганизу-
ющегося миграционного алгоритма (SOMA, Self-
Organizing Migrating Algorithm) [23]: min I =
= −581,3259 — и его модифицированной версии
(MSOMA, Modified SOMA) [24]:min I = −581,8043.
При использовании биоинспирированных методов
оптимизации, имитирующих поведение стаи оку-
ней (PSS, Perch School Search) [25] и имитирующих
поведение стаи синиц (TFO, Tomtit Flock Optimiza-
tion) [26], были получены следующие результаты:
I∗PSS = −581,9543; I∗TFO = −581,9542.

4.2 Оптимальное в среднем управление
пучком траекторий

Поведение нелинейной детерминированной
дискретной модели объекта управления описыва-
ется разностным уравнением

x(t+ 1) = f(t, x(t), u(t)), t = 0, N − 1 , (9)

где t — дискретное время; x — вектор состояния
системы, x ∈ Rn; u — вектор управления, u ∈
∈ U ⊆ Rq, U — множество допустимых значений
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управления, для каждого значения t представля-
ющее собой прямое произведение отрезков [ai, bi],
i = 1, q; f(t, x, u) = (f1(t, x, u), . . . , fn(t, x, u))

T —
непрерывная вектор-функция; число шагов дис-
кретного времени N задано.

Предполагается, что множество начальных со-
стояний Ÿ представляет собой параллелепипед
с объемом VŸ, определенный прямым произ-
ведением отрезков [αi, βi], i = 1, n, т. е. Ÿ =
= [α1, β1]× · · · × [αn, βn]:

x(0) = x0 ∈ Ÿ ⊂ Rn. (10)

Множество допустимых управлений U0 обра-
зуют последовательности u(·) = {u(0), u(1), . . .
. . . , u(N − 1)}, где u(t) ∈ U ∀ t ∈ {0, 1, . . . , N − 1}.

Множество допустимых процессов D(0, x0) —
это множество пар d = (x(·), u(·)), включающих
траекторию x(·) = {x0, x(1), . . . , x(N)} и допусти-
мое управление u(·) = {u(0), u(1), . . . , u(N − 1)} ∈
∈ U0, удовлетворяющих уравнению состояния (9)
и начальному условию (10).

На множестве D(0, x0) определен функционал
качества управления отдельной траекторией

I(x0, d) =
N−1∑

t=0

f0(t, x(t), u(t)) + F (x(N)), (11)

где f0(t, x, u) и F (x) — заданные непрерывные
функции.

Каждому допустимому управлению u(·) ∈ U0
и множеству Ÿ поставим в соответствие пучок тра-
екторий системы уравнений (9):

X(t, u(·)) =
⋃

{x(t, u(·), x0)|x0 ∈ Ÿ} ,

т. е. объединение решений x(t, u(·), x0) уравне-
ния (9) по всем возможным начальным состояни-
ям (10).

Качество управления пучком траекторий пред-
лагается оценивать величиной функционала

J [u(·)] =
∫

Ÿ

I(x0, d) dx0
VŸ

. (12)

Требуется найти такое управление u∗(·) ∈ U0, что

J [u∗(·)] = min
u(·)∈U0

J [u(·)]. (13)

Искомое управление называется оптимальным
в среднем, поскольку минимизируется среднее зна-
чение функционала (11) на множестве начальных
состояний.

Сравним поставленную задачу оптимального
управления с формулировкой общей задачи ми-
нимизации (1). В качестве вектора независимых
переменных x = (x1, . . . , xn)

T используется век-
тор (u(0), u(1), . . . , u(N − 1))T, координаты которо-
го удовлетворяют ограничениям вида u(t) ∈ U ⊆
⊆ Rq, где U = {u|ui ∈ [ai, bi], i = 1, q}, а в качестве
целевой функции — функционал (12).

Все отрезки [αi, βi], i = 1, n, с помощью ша-
га –xi разбиваются на Li отрезков, а параллеле-
пипед Ÿ делится на L = L1 · · ·Ln элементарных
подмножеств Ÿl, l = 1, L. В каждом элементар-
ном подмножестве Ÿl задается начальное состоя-
ние xl

0 (центр параллелепипеда Ÿl). Эти начальные
состояния и применяемое управление порождают
L траекторий, на которых вычисляется значение
функционала (12).

Порядок решения задачи выглядит следующим
образом: выбрать метод оптимизации и задать его
параметры; реализовать заданное число итераций
выбранным методом. Для вычисления значений
I(xl

0, d) функционала (11) следует L раз последова-
тельно решить уравнение (9) с начальными услови-
ями xl

0, l = 1, L. Затем усреднить полученные ре-

Рис. 3 Оптимальное программное управление (а) и траектории пучка (б)
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зультаты, т. е. найти приближенное значение функ-
ционала (12):

J =

L∑

l=1

I(xl
0, d)

L
.

Требуется найти оптимальное в среднем управление
u∗(·) = {u∗(0), u∗(1), . . . , u∗(N − 1)} и соответству-
ющий ему пучок траекторий, образованный L реа-
лизациями.

Рассмотрим пример решения задачи (13). По-
ведение модели объекта управления описывается
разностным уравнением x(t + 1) = x(t) + u(t), где
x ∈ R, t = 0, N − 1, −2 · 104 ≤ u ≤ 0, начальные
состояния x(0) ∈ Ÿ = [−200; 200]. Функционал (11)
имеет вид:

I(x0, d) =
1

2

N−1∑

t=0

γ−tu2(t) + x(N), γ > 1 .

Требуется найти управление, минимизирующее
значение функционала (12).

Зададим значение параметра γ = 1,1, число ша-
гов дискретного времениN = 50, число реализаций
L = 5. На рис. 3 показаны полученные оптимальное
управление и траектории пучка. Параметры мето-
да МААОП: N = 70; P = 40; K = 30; R = 10−8;
α = 0,6; η = 0,89; β = 0,02; λ = 1,5; значение
функционала качества J∗ = −581,9486.

Результаты работы миграционных алгоритмов
SOMA [23]: min J = −581,8247 — и MSOMA [24]:
min J = −581,9022.

4.3 Оптимальное в среднем управление
стохастической системой

Поведение нелинейной дискретной стохастиче-
ской модели объекта управления описывается урав-
нением

X(t+ 1) = g(t,X(t), u(t)) + σ(t,X(t))W (t),

t = 0, N − 1 , (14)

где t — дискретное время, t ∈ T = {0, 1, . . . , N},
число N задано; X — вектор состояния системы,
X ∈ Rn; u — вектор управления, u ∈ U ⊆ Rq,
U — множество допустимых значений управления,
представляющее собой прямое произведение отрез-
ков [ai, bi], i = 1, q; g(t, x, u) : T × Rn × U → Rn —
вектор-функция размера (n× 1); σ(t, x) : T ×Rn →
→ Rn×l — матричная функция размера (n × l);
W (t) — l-мерный случайный вектор с известной
плотностью вероятности p(W, t).

Начальные условия X(0) = X0 заданы началь-
ной плотностью вероятности p0(x).

Множество допустимых управлений U0 обра-
зуют последовательности u(·) = {u(0), u(1), . . .

. . . , u(N − 1)}, такие что ∀ t ∈ {0, 1, . . . , N − 1}
u(t) ∈ U .

Определим функционал качества управления
отдельной траекторией

I (X0, u(·)) =
N−1∑

t=0

f0(t,X(t), u(t))+F (X(N)), (15)

где f0(t, x, u) : T ×Rn × U → R и F (x) : Rn → R —
заданные непрерывные функции.

Качество управления системой будем оценивать
величиной математического ожидания функциона-
ла (15):

J [u(·)] = M [I(X0, u(·))] . (16)

Требуется найти такое управление, что

J [u∗(·)] = min
u(·)∈U0

J [u(·)]. (17)

Искомое управление называется оптимальным
в среднем, поскольку минимизируется среднее зна-
чение функционала (15) по множеству реализаций.

Предположим, что закон распределения началь-
ного состояния равномерный на множестве Ÿ. При
моделировании системы (14) предлагается исполь-
зовать L реализаций.

Порядок решения задачи выглядит следующим
образом: выбрать метод оптимизации и задать его
параметры; реализовать заданное число итераций
выбранным методом. Для вычисления значений
I(X l

0, u(·)) функционала (15) следует L раз после-
довательно решить уравнение (14) с начальными
условиями X l

0, l = 1, L, которые генерируются при
помощи равномерного закона распределения на за-
данном множестве Ÿ. Затем найти приближенное
значение функционала (16) по формуле

J =

L∑

l=1

I(X l
0, u(·))
L

.

В результате найти управление u∗(·) =
= {u∗(0), u∗(1), . . . , u∗(N − 1)} и соответствующее
ему семейство траекторий, образованное L реали-
зациями.

Рассмотрим пример решения задачи (17). По-
ведение модели объекта управления описывается
разностным уравнением X(t + 1) = X(t) + u(t) +
+ σW (t), где X ∈ R, t = 0, N − 1, ограничение
на управление: −2 · 104 ≤ u ≤ 0, W (t) — гауссов-
ская случайная величина с нулевым математиче-
ским ожиданием и единичной дисперсией, σ = 20.
Начальные состояния заданы равномерным зако-
ном распределения на отрезке x(0) ∈ [−200; 200].
Функционал (15) имеет вид:

I (X0, u(·)) =
1

2

N−1∑

t=0

γ−tu2(t) +X(N), γ > 1 .
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Рис. 4 Оптимальное управление (а) и семейство траекторий (б)

Требуется найти оптимальное программное управ-
ление, минимизирующее значение функциона-
ла (16).

Зададим число шагов дискретного времениN =
= 50, число реализацийK = 40, величину парамет-
ра γ = 1,1. Параметры метода МААОП: P = 30;
R = 10−5; α = 0,7; η = 0,89; β = 0,02; λ = 1,5.
На рис. 4 изображены найденные оптимальное
управление и семейство траекторий. Полученное
значение функционала качества J∗ = −598,9379.
Результаты работы алгоритма SOMA [23] —min J =
= −428,0443, а работы алгоритма MSOMA [24] —
min J = −593,329.

Сравнительный анализ результатов, получен-
ных в подразд. 4.1–4.3, показывает, что предло-
женный метод позволяет получать решения, срав-
нимые или превосходящие по точности известные
решения при существенно меньших затратах вре-
мени счета. Он может быть использован при реше-
нии разнообразных задач оптимизации и синтеза
управления [27–29].

5 Применение в задачах
параметрической оптимизации
технических систем

Все рассматриваемые в данном разделе задачи
относятся к проблемам поиска условного миниму-
ма целевой функция f(x) = f(x1, . . . , xn) с ограни-
чениями типа неравенств g1(x) ≤ 0, . . . , gm(x) ≤ 0,
определенными на множестве допустимых реше-
ний D = {x|xi ∈ [ai, bi], i = 1, n}.

Стратегия поиска решения заключается в пе-
реходе от исходной задачи к задаче поиска ми-
нимума вспомогательной функции F (x, c), полу-
ченной с помощью применения метода внешних
штрафов [2]:

F (x, c) = f(x) +

m∑

i=1

ci
[
max

{
0, gi(x)

}]2 → min
x∈D

,

где c1, . . . , cm — коэффициенты штрафной функ-
ции, которые подбираются так, чтобы получить ре-
шение, удовлетворяющее заданным ограничениям.

5.1 Задача определения параметров
натяжной/компрессионной пружины

Целью ставится нахождение минимальной по
весу конструкции пружины, определяемой век-
тором параметров x = (x1, x2, x3)

T, соответству-
ющих диаметру проволоки, среднему диаметру вит-
ка и числу активных витков. Конструкция пружины
должна удовлетворять ограничениям по минималь-
ному отклонению, напряжению сдвига, частоте ко-
лебаний и ограничениям на внешний диаметр [30]:

f(x) = (x3 + 2)x
2
1x2 → min ;

g1(x) = 1− x32x3

71 875x41
≤ 0 ;

g2(x) =
4x22 − x1x2

12 566(x31x2 − x41)
+

2,46

12 566x21
− 1 ≤ 0 ;

g3(x) = 1− 140,54x1
x22x3

≤ 0 ;

g4(x) =
x1 + x2
1,5

− 1 ≤ 0 ;

D = [0,05; 2]× [0,25; 1,3]× [2; 15].

Результат решения с параметрами ci = 100, i =
= 1, 4, N = 100, P = 100, K = 150, R =
= 10−8, α = 0,4, η = 0,89, β = 0,02 и λ = 1,5:
x∗ = (0,051692; 0,356843; 11,293138)T; f(x∗) =
= 0,012676. Наилучшему известному решению со-
ответствует значение целевой функции f(xbest) =
= 0,012675 [30].
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5.2 Оптимизация конструкции
трехзвенного стержневого элемента

Целью ставится минимизация объема конструк-
ции, определяемой площадью поперечного сечения
стержней x1 и x3 (x1 = x3) и стержня x2 при удовле-
творении ограничений на обеспечение прочности
и жесткости конструкции [30]:

f(x) =
(
2
√
2x1 + x2

)
l → min ;

g1(x) =

√
2x1 + x2√
2x21 + 2x1x2

P − σ ≤ 0 ;

g2(x) =
x2√

2x21 + 2x1x2
P − σ ≤ 0 ;

g3(x) =
1√

2x2 + x1
P − σ ≤ 0 ;

D = [0; 1]× [0; 1] ,

где σ = 2кН/см2; l = 100 см; P = 2 кН/см2.

Результат решения с параметрами ci = 10
9k,

i = 1, 2, 3, где k — номер итерации, N = 50, P =
= 120, K = 80, R = 10−6, α = 0,6, η = 0,89,
β = 0,3 и λ = 1: x∗ = (0,788773, 0,407969)T; f(x∗) =
= 263,895851. Известному решению соответствует
f(xbest) = 263,895872 [30].

5.3 Оптимизация конструкции
трубчатой колонны

Трубчатая колонна находится под вертикальной
нагрузкой P = 2500 кгс, при этом предел теку-
чести σy = 500 кгс/см2, модуль упругости E =
= 0,85 ·106 кгс/см2 и длина ограниченийL = 250 см
были определены на основе геометрии конструк-
ции и допустимых напряжений. Характерными пе-
ременными служат номинальный диаметр колон-
ны x1 и половина толщины стенки трубы x2. Цель
задачи оптимизации заключается в минимизации
стоимости [30]:

f(x) = 9,82x1x2 + 2x1 → min ;

g1(x) =
P

πx1x2σy
− 1 ≤ 0 ;

g2(x) =
8PL2

π3Ex1x2
(
x21 + x

2
2

) − 1 ≤ 0 ;

g3(x) =
2

x1
− 1 ≤ 0 ;

g4(x) =
x1
14

− 1 ≤ 0 ;

g5(x) =
0,2

x2
− 1 ≤ 0 ;

g6(x) =
x2
0,8

− 1 ≤ 0 ;

D = [2; 14]× [0,2; 0,8].

Результат решения с параметрами ci = 1000, i =
= 1, 6, N = 100, P = 80, K = 100, R = 10−8,
α = 0,9, η = 0,89, β = 0,5 и λ = 1,5: x∗ =
= (5,402279; 0,292175)T; f(x∗) = 26,53804. Из-
вестному решению соответствует величина целевой
функции f(xknown) = 26,531566 [30].

Заметим, что все полученные в данном разде-
ле результаты соответствуют известным решениям,
что свидетельствует о применимости предложенно-
го метода к данному классу задач.

6 Заключение

Как продемонстрировано в предыдущих раз-
делах на решениях четырех задач оптимального
управления непрерывными и дискретными дина-
мическими системами, а также трех задач парамет-
рической оптимизации технических систем, пред-
ложенный многошаговый адаптивный алгоритм
оптимизации с прогнозированием позволяет полу-
чать результаты с достаточно высокой точностью.

Комплексное использование принципа после-
довательного сокращения множества поиска и его
неполного восстановления перед очередным про-
ходом с идеей многошаговости, т. е. конечной
памяти алгоритма, составляет механизм покида-
ния областей притяжения локальных экстремумов
и в конечном итоге ускорения сходимости.

Разработанный алгоритм может найти приме-
нение в задачах структурно-параметрического син-
теза систем управления с неполной обратной свя-
зью по доступным координатам вектора состояния,
а также в задачах совместного оценивания и управ-
ления, возникающих в процессе проектирования
авиационно-космических систем.

Литература

1. Поляк Б. Т. Введение в оптимизацию. — М.: Наука,
1983. 384 c.

2. Bazaraa M. S., Sherali H. D., Shetty C. M. Nonlinear pro-
gramming: Theory and algorithms. — 3rd ed. — Hobo-
ken, NJ, USA: John Wiley & Sons, 2006. 880 p. doi:
10.1002/0471787779. EDN: YCVSZE.

3. Нестеров Ю. Е. Методы выпуклой оптимизации. —
М.: МЦНМО, 2010. 278 c.

4. Гасников А. В. Современные численные методы опти-
мизации. Метод универсального градиентного спус-
ка. — М.: МФТИ, 2018. 272 c. EDN: UWLALM.

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 20 выпуск 2 2026 59



A. V. Panteleev and E. A. Khvoshnyanskaya

5. Sergeyev Y. D., Kvasov D. E. Deterministic global opti-
mization: An introduction to the diagonal approach. —
New York, NY, USA: Springer, 2017. 136 p. doi:
10.1007/978-1-4939-7199-2. EDN: GDUZIJ.

6. Hansen E., Walster G. W. Global optimization using in-
terval analysis. — 2nd ed. — New York, NY, USA: Marcel
Dekker, 2004. 492 p.

7. Encyclopedia of optimization / Eds. C. A. Floudas,
P. M. Pardalos. — New York, NY, USA: Springer, 2009.
4646 p.

8. Locatelli M., Schoen F. (Global) optimization: Historical
notes and recent developments // EURO J. Computa-
tional Optimization, 2021. Vol. 9. Art. 100012. 15 p. doi:
10.1016/j.ejco.2021.100012.

9. Handbook of metaheuristics / Eds. M. Gendreau,
J.-Y. Potvin. — New York, NY, USA: Springer, 2019.
610 p. doi: 10.1007/978-3-319-91086-4.

10. Alorf A. A survey of recently developed metaheuristics
and their comparative analysis // Eng. Appl. Artif. In-
tel., 2023. Vol. 117. Part A. Art. 105622. 36 p. doi:
10.1016/j.engappai.2022.105622.

11. Tomar V., Bansal M., Singh P. Metaheuristic algorithms
for optimization: A brief review // Engineering Pro-
ceedings, 2024. Vol. 59. No. 1. Art. 238. doi: 10.3390/
engproc2023059238.

12. Yang X. S., Chien S. F., Ting T. O. Bio-inspired com-
putation and optimization // Bio-inspired computation
in telecommunications. — New York, NY, USA: Mor-
gan Kaufmann, 2015. P. 1–21. doi: 10.1016/B978-0-12-
801538-4.00001-X.

13. Del Ser J., Osaba E., Molina D., Yang X.-S., Salcedo-

Sanz S., Camacho D., Das S., Suganthan P. N., Coello

Coello C. A., Herrera F. Bio-inspired computation: Where
we stand and what’s next // Swarm Evol. Comput., 2019.
Vol. 48. P. 220–250. doi: 10.1016/j.swevo.2019.04.008.

14. Tzanetos A., Fister I., Dounias G. A comprehensive
database of nature-inspired algorithms // Data Brief, 2020.
Vol. 31. Art. 105792. 9 p. doi: 10.1016/j.dib.2020.105792.

15. Niculina Dragoi E., Dafinescu V. Review of metaheuristics
inspired from the animal kingdom // Mathematics, 2021.
Vol. 9. No. 18. Art. 2335. 52 p. doi: 10.3390/math9182335.
EDN: EKHSJU.

16. Карпенко А. П. Современные алгоритмы поисковой
оптимизации. Алгоритмы, вдохновленные приро-
дой. — 3-е изд. — М.: МГТУ им. Н. Э. Баумана,
2021. 448 c. EDN: NCAEFY.

17. Пантелеев А. В., Каранэ М. М. С. Мультиагентные
и биоинспирированные методы оптимизации тех-
нических систем. — М.: Доброе слово и Ко, 2024.
336 с. EDN: NJFRAO.

18. Wolpert D. H., Macready W. G. No free lunch theorems for
optimization // IEEE T. Evolut. Comput., 1997. Vol. 1.
No. 1. P. 67–82. doi: 10.1109/4235.585893.

19. Gutowski M. L‚evy flights as an underlying mechanism
for global optimization algorithms. — Cornell University,
2001. 8 p. arXiv:math-ph/0106003.

20. Luus R. Iterative dynamic programming. — Lon-
don, U.K.: Chapman & Hall/CRC, 2000. 344 p. doi:
10.1201/9781420036022.

21. Дивеев А. И., Константинов С. В. Исследование
практической сходимости эволюционных алгорит-
мов оптимального программного управления ко-
лесным роботом // Известия РАН. Теория и сис-
темы управления, 2018. № 4. С. 80–106. doi:
10.31857/s000233880002513-3. EDN: YSBCOL.

22. Пантелеев А. В., Надоров И. С. Применение моди-
фикации метода, имитирующего поведение стаи
мотыльков, для решения задачи оптимального про-
граммного управления мобильным роботом // Моде-
лирование и анализ данных, 2025. Т. 15. № 1. C. 81–
109. doi: 10.17759/mda.2025150105. EDN: PPGMJB.

23. Self-organizing migrating algorithm. Methodology and
implementation / Eds. D. Davendra, I. Zelinka. — Stud-
ies in computational intelligence ser. — Cham: Springer,
2016. Vol. 626. 289 p. doi: 10.1007/978-3-319-28161-2.

24. Panteleev A., Rakitianskii V. Application of migrating op-
timization algorithms in problems of optimal control of
discrete-time stochastic dynamical systems // Axioms,
2023. Vol. 12. Iss. 11. Art. 1014. 22 p. doi: 10.3390/
axioms12111014. EDN: GTSEYV.

25. Panteleev A. V., Kolessa A. A. Optimal open-loop con-
trol of discrete deterministic systems by application of
the perch school metaheuristic optimization algorithm //
Algorithms, 2022. Vol. 15. Iss. 5. Art. 157. 16 p. doi:
10.3390/a15050157. EDN: FVVSIP.

26. Panteleev A. V., Kolessa A. A. Application of the tomtit
flock metaheuristic optimization algorithm to the optimal
discrete time deterministic dynamical control problem //
Algorithms, 2022. Vol. 15. Iss. 9. Art. 301. 19 p. doi:
10.3390/a15090301. EDN: RDMOTY.

27. Босов А. В. Стабилизация траектории линейной сис-
темы со скачкообразным дрейфом при целочислен-
ных ограничениях на управление // Информатика
и её применения, 2025. Т. 19. Вып. 3. С. 10–18. doi:
10.14357/19922264250302. EDN: YZEHCC.

28. Борисов А. В., Игнатов А. Н., Борисов В. А. Оптими-
зация скоростного режима грузового поезда по кри-
терию среднего ущерба от аварий // Информатика
и её применения, 2025. Т. 19. Вып. 3. С. 27–35 doi:
10.14357/19922264250304. EDN: BJFFCD.

29. Иванов С. В., Мартюшева Я. Г., Наумов А. В., Степа-

нов А. Е. Оптимизация по квантильному критерию
позиционной стратегии тестируемого в динамиче-
ской модели прохождения ограниченного по време-
ни теста // Информатика и её применения, 2025. Т. 19.
Вып. 4. С. 65–71. doi: 10.14357/19922264250407. EDN:
LZGUSS.

30. Nekoo S. R., Acosta J. A., Ollero A. A search algorithm
for constrained engineering optimization and tuning the
gains of controllers // Expert Syst. Appl., 2022. Vol. 206.
Art. 117866. 27 p. doi: 10.1016/j.eswa.2022.117866.

Поступила в редакцию 10.02.2026

Принята к публикации 15.05.2026

60 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 20 выпуск 2 2026



Multistep adaptive optimization algorithm with prediction and its application to optimal control of dynamic systems
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Abstract: The paper is devoted to the development and application of metaheuristic optimization algorithms to
solve optimal control problems for continuous and discrete dynamic systems. A search strategy and an algorithm
for finding the extremum of a multivariable function under interval constraints are described. The search procedure
leverages concepts from metaheuristic optimization algorithms regarding dynamic modifications of the search
space, alongside accelerated algorithms based on prediction and the incorporation of successful solution memory
obtained during the exploration of the feasible solution set. The efficiency of the proposed method is demonstrated
through examples of solving optimal open-loop control problems for both continuous and discrete dynamic systems.
In the latter case, the control problems for an individual trajectory, a bundle of trajectories under initial condition
uncertainties, and a family of trajectories of a stochastic system are considered. The problems of parametric
optimization of technical systems, including a tension/compression spring, a three-bar truss, and a tubular column,
are solved. The presented numerical results are accompanied by recommendations for tuning the hyperparameters
of the proposed optimization method.
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ФИЛЬТРАЦИЯ СПЕЦИАЛЬНЫХ МАРКОВСКИХ

СКАЧКООБРАЗНЫХ ПРОЦЕССОВ

ПО ДИСКРЕТИЗОВАННЫМ НАБЛЮДЕНИЯМ∗

А. В. Борисов1, Ю. Н. Куринов2

Аннотация: Статья продолжает цикл работ, посвященных решению задач анализа и оценивания класса спе-
циальных марковских скачкообразных процессов (СМСП). Рассмотрена задача фильтрации состояний
СМСП по дискретизованным наблюдениям, представленным приращениями диффузионного процесса,
коэффициенты сноса и диффузии которого зависят от состояния сигнального процесса. Задача заключа-
ется в нахождении условного распределения оцениваемого сигнала относительно доступных наблюдений.
Выведены уравнения оптимальной фильтрации и предложен численный алгоритм их реализации, осно-
ванный на построении аналитических аппроксимаций условных плотностей. Доказано утверждение,
характеризующее их точность в зависимости от порядка аппроксимации. Качество предложенных оценок
проиллюстрировано численным примером.

Ключевые слова: специальный марковский скачкообразный процесс; наблюдения с мультипликатив-
ными шумами; плотность условного распределения; дискретизованные наблюдения; аналитическая
аппроксимация оценки фильтрации

DOI: 10.14357/19922264260205 EDN: NVORZE

1 Введение

Статья продолжает цикл работ [1–4], посвящен-
ных исследованию СМСП и решению для них при-
кладных задач анализа и оценивания. Наблюде-
ния представлены приращениями диффузионного
процесса с коэффициентами, зависящими от со-
стояния СМСП. В [4] было представлено реше-
ние задачи оптимальной фильтрации состояний
СМСП по диффузионным наблюдениям с мульти-
пликативными шумами. Условное распределение
выражалось через систему рекуррентно связанных
стохастических уравнений типа Кушнера–Страто-
новича и отдельных интегральных преобразований.
Предлагаемая работа посвящена вопросам вычис-
лительной реализации данной оценки.

Численные методы и алгоритмы решения за-
дач нелинейной фильтрации широко представлены
в современных исследованиях. Среди них можно
выделить следующие направления: методы ап-
проксимации решений уравнений Кушнера–Стра-
тоновича и Дункана–Мортенсена–Закаи, опи-
сывающих условное распределение оцениваемого
процесса [5–7], методы субоптимальной фильтра-
ции калмановского типа [8, 9], а также подходы,

основанные на методе Монте-Карло [10, 11]. Важ-
ным аспектом решения прикладной задачи счи-
тается нахождение баланса между точностью оце-
нивания и вычислительной сложностью алгоритма.
Алгоритмы субоптимальной фильтрации представ-
ляются вычислительно эффективными, в то же вре-
мя они не имеют строгого математического обосно-
вания, что в ряде случаев приводит к снижению
качества оценивания и расходимости фильтров.
Уравнения Кушнера–Стратоновича представляют
собой стохастические интегро-дифференциальные
уравнения в частных производных, численное ре-
шение которых связано со значительными вычис-
лительными затратами. Методы Монте-Карло
обладают универсальной применимостью, однако
требуют значительных вычислительных ресурсов.

Целью предлагаемой работы ставится разработ-
ка алгоритма решения задачи фильтрации состо-
яний системы наблюдения в непрерывном времени
путем перехода к непрерывно-дискретной системе.
Помимо аппроксимации решения исходной непре-
рывной задачи подобный алгоритм имеет самосто-
ятельную ценность из-за широкой практической
распространенности непрерывно-дискретных сис-
тем наблюдения.

∗Статья подготовлена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования в рамках программы Московского
центра фундаментальной и прикладной математики по Соглашению № 075-15-2025-345. Работа выполнялась с использованием
инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычисления и большие данные» (ЦКП «Инфор-
матика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук; Московский государственный
университет имени М. В. Ломоносова, aborisov@frccsc.ru

2Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова, kurinovurij@gmail.com
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Непрерывно-дискретные системы наблюдения
широко представлены в прикладных задачах [12,
13]. Как правило, дискретизация наблюдений
обусловлена физическими ограничениями измери-
тельных систем, которые не позволяют регистри-
ровать данные с частотой, достаточной для их мо-
делирования в непрерывном времени. При этом
непрерывность оцениваемого процесса во времени
может быть принципиальной для задачи, что не
позволяет перейти к полностью дискретной сис-
теме. Кроме того, численные схемы фильтра-
ции в непрерывном времени характеризуются низ-
кой устойчивостью, особенно при увеличении шага
дискретизации [14].

Статья организована следующим образом:
в разд. 2 содержится описание системы наблю-
дения и постановка задачи оптимальной фильт-
рации. В разд. 3 представлено решение задачи
фильтрации в виде рекуррентных соотношений,
описывающих динамику условной плотности рас-
пределения СМСП относительно наблюдений,
а также предложена их аналитическая аппрокси-
мация. В разд. 4 рассмотрен численный пример
фильтрации траектории, демонстрирующий влия-
ние неопределенности параметров априорных рас-
пределений на качество оценки. Раздел 5 содержит
выводы и заключительные замечания.

2 Постановка задачи фильтрации

На полном вероятностном простран-
стве с фильтрацией Винера–Пуассона [15]
(Ÿ,F ,P , {Ft}t>0) рассматривается система наблю-
дения

Zt = Z0 +

t∫

0

DZ
Zs ds+ µ

Z
t ; (1)

–ξk =

tk∫

tk−1

f(Zs) ds+

tk∫

tk−1

g(Zs) dws, k = 1,K, (2)

в которой непрерывный процессZt определяет оце-
ниваемое состояние, а наблюдения –ξk поступают
в дискретные моменты времени tk = kh (h > 0 —
некоторый шаг) и представляют собой дискретизо-
ванный во времени диффузионный процесс

ξt =

t∫

0

f(Zs) ds+

t∫

0

g(Zs) dws. (3)

Состояние Zt = col (θt, Y
1
t θt, . . . , Y

M
t θt) ∈ SN ×

× RMN представляет собой процесс, ассоцииро-
ванный с СМСП Zt , col (θt, Yt) ∈ SN × RM [1],
распределение которого определяется матрицей

интенсивностей переходов ˜, начальным распре-
делением p0 компоненты θ0, начальным распреде-
лением š0 = col (π10(y), . . . , π

N
0 (y)) компоненты Y0

и распределением š = col (π1(y), . . . , πN (y)) ком-
поненты Yt после первого скачка.

В дискретизованных наблюдениях –ξk коэф-
фициенты сноса f(·) и диффузии g(·) — функции
состояния, а wt ∈ RK — Ft-согласованный вине-
ровский процесс.

Задача оптимальной фильтрации по дискре-
тизованным наблюдениям заключается в нахож-
дении условного распределения (θtk

, Ytk
) отно-

сительно сигма-алгебры доступных наблюдений
Ok , σ{–ξ1, . . . ,–ξk}.

Для корректного вывода уравнений фильтрации
предположим, что для системы наблюдения (1), (2)
выполнены следующие условия:

(а) h|λii| < 1, i = 1, N , — шаг дискретизации на-
блюдений достаточно мал по сравнению с ин-
тенсивностями выхода из состояний процес-
са θt;

(б) g(e, y) ≥ cI, c > 0, ∀(e, y) ∈ SN × RM , — рав-
номерная невырожденность шумов в наблюде-
ниях;

(в)
∑N

n=1

∫
RM

[
‖f(en, y)‖2 + ‖g(en, y)‖2

]
(πn(y) +

+ πn
0 (y))dy < ∞ — условие, обеспечивающее

для наблюдаемого процесса ξ существование
моментов до второго включительно.

Условия (а)–(в) гарантируют, что условное рас-
пределение Zti

= (θti
, Yti
) относительно Ok выра-

жается с помощью условной плотности ψ̂tk
(y) ,

, col
(
ψ̂1tk
(y), . . . , ψ̂N

tk
(y)
)

, обладающей тем свой-
ством, что

P{θtk
= en, Ytk

∈ B | Ok} =
∫

B

ψ̂n
tk
(y) dy

для всех n = 1, N , B ∈ B(RM ).

3 Решение задачи фильтрации
Введем следующие обозначения:

– Nθ
k — число скачков марковского скачкообраз-

ного процесса (МСП) θ на [tk, tk+1];

– αk
i , i > 0, — момент i-го скачка МСП θ на

интервале [tk, tk+1], причем αk
0 , tk;

– –αk
i , αk

i+1 − αk
i , i > 0, — время пребыва-

ния процесса в некотором состоянии, при этом
P{Nθ

k = r, αk
r+1 = tk+1} = 1; заметим, что∑

i–α
k
i = h;

– Ur , {u ∈ R
r+1
+ : u0+u1+ · · ·+ ur = h} — сим-

плекс, являющийся носителем распределения
случайных величин {–αk

i }.

64 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 20 выпуск 2 2026



Фильтрация специальных марковских скачкообразных процессов по дискретизованным наблюдениям

Дискретизованные наблюдения (2) можно пред-
ставить как

–ξk =

Nθ
k∑

i=0




αk
i+1∫

αk
i

f
(
θαk

i
, Yαk

i

)
ds+

+

αk
i+1∫

αk
i

g
(
θαk

i
, Yαk

i

)
dws


 =

Nθ
k∑

i=0

–αk
i f(θαk

i
, Yαk

i
) +

+

Nθ
k∑

i=0

g
(
θαk

i
, Yαk

i

)(
wαk

i+1
− wαk

i

)
.

Ввиду скачкообразного характераZt коэффици-
енты сноса и диффузии процесса (3) остаются по-
стоянными на интервалах между скачками СМСП
[αk

i , α
k
i+1). Таким образом, приращение может быть

представлено в виде случайной суммы. Посколь-
ку приращения винеровского процесса являются
гауссовскими случайными величинами, распреде-
ление дискретизованных наблюдений при фикси-
рованной траектории Z[tk−1,tk] также оказывается
гауссовским:

–ξk ∼ N




Nθ

k∑

i=0

–αk
i f
(
θαk

i
, Yαk

i

)
,

Nθ
k∑

i=0

–αk
i gg
⊤
(
θαk

i
, Yαk

i

)


 . (4)

Данное распределение позволяет получить оценку
фильтрации с помощью обобщенной формулы Бай-
еса [16, 17]. Формула (4) показывает, что распреде-
ление наблюдений представляет собой сдвиг-мас-
штабную смесь гауссовских распределений. При
этом смешивающее распределение имеет достаточ-
но сложную структуру, поскольку выражается через
распределение СМСП на всем интервале наблюде-
ний.

Обозначим через ρ совместное распределение
скачков и значений процесса θ на отрезке [tk, tk+1]
при условии {θtk

= e}:

ρi1,...,ir
r (du | e) =
= P

{
Nθ

k= r,–α
k
0 ∈ du0,–α

k
1 ∈ du1, θαk

1
=ei1 , . . . ,

–αk
r ∈ dur, θαk

r
= eir

| θαk
0
= e
}
.

Теорема 1. Условная плотность распределения ψ̂tk
(y)

определяется следующей рекуррентной схемой:

ψ̂m
tk
(y) =

ψ̃m
tk
(y,–ξk)

∑N

j=1

∫

RM

ψ̃j
tk
(v,–ξk) dv

, m = 1, N ,

(5)

где

ψ̃m
tk
(y, x) =

=

N∑

n=1

∞∑

r=0

∫

RM

�r(m, y, x |n, v)ψ̂n
tk−1
(v)νr(y, dv),

m = 1, N, (6)

есть совместная условная плотность (θtk
, Ytk

,–ξk)
относительно Ok−1; �r(·) представляет условную

переходную плотность пары (Ztk
,–ξk) за r скач-

ков процесса Z, произошедших на интервале времени

[tk−1, tk]:

�r(n, γ, x|i0, y0) =
(
P
{
Nθ

k = r, θtk
= en, Ytk

∈ dγ,

–ξk ∈ dx | θtk−1
= i0, Ytk−1

= y0
}) /
(dγdx) ;

ν0(y, dv) = δy(dv) — мера Дирака, сосредоточенная

в точке y; νr(y, dv) = L(dv), r ∈ N, — мера Лебега

на RM .
Начальное условие ψ̂0(y) для рекурсии имеет вид:

ψ̂n
0 (y) = p

n
0π

n
0 (y), m = 1, N .

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1 приведено в прило-
жении 1.

Явный вид �r(·) может быть легко получен, ис-
ходя из марковского свойства Zt и явного вида
переходных вероятностей компоненты θt [18]:

�0(n, γ, x | i0, y0) =
= δni0N (x, hf(en, γ), hgg

⊤(en, γ))e
hλnn ; (7)

�r(ir, yr, x | i0, y0) = πir (yr)

∫

Ur

∫

RM×(r−1)

N∑

i1=1

· · ·

· · ·
N∑

ir−1=1

N



x,
r∑

j=0

ujf(eij
, yj),

r∑

j=0

ujgg
⊤(eij

, yj)



×

× πi1(y1) · · ·πir−1 (yr−1) dy1 · · ·
. . . dyr−1ρ

i0,i1,··· ,ir
r (du | ei0) при r ∈ N. (8)

Уравнения (5) и (6) содержат бесконечные сум-
мы, связанные с произвольным числом скачков
СМСП на интервале дискретизации наблюдений.
Следует отметить, что упомянутые суммы не могут
быть вычислены аналитически, что препятствует
непосредственной численной реализации (5) и (6).
Тем не менее для любой доверительной вероят-
ности β с помощью пуассоновского распределения
можно вычислить такое максимальное число скач-
ков s на временн‚ом отрезке длины h, превысить
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которое СМСП Zt может с вероятностью, не боль-
шей 1−β. Это соображение позволяет использовать
в (6) лишь конечное число слагаемых подобно то-
му, как это было сделано в [19] для аппроксимации
решения задачи фильтрации состояний МСП с ко-
нечным множеством состояний

Рассмотрим аналитическую аппроксимацию по-

рядка s оценки фильтрации ÷ψm
tk
(y | s), ограничивая

в выражении (6) бесконечную сумму числом s > 1:

ψ
m

tk
(y, x | s) =

=

N∑

n=1

s∑

r=0

∫

RM

�r(m, y, x |n, v) ÷ψn
tk−1
(v | s)νr(y, dv),

m = 1, N , (9)

÷ψm
tk
(y | s) = ψ

m

tk
(y,–ξk | s)

∑N

j=1

∫

RM

ψ
j

tk
(v,–ξk | s) dv

,

m = 1, N . (10)

Выражения (9) и (10) описывают условное рас-
пределениеZt относительно наблюдений при усло-
вии, что на [tk−1, tk) произошло не более s скачков
СМСП.

Рассмотрим показатель точности аналитиче-
ской аппроксимации на k-м шаге:

εk(s) ,
1

2

N∑

m=1

∫

RM

E
[∣∣∣ψ̂m

tk
(y)− ÷ψm

tk
(y | s)

∣∣∣
]
dy.

Данный показатель равен среднему расстоянию
полной вариации между условным распределени-
ем ψ̂ и его аппроксимацией ÷ψ.

Теорема 2. Показатель точности аналитической

аппроксимации s-го порядка ограничен сверху следу-

ющим образом:

εk(s) 6

6 1−
(
1− exp{h(λmax−λmin)}

(hλmax)
s+1

(s+ 1)!

)k

, (11)

где

λmax = max
i=1,N

|λii|; λmin = min
i=1,N

|λii| .

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2 приведено в прило-
жении 2.

Данное утверждение позволяет контролировать
точность применяемого численного алгоритма пу-
тем изменения числа учитываемых скачков s. На
практике шаг дискретизации наблюдений и интен-
сивности переходов обычно ограничены извест-
ными величинами. Таким образом, варьировать

можно параметр s, который предлагается выбирать
в соответствии с соотношением (11) для достиже-
ния компромисса между допустимой и требуемой
точностью оценивания, с одной стороны, и объ-
емом вычислительных затрат — с другой.

4 Численный пример

Продемонстрируем работу описанного алгорит-
ма на численном примере. Специальный МСП
имеет следующие параметры:

˜ =



−0,4 0,2 0,2
0,01 −0,06 0,05
0,15 0,1 −0,25


 ; p0 =



0,098
0,686
0,216


 ;

π1(y) ∼ R[0,2; 0,4];
π2(y) ∼ R[0,3; 0,5];
π3(y) ∼ R[0,4; 0,6].

Измерения ξ представлены следующей мо-
делью:

ξt =

t∫

0

√
Ys dws ∈ R

L.

Таким образом, полезный сигнал представлен ин-
тенсивностью шумов в наблюдениях. Отсутствие
коэффициента сноса осложняет оценивание, по-
этому данный пример можно считать вариантом
стрессового тестирования предложенного алгорит-
ма фильтрации, когда необходимо достичь прием-
лемой точности при наличии малоинформативных
наблюдений.

На рис. 1 представлены доступные наблюде-
ния–ξk, шаг дискретизации hobs = 2 ·10−3. Цветом
фона показано истинное состояние процесса θt.

Специальный МСП моделировался в непрерыв-
ном времени с помощью условного распределения
времени пребывания в текущем состоянии отно-
сительно предыдущего, а также условных вероят-
ностей переходов для процесса θ. Данный подход
позволяет обеспечить корректность эксперимента
в контексте аналитической аппроксимации.

Фильтрация проводилась с шагом дискретиза-
ции h¦lter = hobs, в алгоритме использовалась ана-
литическая аппроксимация порядка s = 1, резуль-
таты представлены на рис. 2 и 3.

Отметим относительно низкую точность оцени-
вания θ при удовлетворительном качестве оценива-
ния Y . Это явление обусловлено пересечением но-
сителей условных распределений πn(y), вследствие
чего даже при прямом наблюдении компоненты Y
невозможно однозначно восстановить состояние θ.
На интервале t ∈ [17,42; 22,64] реализация Yt рав-
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Рис. 1 Доступные наблюдения–ξ: 1 — θt = e1; 2 — e2; 3 — θt = e3; 4 —–ξt/–t; 5 — Yt

Рис. 2 Состояние θt (1) и его оценка ÷θt (2)

Рис. 3 Состояние Yt (1) и его оценка ÷Yt (2); 3 — θ = e1; 4 — e2; 5 — θ = e3
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Рис. 4 Состояние θt (1) и его оценка ÷θt (2) — случай непересекающихся носителей условных распределений Y

Рис. 5 Состояние Yt (1) и его оценка ÷Yt (2) — случай непересекающихся носителей условных распределений Y : 3 —
θ = e1; 4 — e2; 5 — θ = e3

на 0,47 и принадлежит пересечению носителей рас-
сматриваемых распределений, что приводит к ухуд-
шению точности оценивания θ на данном отрезке
времени.

На рис. 4 и 5 представлены результаты фильт-
рации СМСП при той же траектории θ, но
с распределениями π, сосредоточенными на не-
пересекающихся интервалах: π1(y) ∼ R[0,1; 0,3];
π2(y) ∼ R[0,3; 0,5]; π3(y) ∼ R[0,5; 0,7].

Полученные результаты демонстрируют, что
при пересекающихся носителях распределений πi

оценка компоненты θ может иметь посредственное
качество даже при высоком качестве оценивания
компоненты Y .

5 Заключение
В статье рассмотрена задача оптимальной

фильтрации СМСП по дискретизованным наблю-
дениям с мультипликативными шумами. Пред-
ставлены уравнения оптимальной нелинейной
фильтрации, описывающие динамику условной
плотности распределения.

Предложена аналитическая аппроксимация
условного распределения. Она построена при до-
полнительном предположении, что на интервалах
дискретизации произошло не более заданного чис-
ла скачков, определяющего порядок аппроксима-
ции. Приведена оценка точности аппроксимации
в зависимости от ее порядка, шага дискретизации
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и параметров системы. Данная оценка не учитыва-
ет погрешность приближенного вычисления инте-
гралов, что представляется предметом дальнейших
исследований.

Результаты работы могут применяться в раз-
личных прикладных задачах оценивания при нали-
чии дискретизованных наблюдений или при высо-
кочастотном потоке наблюдений, регистрируемых
в случайные моменты времени.

Полученные результаты расширяют класс задач
оптимальной фильтрации для скачкообразных сто-
хастических систем и могут быть использованы при
построении вычислительно эффективных алгорит-
мов оценивания в условиях дискретных наблюде-
ний.

Приложение 1

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Проведем доказательство
аналогично [17]. Рассмотрим выражения (7) и (8). Здесь
гауссовская плотностьN представляет собой распределе-
ние наблюдений при фиксированной траектории Zt (4).
Траектория описывается параметрами (r, eij , yj , uj) —
числом скачков на отрезке длины h, состояниями θ, зна-
чениями Y и временами пребывания в различных состо-
яниях. Проинтегрировав рассматриваемую плотность по
данным параметрам, заключаем, что �r(ir, yr, x | i0, y0)
представляет собой переходную плотность следующего
распределения:

P
(
Nθ

k = r,–ξk+1 ∈ B1, θtk+1 = eir ,

Ytk+1 ∈ B2 | θtk
= ei0 , Ytk

= y0
)
=

=

∫

B1

∫

B2

�r (ir, yr, x | i0, y0) dyrdx,

B1 ∈ B(RL), B2 ∈ B(RM ). (12)

Таким образом, выражение

∞∑

r=0

N∑

n=1

∫

RM

�r(m, y, x |n, v)ψ̂n
tk
(v) dv

представляет собой совместную плотность распределе-
ния (θtk+1 , Ytk+1 ,–ξk+1) относительно Ok.

Истинность формулы (5) следует из марковского
свойства системы наблюдения и вычисляется по извест-
ной совместной плотности состояния и наблюдения [17].
Теорема 1 доказана.

Приложение 2

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Обозначим
O0 = σ{∅,Ÿ} и введем события Hk

s =
=
{
Nθ
1 6 s, . . . , Nθ

k 6 s
}

, k ∈ N и H0s = Ÿ, заключа-
ющиеся в том, что на всех интервалах дискретизации
произошло не более s скачков СМСП Z.

Заметим, что ÷ψt0(y | s) = pm
0 π

0
m(y). Покажем при

помощи математической индукции, что меры, соответ-
ствующие плотностям ÷ψtk

, k = Z+, имеют вид:

÷ηk(A | s) = 1

P{Hk
s | Ok}

E
[
IA(Ztk

(ω))IHk
s
(ω) | Ok

]
=

=
P{Hk

s , Ztk
∈ A | Ok}

P{Hk
s | Ok}

. (13)

Достаточно доказать утверждение для множеств вида
e×A, где e ∈ S

N , A ∈ B(RM ).
База индукции: пусть k = 0, тогда в силу определе-

ния ÷ψm
t0(y | s), H0s и O0 имеет место следующая цепочка

равенств:

P{H0s , θt0 = em, Yt0 ∈ B | O0}
P{H0s | O0}

=

=
P{H0s , θt0 = em, Yt0 ∈ B}

P{H0s}
=

= P
{
H0s , θt0 = em, Yt0 ∈ B

}
= pm

0

∫

B

π0m(y) dy =

= P {θt0 = em, Yt0 ∈ B}
∫

B

÷ψm
t0(y | s) dy .

Шаг индукции: пусть для tk−1,k > 1, верно следующее
равенство:

P{Hk−1
s , θtk−1 = em, Ytk−1 ∈ B | Ok−1}

P{Hk−1
s | Ok−1}

=

=

∫

B

÷ψm
tk−1
(y | s) dy.

В силу (12) для всех C ∈ B(RL)

P{Nθ
k 6 s,Hk−1

s , θtk
=em, Ytk

∈B,–ξk∈C | Ok−1}
P{Hk−1

s | Ok−1}
=

=

s∑

r=0

N∑

n=1

∫

B

∫

C

∫

RM

�r(m, y, x |n, v)×

× ÷ψn
tk−1
(v | s)νr(y, dv)

︸ ︷︷ ︸
÷ηk−1({en}×dv)

dxdy. (14)

Из (14) следуют равенства

P{Hk
s , θtk

= em, Ytk
∈ B | Ok} =

=




s∑

r=0

N∑

n=1

∫

B

∫

RM

�r(m,y,–ξk |n, v)÷ηk−1({en}× dv)dy



/

/


∞∑

q=0

N∑

m′,n′=1

∫

RM

∫

RM

�q
(
m′, y′,–ξk |n′, v′

)
×

× ÷ηk−1({en′} × dv′)dy′


 ;
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P
{
Hk

s | Ok

}
= E

[
IH1s
(ω) | Ok

]
=

=




s∑

r=0

N∑

m,n=1

∫

RM

∫

RM

�r(m, y,–ξk |n, v)×

× ÷ηk−1({en} × dv)dy

)/

/


∞∑

q=0

N∑

m′,n′=1

∫

RM

∫

RM

�q
(
m′, y′,–ξk |n′, v′

)
×

× ÷ηk−1({en′} × dv′)dy′


 ,

из чего следует

P
{
Hk

s , θtk
= em, Ytk

∈ B | Ok

}

P
{
Hk

s | Ok

} =

=




s∑

r=0

N∑

n=1

∫

B

∫

RM

�r(m, y,–ξk |n, v)×

× ÷ηk−1 ({en} × dv) dy)

/

/


s∑

q=0

N∑

m′,n′=1

∫

RM

∫

RM

�q
(
m′, y′,–ξk |n′, v′

)
×

×÷ηk−1

(
{en′} × dv′

)
dy′



 =
∫

B

÷ψm
tk
(y | s) dy .

Таким образом, представление (13) справедливо.
Рассмотрим выражение

1

2

N∑

m=1

∫

RM

∣∣∣ψ̂m
tk
(y)− ÷ψm

tk
(y | s)

∣∣∣ dy.

Данный показатель, будучи метрикой полной вариации,
допускает эквивалентное определение:

1

2

N∑

m=1

∫

RM

∣∣∣ψ̂m
tk
(y)− ÷ψm

tk
(y | s)

∣∣∣ dy =

= sup
A

|P{Ztk
∈ A | Ok} − ÷ηk(A)| ,

где ÷ηk(A) — мера, определяемая плотностью
÷ψtk
(y | s), а супремум берется по множествам из 2S

N ×
× B(RM ).

Для всех A ∈ 2S
N × B(RM )

P{Ztk
∈ A | Ok} − ÷ηk(A) = E[IA(Ztk

) | Ok]−

− 1

P
{
Hk

s | Ok

} E[IA(Ztk
)IHk

s
(ω) | Ok] =

= E
[
IA(Ztk

)IHk
s
(ω) | Ok

]
+ E

[
IA(Ztk

)I
H

k
s
(ω) | Ok

]
−

− 1

P
{
Hk

s | Ok

} E
[
IA(Ztk

)IHk
s
(ω) | Ok

]
=

=
P
{
Hk

s | Ok

}

P
{
Hk

s | Ok

} E
[
IA(Ztk

)IHk
s
(ω) | Ok

]
+

+ E
[
IA(Ztk

)I
H

k
s
(ω) | Ok

]
−

− 1

P
{
Hk

s | Ok

} E
[
IA(Ztk

)IHk
s
(ω) | Ok

]
=

=
P
{
Hk

s | Ok

}
− 1

P
{
Hk

s | Ok

} E
[
IA(Ztk

)IHk
s
(ω) | Ok

]
+

+ E
[
IA(Ztk

)I
H

k
s
(ω) | Ok

]
=

= −
P
{
H

k

s | Ok

}

P
{
Hk

s | Ok

} E
[
IA(Ztk

)IHk
s
(ω) | Ok

]
+

+
P
{
H

k

s | Ok

}

P
{
H

k

s | Ok

} E
[
IA(Ztk

)I
H

k
s
(ω) | Ok

]
=

= P
{
H

k

s | Ok

}( 1

P
{
H

k

s | Ok

} E
[
IA(Ztk

)I
H

k
s
(ω) | Ok

]

︸ ︷︷ ︸
’η(A)

−

− 1

P
{
Hk

s | Ok

} E
[
IA(Ztk

)IHk
s
(ω) | Ok

])
.

Здесь’η(A) также является некоторой вероятностной ме-
рой.

Тогда имеет место следующая цепочка неравенств:

εk(s) = E
[
sup

A

|P {Ztk
∈ A | Ok} − ÷ηk(A)|

]
=

= E
[
sup

A

∣∣∣P
{
H

k

s | Ok

}
(÷ηk(A)−’η(A))

∣∣∣
]
=

= E
[
P
{
H

k

s | Ok

}
sup

A

|÷ηk(A)−’η(A)|
]

6

6 E
[
P
{
H

k

s | Ok

}]
= P

{
H

k

s

}
.

Ограничим P{Hk

s}. Для этого рассмотрим вероят-
ность следующего события:

P
(
Nθ

k > s+ 1
)

6 e−λminh
∞∑

r=s+1

(λmaxh)
r

r!
=

= e(λmax−λmin)h ζs+1

(s+ 1)!
,

где последнее равенство имеет место в силу теоремы
Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа, ζ ∈
∈ (0, λmaxh). Поэтому

P
(
Nθ

k > s+ 1
)

6 e(λmax−λmin)h (hλmax)
s+1

s+ 1
,
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откуда следует, что

P
{
H

k

s

}
6 1−

(
1− e(λmax−λmin)h (hλmax)

s+1

(s+ 1)!

)k

.

Теорема 2 доказана.
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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ОЦЕНОК ПАРАМЕТРОВ

ДИГАММА-РАСПРЕДЕЛЕНИЯ, ПОСТРОЕННЫХ ПО ВЫБОРКЕ

СО СЛАБО ЗАВИСИМЫМИ КОМПОНЕНТАМИ∗

А. А. Кудрявцев1, О. В. Шестаков2

Аннотация: Рассматривается дигамма-распределение, частные случаи которого представимы в виде
обобщенного гамма-распределения и обобщенного бета-распределения второго рода. Обосновывается
сильная состоятельность и доказывается асимптотическая нормальность оценок параметров дигам-
ма-распределения, полученных при помощи модифицированного метода моментов, основанного на
выборочных кумулянтах, в случае слабой зависимости компонент выборки. Рассматриваются оценки
трех неизвестных параметров (характеристического показателя, параметров формы и масштаба) при
фиксированных параметрах концентрации. Оценивание последних не рассматривается ввиду нетриви-
альности обращения полигамма-функций. Сформулированные утверждения относятся к ограниченному
набору значений оцениваемых параметров, однако могут быть с легкостью перенесены на общий слу-
чай при помощи алгоритма выбора оценок, подробно изложенного в предыдущих цитируемых работах
авторов. Доказательство основного утверждения базируется на достаточном условии слабой сходимости
функций от асимптотически нормальных векторов. Результаты статьи могут быть использованы для
широкого класса распределений, возникающих при описании процессов, для моделирования которых
используются распределения с неотрицательным неограниченным носителем.

Ключевые слова: слабая зависимость; оценивание параметров; дигамма-распределение; смешанные
распределения; метод моментов; кумулянты; асимптотическая нормальность
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1 Введение

Обобщенное гамма-распределение [1–3]
и обобщенное бета-распределение второго рода [4]
вместе с их частными видами зарекомендовали се-
бя удобными инструментами при моделировании
широкого класса объектов и явлений в случае, ко-
гда исследователь имеет дело с неотрицательными
неограниченными величинами. В работе [5] бы-
ло предложено новое распределение, обобщающее
перечисленные.

Определение 1. Будем говорить, что случай-
ная величина ζ имеет дигамма-распределение
DiG (r, ν, p, q, δ) с характеристическим показателем
r ∈ R и параметрами формы ν 6= 0, концентрации
p, q > 0 и масштаба δ > 0, если ее преобразование
Меллина задается соотношением

Mζ(z) =
δz• (p+ z/ν) • (q − rz/ν)

•(p)•(q)
,

p+
Re(z)
ν

> 0 , q − rRe(z)
ν

> 0 , (1)

где Re(z) — действительная часть комплексного
числа; •(z)— гамма-функция Эйлера:

•(z) =

∞∫

0

xz−1e−x dx .

При моделировании реальных явлений неиз-
бежно возникает задача оценивания неизвестных
параметров распределения по имеющимся ста-
тистическим данным. Моменты дигамма-рас-
пределения, как следует из (1), выражаются че-
рез немонотонные гамма-функции, а плотность
представляется в терминах специальных гам-
ма-экспоненциальной функции, функции Фокса
и функции Мейера [5, 6], что приводит к затруд-
нительности применения классических статисти-
ческих методов оценивания, таких как метод мо-
ментов и максимального правдоподобия. По этой
причине в [5] был предложен метод оценивания
параметров распределения (1), основанный на ло-
гарифмических кумулянтах. Родственные задачи
решались, например, в работах [7–9].

∗Статья подготовлена при финансовой поддержке Московского центра фундаментальной и прикладной математики (грант
Минобрнауки России № 075-15-2025-345).

1Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова, факультет вычислительной математики и кибернетики;
Московский центр фундаментальной и прикладной математики, aakudryavtsev@cs.msu.ru

2Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова, факультет вычислительной математики и кибернетики;
Московский центр фундаментальной и прикладной математики; Институт проблем информатики Федерального исследовательского
центра «Информатика и управление» Российской академии наук, oshestakov@cs.msu.ru

74



Асимптотические свойства оценок параметров дигамма-распределения, построенных по выборке

Также в ряде задач приходится рассматривать
выборку из зависимых компонент. Такие ситуа-
ции возникают, например, при анализе различных
геофизических процессов и анализе помех в ком-
муникационных каналах.

Пусть {Xi}i∈Z — стационарная в строгом смыс-
ле последовательность случайных величин, опре-
деленных на одном вероятностном пространстве
(Ÿ,F,P), и Fm

k — σ-алгебра, порожденная случай-
ными величинами Xi, k ≤ i ≤ m. Обозначим через
L2(Fm

k ) совокупность всех Fm
k -измеримых случай-

ных величин с конечными вторыми моментами.
Определим максимальный коэффициент корреля-
ции:

ρ(n) = sup
f,g

|corr (f, g)| ,

f ∈ L2(F0−∞), g ∈ L2(F∞n ), n > 0 . (2)

Условие ρ(n) −→ 0 при n → ∞ означает ослабе-
вание зависимости в последовательности {Xi}i∈Z

между «прошлым» и «будущим».
В статье показывается асимптотическая нор-

мальность оценок параметров дигамма-распреде-
ления, полученных при помощи модифицирован-
ного метода моментов. При этом предполагается,
что компоненты выборки, по которой строятся
оценки, слабо зависимы.

2 Построение оценок параметров

В данном разделе рассматривается основанный
на логарифмических кумулянтах метод оценивания
параметров r, ν и δ дигамма-распределения (1) при
фиксированных значениях параметров концентра-
ции p и q. Оценивание параметров p и q представ-
ляет собой отдельную проблему ввиду сложности
обращения полигамма-функции.

Приведем в качестве вспомогательных утвер-
ждения, опубликованные в [10]. В этой работе рас-
сматривался частный случай распределения (1) при
0 ≤ r < 1, что не умаляет общности результатов.

Для получения явного вида теоретических лога-
рифмических кумулянтов рассмотрим полигамма-
функции

ψ(z) =
d

dz
ln •(z), ψ(m)(z) =

dm+1

dzm+1 ln •(z),

m = 1, 2, . . .

Теоретические кумулянты случайной величины
ln ζ, где ζ ∼ DiG (r, ν, p, q, δ), имеют вид [5]:

κ1(r, ν, δ) = E ln ζ =
ν ln δ + ψ(p)− rψ(q)

ν
;

κm(r, ν) = (−i)m
dm

dym lnEζ
iy
∣∣∣
y=0
=

=
ψ(m−1)(p) + (−r)mψ(m−1)(q)

νm , m > 1 .

Моменты случайной величины ln ζ представи-
мы в виде [11]:

µm(r, ν, δ) ≡ E lnm ζ =

= Bm(κ1(r, ν, δ), κ2(r, ν), . . . , κm(r, ν)), (3)

где Bm — полный (экспоненциальный) полином
Белла, рекуррентно определяемый как

Bm+1(x1, . . . , xm+1) =

=
m∑

k=0

Ck
mBm−k (x1, . . . , xm−k)xk+1, B0 = 1 .

Точный вид необходимых соотношений, связыва-
ющих моменты и кумулянты, представлен в [11].

Для определения выборочных логарифмиче-
ских кумулянтов введем обозначение для выбороч-
ных логарифмических моментов случайной вели-
чины ζ:

Lm(X) =
1

n

n∑

i=1

lnmXi,

гдеX = (X1, . . . , Xn)— выборка из распределения ζ.
Обозначим l = (l1, l2, l3, l4). Рассмотрим функ-

ции

K1(l) ≡ K1(l1) =
l1
ψ(q)

;

K2(l) ≡ K2(l1, l2) =
l2 − l21
ψ′(q)

;

K3(l) ≡ K3(l1, l2, l3) =
l3 − 3l2l1 + 2l31

ψ′′(q)
;

K4(l) ≡ K4(l1, l2, l3, l4) =

=
l4 − 4l3l1 − 3l22 + 12l2l21 − 6l41

ψ′′′(q)
.

Определим статистики

K1(X) ≡ K1(L1(X));

K2(X) ≡ K2(L1(X), L2(X));

K3(X) ≡ K3(L1(X), L2(X), L3(X));

K4(X) ≡ K4(L1(X), L2(X), L3(X), L4(X)).

Заметим, что статистики ψ(m−1)(q)Km(X) пред-
ставляют собойm-е выборочные логарифмические
кумулянты дигамма-распределения.

Рассматриваемый метод оценивания неизвест-
ных параметров основан на решении системы урав-
нений для логарифмических кумулянтов:

κm(r, ν, δ) = ψ
(m−1)(q)Km(X), m = 1, 4 . (4)
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Для описания решения системы (4) введем в рас-
смотрение ряд функций от логарифмических куму-
лянтов с аргументами k = (k1, k2, k3, k4):

τ(k) ≡ τ(k2, k4) = φ
2
1k4 + φ3

(
k4 − k22

)
,

φm =
ψ(m)(p)

ψ(m)(q)
; (5)

D(k) ≡ D(k1, k2, k4) =

= exp

{
ψ(q)k1 +

ψ(q)R(k) − ψ(p)

V (k)

}
,

R(k) ≡ R(k2, k4) =

√
φ1k4 − k2

√
τ(k)

k22 − k4
,

V (k) ≡ V (k2, k4) =

√
φ1k2 −

√
τ(k)

k22 − k4
. (6)

Лемма 1. Пусть 0 ≤ r <
√
φ3/φ1 и ν > 0. При

фиксированных параметрах p и q распределения

GE (r, ν, p, q, δ) оценки

�r(X) = R(K2(X),K4(X));

�ν(X) = V (K2(X),K4(X));

�δ(X) = D(K1(X),K2(X),K4(X))





(7)

параметров r, ν и δ обладают свойством сильной

состоятельности.

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из непрерывности
функций (6) и доказанной в [12] теоремы 2, приме-
няемой к выборочным логарифмическим момен-
там.

Замечание 1. Как показано в работах [10, 13, 14],
система (4) может иметь различные решения в за-
висимости от области изменения параметров r и ν.
Алгоритм выбора нужного решения подробно опи-
сан в [10, 13]. В данной работе без ограничения
общности рассматривается единственный случай,
когда 0 ≤ r <

√
φ3/φ1 и ν > 0. Результаты статьи

с легкостью переносятся на остальные случаи ана-
логично работе [10].

3 Асимптотическая нормальность
оценок параметров
гамма-экспоненциального
распределения

Утверждения об асимптотической нормаль-
ности оценок (7) базируются на следующих лем-
мах [15].

Лемма 2. В Rn случайный вектор Xn сходится по

распределению к случайному вектору X, если и толь-

ко если каждая линейная комбинация компонент Xn

сходится по распределению к такой же линейной ком-

бинации компонент X .

Лемма 3. Предположим, что в Rk при n→ ∞
√
n(Tn1, . . . , Tnk) =⇒ N (µ,›) ,

где › — ковариационная матрица. Пусть действи-

тельная функция g(l) = g(l1, . . . , lk) имеет отличный

от нуля дифференциал в точке l = µ. Положим

d =

(
∂g

∂l1

∣∣∣∣
l=µ

, . . . ,
∂g

∂lk

∣∣∣∣
l=µ

)
.

Тогда
√
ng(Tn1, . . . , Tnk) =⇒ N(g(µ), d›dT ).

В дальнейших рассуждениях понадобятся про-
изводные функций (6), выраженные в терминах
функций φm и τ , заданных в (5). Заметим, что

Rk2(k) ≡
∂R

∂k2
(k2, k4) =

=
k4

(
φ21k

2
2 + τ(k) − 2φ1k2

√
τ(k)

)

2
(
k22 − k4

)3/2√
τ(k)

√
φ1k4 − k2

√
τ(k)

;

Rk4(k) ≡
∂R

∂k4
(k2, k4) =

= −
k2

(
φ21k

2
2 + τ(k) − 2φ1k2

√
τ(k)

)

4(k22 − k4)
3/2
√
τ(k)

√
φ1k4 − k2

√
τ(k)

;

Vk2(k) ≡
∂V

∂k2
(k2, k4) =

=
k2
(
φ21k4 + τ(k)

)
− φ1(k

2
2 + k4)

√
τ(k)

2(k22 − k4)
3/2
√
τ(k)

√
φ1k2 −

√
τ(k)

;

Vk4(k) ≡
∂V

∂k4
(k2, k4) =

= − φ21k
2
2 + τ(k)− 2φ1k2

√
τ(k)

4(k22 − k4)
3/2
√
τ(k)

√
φ1k2 −

√
τ(k)

;

Dk1(k) ≡
∂D

∂k1
(k1, k2, k4) =

= ψ(q) exp

{
ψ(q)k1 +

ψ(q)R(k)− ψ(p)

V (k)

}
;

Dk2(k) ≡
∂D

∂k2
(k1, k2, k4) =

= exp

{
ψ(q)k1 +

ψ(q)R(k)− ψ(p)

V (k)

}
×

× ψ(p)Vk2 (k) + ψ(q)Rk2(k)V (k)− ψ(q)R(k)Vk2 (k)

V 2(k)
;
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Dk4(k) ≡
∂D

∂k4
(k1, k2, k4) =

= exp

{
ψ(q)k1 +

ψ(q)R(k)− ψ(p)

V (k)

}
×

× ψ(p)Vk4(k) + ψ(q)Rk4 (k)V (k)− ψ(q)R(k)Vk4 (k)

V 2(k)
.

Используя формулу производной сложной
функции, получаем

∂R

∂l1
(l) = − 2l1

ψ′(q)
Rk2(K2(l),K4(l))−

− 4l3 − 24l2l1 + 24l
3
1

ψ′′′(q)
Rk4(K2(l),K4(l)); (8)

∂R

∂l2
(l) =

1

ψ′(q)
Rk2(K2(l),K4(l))−

− 6l2 − 12l
2
1

ψ′′′(q)
Rk4(K2(l),K4(l)); (9)

∂R

∂l3
(l) = − 4l1

ψ′′′(q)
Rk4(K2(l),K4(l)); (10)

∂R

∂l4
(l) =

1

ψ′′′(q)
Rk4(K2(l),K4(l)); (11)

∂V

∂l1
(l) = − 2l1

ψ′(q)
Vk2(K2(l),K4(l))−

− 4l3 − 24l2l1 + 24l
3
1

ψ′′′(q)
Vk4(K2(l),K4(l)); (12)

∂V

∂l2
(l) =

1

ψ′(q)
Vk2(K2(l),K4(l))−

− 6l2 − 12l
2
1

ψ′′′(q)
Vk4(K2(l),K4(l)); (13)

∂V

∂l3
(l) = − 4l1

ψ′′′(q)
Vk4(K2(l),K4(l)); (14)

∂V

∂l4
(l) =

1

ψ′′′(q)
Vk4 (K2(l),K4(l)); (15)

∂D

∂l1
(l) =

1

ψ(q)
Dk1(K1(l),K2(l),K4(l))−

− 2l1
ψ′(q)

Dk2(K1(l),K2(l),K4(l))−

− 4l3 − 24l2l1 + 24l
3
1

ψ′′′(q)
Dk4(K1(l),K2(l),K4(l)); (16)

∂D

∂l2
(l) =

1

ψ′(q)
Dk2(K1(l),K2(l),K4(l))−

− 6l2 − 12l
2
1

ψ′′′(q)
Dk4(K1(l),K2(l),K4(l)); (17)

∂D

∂l3
(l) = − 4l1

ψ′′′(q)
Dk4(K1(l),K2(l),K4(l)); (18)

∂D

∂l4
(l) =

1

ψ′′′(q)
Dk4(K1(l),K2(l),K4(l)). (19)

Введем следующие обозначения, чтобы сфор-
мулировать утверждение об асимптотической нор-
мальности оценок параметров r, ν и δ при фикси-
рованных параметрах концентрации p и q. Пусть

dR =

(
∂R

∂l1
(l)

∣∣∣∣
l=µ

,
∂R

∂l2
(l)

∣∣∣∣
l=µ

,

∂R

∂l3
(l)

∣∣∣∣
l=µ

,
∂R

∂l4
(l)

∣∣∣∣
l=µ

)
; (20)

dV =

(
∂V

∂l1
(l)

∣∣∣∣
l=µ

,
∂V

∂l2
(l)

∣∣∣∣
l=µ

,

∂V

∂l3
(l)

∣∣∣∣
l=µ

,
∂V

∂l4
(l)

∣∣∣∣
l=µ

)
; (21)

dD =

(
∂D

∂l1
(l)

∣∣∣∣
l=µ

,
∂D

∂l2
(l)

∣∣∣∣
l=µ

,

∂D

∂l3
(l)

∣∣∣∣
l=µ

,
∂D

∂l4
(l)

∣∣∣∣
l=µ

)
, (22)

где частные производные ∂R/∂lk(l), ∂V/∂lk(l)
и ∂D/∂lk(l) определены в (8)–(19), а µ =
= (µ1, µ2, µ3, µ4)— вектор моментов (3).

Обозначим

Qs,t(m) = cov
(
lnsXn, ln

t Xn+m

)
=

= E lnsXn ln
tXn+m − µsµt, s, t = 1, 4 .

Всюду далее предполагается, что ряд
∑∞

n=1 ρ(n),
где ρ(n) определены в (2), сходится. В этом слу-
чае существует положительно полуопределенная
спектральная матрица [16, 17]

›λ = 2π




f1,1(λ) f1,2(λ) f1,3(λ) f1,4(λ)
f1,2(λ) f2,2(λ) f2,3(λ) f2,4(λ)
f1,3(λ) f2,3(λ) f3,3(λ) f3,4(λ)
f1,4(λ) f2,4(λ) f3,4(λ) f4,4(λ)


 , (23)

где

fs,t(λ) =
1

2π

∑

m

e−imλQs,t(m), s, t = 1, 4 ,

непрерывны и ограничены. Ввиду четностиQs,t(m)

fs,t(λ) =
1

2π

∑

m

e−imλQs,t(m) =

=
1

2π

∑

m

eimλQs,t(m) =
1

2π

∑

m

cos(mλ)Qs,t(m) =

=
1

2π

(
Qs,t(0) + 2

∞∑

m=1

cos(mλ)Qs,t(m)

)
.

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 20 выпуск 2 2026 77



А. А. Кудрявцев, О. В. Шестаков

Сформулируем утверждения об асимптотиче-
ской нормальности оценок (7) при фиксированных
параметрах концентрации p и q.

Теорема 1. Пусть 0 ≤ r <
√
φ3/φ1 и ν > 0. Пред-

положим, что спектральная матрица›0 в (23) поло-

жительно определена. Тогда при n → ∞ оценки (7)
неизвестных параметров r, ν и δ асимптотически

нормальны:

√
n
�r(X)− r√
dR›0dTR

=⇒ N(0, 1);

√
n
�ν(X)− ν√
dV ›0dTV

=⇒ N(0, 1);

√
n
�δ(X)− δ√
dD›0dTD

=⇒ N(0, 1),

где матрица ›0 и векторы dR, dV и dD задаются
соотношениями (23) и (20)–(22) соответственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем асимптотиче-
скую нормальность вектора из выборочных ло-
гарифмических моментов L(X) = (L1(X), L2(X),
L3(X), L4(X)). Для этого рассмотрим вектор α =
= (α1, α2, α3, α4) и линейную комбинацию

Zi(α) =
4∑

m=1

αm ln
mXi,

4∑

m=1

α2m > 0 .

Найдем дисперсию нормированной суммы таких
линейных комбинаций. Имеем

D
1

n

n∑

i=1

Zi(α) = D
4∑

m=1

αmLm(X) = α›
′(n)αT.

Здесь

›′(n) =




σ1,1(n) σ1,2(n) σ1,3(n) σ1,4(n)
σ1,2(n) σ2,2(n) σ2,3(n) σ2,4(n)
σ1,3(n) σ2,3(n) σ3,3(n) σ3,4(n)
σ1,4(n) σ2,4(n) σ3,4(n) σ4,4(n)


 ,

где σs,s(n) = DLs(X); σs,t(n) = cov (Ls(X), Lt(X))
при s < t, s, t = 1, 4.

При n→ ∞ [17]

nσs,t(n) −→ 2πfs,t(0), s, t = 1, 4 .

Таким образом, из (23) при λ = 0 имеем

nD
1

n

n∑

i=1

Zi(α) −→ α›0α
T.

Поскольку матрица›0 положительно определе-
на и ряд

∑∞
n=1 ρ(n) сходится, имеем [17]

(1/n)
∑n

i=1
Zi(α)− E(1/n)

∑n

i=1
Zi(α)

√
D(1/n)

∑n

i=1
Zi(α)

=⇒

=⇒ N(0, 1).

Следовательно, по лемме 2 получаем для вектора
выборочных логарифмических моментов

√
nL(X) =⇒ N(µ,›0), n→ ∞,

где µ = (µ1, µ2, µ3, µ4) — вектор теоретических ло-
гарифмических моментов.

Кроме того, в условиях теоремы компоненты
вектора dR, определенного в (20), конечны и функ-
ция R(k2, k4) = R(K2(l),K4(l)) имеет в точке l = µ
отличный от нуля дифференциал.

Таким образом, выполнены все условия лем-
мы 3. Следовательно,

√
nR(K2(X),K4(X)) =⇒

=⇒ N
(
R(K2(µ),K4(µ)), dR›0d

T
R

)
,

что завершает доказательство для оценки характе-
ристического показателя r.

Полностью аналогично доказываются утвер-
ждения теоремы об асимптотической нормаль-
ности оценок �ν(X) и �δ(X) параметров формы ν
и масштаба δ. Теорема доказана.
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Abstract: The paper considers the digamma distribution, special cases of which can be represented as a generalized
gamma distribution and a generalized beta distribution of the second kind. The strong consistency and asymptotic
normality of digamma distribution parameter estimates obtained using a modified method of moments based
on sample cumulants are proved in the case of weakly dependent sample components. Estimates of three
unknown parameters (the characteristic exponent, shape parameters, and scale parameters) are considered for fixed
concentration parameters. Estimation of the latter is not considered due to the nontrivial nature of the inversion of
polygamma functions. The formulated statements pertain to a limited set of values of the estimated parameters;
however, they can be easily extended to the general case using an estimation algorithm detailed in the authors’
previous cited papers. The proof of the main statement is based on a sufficient condition for weak convergence
of functions of asymptotically normal vectors. The results of this paper can be used to describe a wide class of
distributions arising in the description of processes modeled by distributions with nonnegative, unbounded support.
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ПОИСК АНОМАЛИЙ В СЕТЕЦЕНТРИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

УПРАВЛЕНИЯ

А. А. Грушо1, Н. А. Грушо2, М. И. Забежайло3, А. А. Зацаринный4, В. О. Писковский5

Аннотация: Применение сетецентрических технологий в системах управления и поддержки принятия
решений определяется концепцией развития управления и контроля периферийных узлов сетецентри-
ческой системы (СЦС), а также условиями обеспечения информационной безопасности. Вопросы
безопасности в СЦС имеют целый ряд специфических особенностей. Главную цель Центра в СЦС
можно описать как управляющую причину, состоящую из свойств, которые в конечном итоге порождают
действия во всей системе. Управляющая причина объединяет в себе множество свойств. Они определяют
параметры подчиненных узлов СЦС, служащих одновременно производными причинами. Рассмотрены
проблемы мониторинга аномалий в СЦС при выполнении основной задачи, поставленной Центром для
периферийных узлов. Выделены три типа аномалий: (1) искажение свойств следствий производных при-
чин, порождающих действия по выполнению планов Центра; (2) наличие препятствий при выполнении
узлами действий в интересах Центра; (3) повышенный расход ресурсов, что может привести к замедлению
или остановке выполнения на удаленном узле действий в интересах Центра. Наибольшие сложности
связаны с выявлением аномалий первого типа.

Ключевые слова: информационная безопасность; сетецентрические системы; аномалии; выявление
аномалий
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1 Введение
В настоящее время в мировой практике раз-

работки и развития информационно-управляющих
систем получает широкое распространение кон-
цепция СЦС. В СССР Н. В. Огарков [1] фактически
придумал концепцию сетецентрической войны. Но
первыми к массовой разработке и практическо-
му осуществлению этой концепции приступили
в США в 1990-х гг. При этом американцы пря-
мо признают авторство Н. В. Огаркова.

Сетецентрический подход естественным обра-
зом наследует активно используемые еще в про-
граммно-целевом методе планирования и управ-
ления [2] идеи последовательного разворачивания
цели в иерархию подцелей вплоть до уровня ис-
полнимых мероприятий, что позволяло обратным
«проходом» по построенному сетецентрическому
графу формировать план и программу достижения
поставленной глобальной цели. Аналогичные со-
ображения лежат и в основе механизма планирова-
ния в области управления проектами [3].

Широкое применение сетецентрических техно-
логий в системах управления и поддержки приня-
тия решений во многом определяется концепцией
развития системы управления и контроля перифе-

рийных узлов СЦС, формирования непротиворе-
чивой управленческой деятельности органов управ-
ления, условиями обеспечения информационной
безопасности [4].

Вопросы безопасности в сетецентрических сис-
темах имеют целый ряд специфических особенно-
стей [5]. Заметим, что в работах по программно-
целевому методу планирования и управления
вопросы безопасности фактически не поднима-
лись, хотя они имеют ту же природу, что и в СЦС
управления. Рассмотрим одну из таких особенно-
стей. Анализ данных мониторинга информацион-
ной безопасности основывается на обнаружении
аномалий в «нормальном» процессе работы инфор-
мационной системы. Собственно «природа» ано-
малий в СЦС порождает такие же задачи, которые
аналогичны тем, что характерны и для идентифика-
ции аномалий в системах управления, реализующих
программно-целевой метод.

Поскольку СЦС представляет собой управля-
ющую систему, то в подчиненные ветви передаются
задания для каждого периферийного узла, которые
в совокупности реализуют главную идею, разрабо-
танную в управляющей системе (Центр). Поэто-
му необходимо построить модель, позволяющую

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, grusho@yandex.ru
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, info@itake.ru
3Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, m.zabezhailo@yandex.ru
4Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, AZatsarinny@ipiran.ru
5Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, vpvp80@yandex.ru
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Поиск аномалий в сетецентрических системах управления

в Центре отслеживать правильное развитие идеи
Центра и сформировать признаки аномалий.

Механизм управления в СЦС может быть опи-
сан в терминах причинно-следственных взаимо-
связей разработанной в Центре главной идеи с за-
даниями, которые следует исполнять вдоль всей
иерархии периферийных узлов сетевой управля-
ющей системы. При этом задачи, требующие реше-
ния при движении вниз по этой управленческой ие-
рархии, можно рассматривать как последовательно
возникающие следствия из задач, актуальных для
предыдущих узлов. Критически значимую роль
для корректной работы такой системы реализации
следствий главной идеи Центра играют идентифи-
кация и устранение возможных аномалий в штат-
ном режиме такого «разворачивания» следствий.

Графические представления для систем причин-
но-следственных связей в анализируемых данных
активно используются уже несколько десятилетий
(см., например, [6, 7]). При этом не менее дол-
гую историю имеет использование так называемых
контрафактуальных рассуждений [8], позволяющих
идентифицировать факторы, которые действитель-
но оказывают влияние на изучаемый эффект.
В настоящее время графические представления —
активно используемый инструментарий причинно-
следственного анализа данных (см., например, [9–
11]).

Особая роль в использовании восстанавлива-
емых из данных причинно-следственных зависи-
мостей отводится процедурам интеграции (data
fusion) анализируемых данных [12], а также объяс-
нения порождаемых в процессе их анализа выводов
и заключений (см., например, [13, 14]), причем при
формировании объяснений подход на базе причин-
но-следственных зависимостей позволяет избежать
ряда коллизий, характерных для некоторых других
популярных подходов [15].

Сегодня подход на основе причинно-следствен-
ных связей активно используется в широком спект-
ре приложений в системах поддержки принятия ре-
шений [16], а также различных рекомендательных
системах [17, 18]. Высокую результативность этот
подход демонстрирует и в таких специальных обла-
стях, как противодействие мошенничеству в фи-
нансовой сфере [19] и кибербезопасность [20].

2 Математическая модель
аномалий

Определим конечное множество характеристик,
из которых строятся конечные множества, которые
будем называть свойствами. Описание СЦС удоб-
но вести на языке свойств. В свою очередь, свой-

ства могут порождать действия, причиной которых
они служат. Простейшие причинно-следственные
связи определяются так, что причина детермини-
рованно порождает следствия, если существует фи-
зическая связь причины и следствия. Действия
можно рассматривать как последовательность ко-
нечной длины из свойств, порожденных причиной.

Главную идею Центра можно описать как управ-
ляющую причину, состоящую из свойств, которые
в конечном итоге порождают действия во всей сис-
теме. Управляющая причина состоит из множества
отдельных свойств, которые сами служат причина-
ми множеств свойств подчиненных узлов СЦС, слу-
жащих одновременно производными причинами.
Таким образом, подчиненными узлами управляют
производные причины, которые вместе с главной
причиной представляют собой транзитивные при-
чины [21, 22]. Поэтому можно считать, что свойства
производных причин являются также следствиями
главной причины. В периферийных узлах фор-
мируются свойства, которые являются следствия-
ми производных причин и представимы в языках
каждого узла. (Упрощенная постановка аналогич-
ной задачи рассматривалась в задаче анализа Big
Data при поиске инсайдера [23]. Однако систе-
ма взаимодействия Центра с узлами здесь не рас-
сматривалась, т. е. общая постановка задачи была
другой.) Эти свойства порождают действия, кото-
рые реализуют часть действий Центра, касающихся
каждого узла. Для контроля за развитием событий
Центр мониторит эти действия путем сбора инфор-
мации о следствиях производных причин. (В ра-
боте [24] уже рассматривалась аналогичная, однако
более простая схема подобных действий.) Это дает
возможность отслеживать следствия порожденных
в узлах производных причин непосредственно ме-
ханизмами Центра. Очевидно, что при хорошей
защищенности периферийного узла и его связи
с Центром по данным мониторинга противоречия
между главной причиной и свойствами производ-
ных причин невозможны (свойство транзитивных
причинно-следственных связей). Однако реаль-
но в периферийных узлах свойства, являющиеся
одновременно следствиями как главных, так и про-
изводных причин, могут искажаться [9, 10, 25, 26].
Тогда искаженные свойства производных причин
должны выявляться как механизмами мониторинга
производных причин, так и механизмами монито-
ринга Центра. Это важно, так как указанные след-
ствия порождают действия, необходимые Центру.
Мониторинг следствий производных причин дол-
жен выявлять различия правильных следствий про-
изводных причин и их искажения.

В таком различии появление информации об ис-
кажении следствий производных причин появляет-
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ся в центре безопасности СЦС, т. е. в таком случае
появляется противоречие действий узлов с кон-
цепцией Центра, или присутствие противоречий
в следствиях производных причин с главной при-
чиной в Центре. Это один тип аномалий в СЦС.

Появление таких аномалий имеет следующую
природу. В локальных узлах могут возникать свои
локальные причины, свойства которых могут воз-
действовать на свойства производных причин. На-
пример, могут изымать характеристики в свойствах
производных причин и тем самым не давать ре-
ализовать действия, которые должны порождать-
ся производными причинами. Тогда искажения
свойств следствий производных причин появляют-
ся в ходе мониторинга правильных свойств и возни-
кает аномалия указанного типа. Аномалии требуют
дополнительных исследований на предмет возмож-
ной враждебности их свойств.

Другим вариантом аномалии могут стать дей-
ствия, порожденные локальными причинами в уз-
лах и конфликтующие с действиями, порожден-
ными производными причинами. Однако такие
конфликтующие действия могут быть только пре-
пятствиями на пути развития действий, порож-
денных производными причинами. Отслежива-
ние таких аномалий возможно только при наличии
механизмов выявления торможения действий или
помех порожденными производными причинами.
Но такой механизм может быть также встроен
в свойства, порождающие легальные действия.
Поскольку мешающие действия обязательно за-
медляют действия, порожденные производными
причинами, то такие аномалии можно выявлять
измерением времени действия. Для этого в свой-
ствах производных причин маркируется время стар-
та действия и его длительность (или метки времени
определенных этапов действия). Эта информация
должна входить в данные мониторинга. Замедле-
ния, превышающие пороги, означают аномалию
второго типа.

3 Алгоритмы поиска аномалий

Аномалии первого типа порождаются искаже-
нием свойств производных причин. Если в Центре
создана база данных свойств производных причин,
то мониторинг свойств производных причин мож-
но проводить сравнением свойств в указанной базе
данных со свойствами производных причин, полу-
ченных с помощью мониторинга. Отсюда следует
следующее утверждение.

Утверждение 1. Алгоритм выявления искаженных

свойств производных причин в Центре может быть

построен на основе сравнения «плана» и «факта»

в разворачивании графа причинно-следственных свя-

зей в СЦС.

Недостаток этого алгоритма — его сложность.
Хотя сравнение (так называемый мэтчинг) записей
«плана» и «факта» в базе данных (БД) — поли-
номиально-сложная процедура, при больших раз-
мерах сравниваемых файлов требуются процедуры
оптимизации и сокращения перебора вариантов.
Поэтому при построении безопасности СЦС це-
лесообразно построить систему тестов, ориенти-
рованную на группы свойств производных при-
чин, снижающие сложность перебора свойств
с помощью БД [27]. Примером такого тестирования
могут служить действия, порожденные производ-
ными причинами. В самом деле, такое сокращение
возможно при порождении действий на удаленных
узлах с помощью производных причин. Работа
теста в этом случае основана на получении уз-
лом результатов цифрового моделирования начала
действий с правильными свойствами, т. е. необхо-
димо предварительное создание цифрового «двой-
ника», на котором моделируются действия, порож-
даемые свойствами производных причин. При этом
выявленные с помощью цифровых «двойников»
неправильно развивающиеся действия означают
аномалию в виде наличия искаженных свойств, ко-
торые требуют проведения в Центре более сложного
анализа на предмет выявления первопричин ано-
малии этого типа. Использование цифровых «двой-
ников» позволяет использовать интеллектуальный
анализ данных и машинное обучение в процессе
поиска аномалий. Скорость выявления аномалий
первого типа напрямую связана с машинным обуче-
нием работы цифровых «двойников». В частности,
такие задачи можно решать с помощью технологий
искусственных нейронных сетей.

Выявление аномалий второго типа можно орга-
низовать с помощью меток времени, как это было
отмечено выше.

Утверждение 2. Аномалии второго типа эффективно

выявляются с помощью меток времени.

4 Ресурсное обеспечение

Признаки, сходные с аномалиями, могут по-
явиться, если реализация действий упирается в де-
фицит ресурсов для их реализации. Такая ситуация
может возникнуть, например, когда на локальном
узле самостоятельно формируют дополнительные
действия для реализации поставленных Центром
задач. Дефицит ресурсов может проявиться не сра-
зу. Однако мониторинг недостатка ресурсов также
может быть выявлен с помощью меток времени,
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которые показывают торможение или остановку
действий. При этом решение проблемы недостатка
ресурсов может занять много времени и негатив-
но воздействовать на реализацию главной цели.
Поэтому расход ресурсов необходимо отслеживать
постоянно и с помощью цифрового двойника вы-
числять прогноз на период времени, необходимый
для пополнения ресурсов.

5 Заключение

В работе рассмотрены проблемы мониторинга
аномалий в СЦС при выполнении основной за-
дачи, поставленной Центром для периферийных
узлов. Выделены три типа аномалий:

(1) искажение свойств следствий производных
причин, порождающих действия по выпол-
нению планов Центра;

(2) наличие препятствий при выполнении узлами
действий в интересах Центра;

(3) повышенный расход ресурсов, что может при-
вести к замедлению или остановке выполне-
ния действий на удаленном узле в интересах
Центра.

Наибольшие сложности связаны с выявлением
аномалий первого типа. Для решения подобных
задач предложено создание цифрового двойника
действий, порожденных главной причиной, кото-
рый служит тестом правильного развития событий.
Реализация этого решения требует применения тех-
нологий машинное обучения и нейронных сетей
для быстрого анализа развития действий.

Аналогичные проблемы возникают с постро-
ением прогноза использования ресурсов в действи-
ях узлов СЦС.

Выявление аномалий недостаточно для выявле-
ния первопричин нарушений выполнения задач,
порожденных действиями в интересах главной при-
чины [28]. Анализ данных для выявления перво-
причин представляется самостоятельной сложной
задачей.
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Abstract: The use of network-centric technologies in control and decision support systems is determined by the
concept of development of control and monitoring of peripheral nodes of the network-centric system (SCS) and
the conditions for ensuring information security. Security issues in SCS have a number of specific features. The
main goal of the Center can be described as a controlling cause consisting of properties that ultimately generate
actions throughout the system. The control cause consists of a plurality of separate properties which themselves
serve as the causes for sets of properties of slave SCS nodes functioning simultaneously as derived causes. The
paper discusses problems of monitoring anomalies in the SCS when performing the main task set by the Center
for peripheral nodes. Three types of anomalies were identified: (i) distortion of the properties of the consequences
of derivative causes that give rise to actions to implement the plans of the Center; (ii) presence of obstacles when
performing actions by nodes in the interests of the Center; and (iii) increased resource consumption which may
slow down or stop the execution of actions at the remote node in the interests of the Center. The greatest difficulties
are associated with the identification of anomalies of the first type.
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ИССЛЕДОВАНИЕ СИСТЕМЫ M/G/1

С СОБЫТИЙНО-ЗАВИСИМЫМИ ИНТЕНСИВНОСТЯМИ

ПОСТУПЛЕНИЯ В УСЛОВИЯХ КРИТИЧЕСКОЙ ЗАГРУЗКИ∗

А. К. Берговин1, В. Г. Ушаков2

Аннотация: Изучена одноканальная система массового обслуживания с неограниченным числом мест для
ожидания и произвольным распределением времени обслуживания, в которой интенсивность пуассонов-
ского входящего потока зависит от последнего события в системе: поступления заявки или завершения
обслуживания. Входящие потоки такой структуры позволяют моделировать ситуацию, в которой пове-
дение входящего потока зависит от функционирования системы. В качестве математического аппарата
исследования используется метод дополнительных компонент, с помощью которого было найдено рас-
пределение числа требований в системе в нестационарном режиме, а как следствие — и в стационарном.
В силу того что большинство реальных систем оказываются высоконагруженными, возникает необхо-
димость исследовать характеристики системы в условиях критической загрузки, поэтому вторая часть
работы посвящена этой задаче. По результатам исследования поведения длины очереди в условиях
критической загрузки найдено предельное распределение числа требований в системе в явном виде.

Ключевые слова: пуассоновский поток; событийно-зависимая интенсивность; длина очереди; метод
дополнительных компонент; критическая загрузка
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1 Введение
В условиях современного телекоммуникацион-

ного рынка клиенты часто сталкиваются с очередя-
ми при подключении к различным сервисам, будь
то линии технической поддержки, онлайн-сервисы
или обработка запросов в мобильных приложениях.
В этих случаях пользователи принимают решение:
присоединиться к очереди или отказаться от обслу-
живания. Основными факторами, влияющими на
выбор пользователя, выступают как длина очереди,
так и особенности предоставляемых услуг, а также
временн‚ые характеристики обслуживания. В ре-
альных условиях клиенты часто ориентируются на
последние наблюдаемые события, такие как завер-
шение обслуживания предыдущего запроса или по-
ступление нового. Эти события оказывают значи-
тельное влияние на восприятие времени ожидания
и могут влиять на решение о продолжении ожи-
дания. В частности, последняя информация о за-
вершении обслуживания или поступлении нового
запроса может создавать у клиента иллюзию того,
что система работает быстрее или медленнее, чем
это соответствует действительности. Например,
если клиент наблюдает, что после завершения об-

служивания очередь быстро сокращается, он может
предположить, что система работает эффективно,
и, следовательно, принять решение о присоедине-
нии к очереди. В то же время, если завершение
обслуживания вызвало временное увеличение оче-
реди, пользователь может решить, что дальнейшее
ожидание будет длительным и отказаться от присо-
единения. Этот феномен связан с когнитивными
искажениями в принятии решений, когда послед-
нее событие воспринимается как основа для оцен-
ки качества системы обслуживания, что может быть
далеко от реальной картины. Для систем массово-
го обслуживания, включая телекоммуникационные
сервисы, важно понимать влияние таких искаже-
ний на поведение клиентов, поскольку это может
существенно повлиять на их восприятие качества
и решение о дальнейшем участии в процессе обслу-
живания. Несмотря на то что наблюдаемые события
(например, время обслуживания или число обслу-
женных клиентов) могут не быть объективными
индикаторами качества, они оказывают значитель-
ное влияние на восприятие системы.

Данное исследование посвящено анализу такого
поведения клиентов в системах массового обслужи-

∗Статья подготовлена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования в рамках программы Московского
центра фундаментальной и прикладной математики по Соглашению № 075-15-2025-345.

1Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова, кафедра математической статистики; Московский центр
фундаментальной и прикладной математики, alexey.bergovin@gmail.com

2Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова, кафедра математической статистики; Федеральный
исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, vgushakov@mail.ru
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вания, где решение о присоединении или отказе от
очереди зависит от последнего наблюдаемого собы-
тия, будь то завершение обслуживания или поступ-
ление нового запроса. Система, аналогичная рас-
сматриваемой, была изучена методом вложенных
цепей Маркова в [1]. Данная статья использует дру-
гой математический аппарат для изучения распре-
деления системы — метод дополнительных компо-
нент, таким образом удается найти распределение
в нестационарном режиме. Исследованию систем
с зависимыми от событий параметрами посвяще-
но достаточно много работ (см., например, [2–4]).
Исследования [5–11], в свою очередь, демонстри-
руют другие возможные подходы к решению схо-
жих задач. Второй результат работы — изучение
поведения длины очереди в условиях критической
загрузки системы. Рассматриваемая постановка за-
дачи о критической загрузке восходит к работе [12],
примером исследования служит [13].

2 Описание модели.
Вспомогательные результаты

Рассматривается однолинейная система массо-
вого обслуживания с неограниченным числом мест
для ожидания. Входящий поток требований —
пуассоновский с интенсивностью a1 или a2 в за-
висимости от того, какое событие было послед-
ним: поступление или завершение обслуживания
требования. Длительности обслуживания требо-
ваний независимые и одинаково распределенные
случайные величины (СВ) с функцией распределе-
ния (ФР) B(x) и плотностью распределения b(x)
соответственно.

Введем следующие случайные процессы:

L(t) — число требований в системе в момент
времени t;

x(t) — время, прошедшее с начала обслужи-
вания требования, находящегося на приборе
в момент t;

j(t)=

{
1, если интенсивность потока равна a1;

2, если интенсивность потока равна a2.

Будем предполагать, что в начальный момент
времени t = 0 система свободна, а интенсивность
входящего потока равна a2.

Пусть

Pj(n, x, t)=
d

dx
P(L(t)=n, x(t) < x, j(t) = j), n > 1 ,

P0j(t) = P(L(t) = 0, j(t) = j) ,

pj(z, x, s) =

∞∑

n=1

zn

∞∫

0

e−stPj(n, x, t) dt ,

p0j(s) =

∞∫

0

e−stP0j(t) dt ,

p(z, s) =

∞∑

n=0

zn

∞∫

0

e−st
P(L(t) = n) dt ,

β(s) =

∞∫

0

e−st dB(t) , βk =

∞∫

0

tk dB(t) , η(x) =

=
b(x)

1−B(x)
, δij =

{
1, если i = j;

0, если i 6= j,

ρ = 1− a1β1 + (1− β(a2))
(
a1a
−1
2 − 1

)
.

Лемма 1. Уравнение

z = β(s+ a2) +

+
a2z

a1 − a1z − a2
(β(s+ a2)− β(s+ a1 − a1z))

имеет единственное решение z = π(s), |π(s)| 6 1 при

Re s > 0. Если ρ > 0, то π(+0) = 1, в противном

случае π(+0) < 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Доказательство леммы ана-
логично доказательству леммы 1 в [14, гл. 4, § 1].

3 Основные результаты

Теорема 1.

p(z, s) = p02(s) +
1− β(s+ a1 − a1z)

s+ a1 − a1z
p1(z, 0, s) +

+

(
a2z

a1 − a1z − a2

(
1− β(s+ a2)

s+ a2
−

− 1−β(s+a1−a1z)
s+a1−a1z

)
+
1−β(s+a2)

s+a2

)
p2(z, 0, s),

где

p1(z, 0, s) = a2zp02(s);

p2(z, 0, s) =

(
1− z−1β (s+ a2)−

− a2
a1 − a1z − a2

(β(s+ a2)− β(s+ a1 − a1z))

)−1
×

× (1− (s+ a2 − a2β(s+ a1 − a1z)) p02(s)) ;

p02(s) = (s+ a2 − a2β(s+ a1 − a1π(s))
−1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Прямые уравнения Кол-
могорова для марковского случайного процесса
(L(t), x(t), j(t)) имеют вид:

∂P1(n, x, t)

∂t
+
∂P1(n, x, t)

∂x
=−(a1+η(x))P1(n, x, t)+

+ (1− δn1) (P1(n− 1, x, t)a1 + P2(n− 1, x, t)a2) ,
∂P2(n, x, t)

∂t
+
∂P2(n, x, t)

∂x
= −(a2 + η(x))P2(n, x, t),

P1(n, 0, t) = δn1P02(t)a2,

P2(n, 0, t) =

∞∫

0

P2(n+ 1, x, t)η(x) dx +

+

∞∫

0

P1(n+ 1, x, t)η(x) dx,

dP02(t)

dt
= −a2P02(t) +

∞∫

0

P2(1, x, t)η(x) dx +

+

∞∫

0

P1(1, x, t)η(x) dx, P01(t) = 0.

Отсюда

∂p1(z, x, s)

∂x
= − (s+ a1 − a1z + η(x)) ×

× p1(z, x, s) + a2zp2(z, x, s), (1)

∂p2(z, x, s)

∂x
=

= − (s+ a2 + η(x)) p2(z, x, s) + a2zp2(z, x, s), (2)

p1(z, 0, s) = a2zp02(s), (3)

p2(z, 0, s) = z
−1
∞∫

0

p1(z, x, s)η(x) dx +

+ z−1
∞∫

0

p2(z, x, s)η(x) dx + 1− (s+ a2)p02(s). (4)

Общее решение системы уравнений (1), (2) имеет
вид:

p1(z, x, s)=(1−B(x))
(

a2z

a1 − a1z − a2

(
e−(s+a2)x −

− e−(s+a1−a1z)x
)
p2(z, 0, s) +

+ e−(s+a1−a1z)xp1(z, 0, s)

)
; (5)

p2(z, x, s) = (1−B(x))e−(s+a2)xp2(z, 0, s). (6)

Подставляя (5) и (6) в (3) и (4), получаем

(
1− z−1β(s+ a2)−

a2
a1 − a1z − a2

×

× (β(s+ a2)− β(s+ a1 − a1z))

)
p2(z, 0, s) =

= 1− (s+ a2 − a2β (s+ a1 − a1z)) p02(s); (7)

p1(z, 0, s) = a2zp02(s).

В силу леммы 1 левая часть (7) обращается в 0 при
z = π(s). Следовательно,

p02(s) = (s+ a2 − a2β (s+ a1 − a1π(s))
−1
.

Теперь утверждение теоремы следует из равенства

p(z, s) = p02(s) +

∞∫

0

p1(z, x, s) dx+

∞∫

0

p2(z, x, s) dx .

Теорема 2. Если ρ > 0, то существует

limt→∞P(L(t) = n) = pn, причем

∞∑

n=0

znpn = p0 +
1− β(a1 − a1z)

a1 − a1z
a2zp0 +

+

(
a2z

a1 − a1z − a2

(
1− β(a2)

a2
− 1− β(a1 − a1z)

a1 − a1z

)
+

+
1− β(a2)

a2

)
p2(z),

где

p0 =
a1(1− a2β1) + (a2 − a1)β(a2)

a1 + (a2 − a1)(1 + a2β1)β(a2)
;

p2(z) =

(
1− z−1β(a2)−

− a2
a1 − a1z − a2

(β(a2)− β(a1 − a1z))

)−1
×

× (1− (a2 − a2β(a1 − a1z)) p0) .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждения теоремы следу-
ют из леммы 1, теоремы 1 и равенств

∞∑

n=0

znpn = lim
s→0

sp(z, s).

Замечание. Другое доказательство теоремы 2 содер-
жится в [1].
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4 Предельная теорема
при критической загрузке

В этом разделе будет изучено поведение случай-
ного процессаL(t) при одновременном стремлении
времени t к бесконечности и загрузки a1β1 − (1 −
− β(a2))

(
a1a
−1
2 − 1

)
к единице.

Рассматривается последовательность систем об-
служивания (схема серий), параметры которых за-
висят от их номера в последовательности, причем
существуют два момента ФР времени обслужива-
ния и справедливы разложения

β(n)(s) = 1− β
(n)
1 s+

β
(n)
2

2
s2 + on(s

2), (8)

где on(s
2)/s2 → 0 при s → 0 равномерно по n.

Кроме того, существуют пределы

lim
n→∞

a
(n)
i = a∗i , i = 1, 2,

lim
n→∞

β
(n)
j = β∗j , j = 1, 2, limn→∞

ρ(n) = 0,

причем для любого n справедливо неравенство
ρ(n) > 0.

В дальнейшем верхний индекс n (номер в се-
рии) для сокращения записи будет опускаться, а lim
будет означать limn→∞ .

Лемма 2. Справедливы следующие разложения:

π (sρα) =





1−
√
sβ1
v
ρα/2 + o

(
ρα/2

)
, α < 2;

1−
√
1 + 4vsβ1 − 1
2v

ρ+ o(ρ), α = 2;

1− sβ1ρ
α−1 + o

(
ρα−1) , α > 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ϕ(s) = 1 − π(s). Тогда
в силу леммы 1 при α > 0 имеем

ϕ(sρα) = 1− β (sρα + a1ϕ(sρ
α)) +

+
(a1 − a2)ϕ(sρ

α)

a1ϕ(sρ
α)− a2

(β (sρα + a1ϕ(sρ
α))−

− β (sρα + a2)) .

Отсюда, используя разложения (8), получаем

vϕ2(sρα) + ρϕ(sρα)− β1sρ
α + o(ϕ2(sρα)) = 0, (9)

где

v =
a21β2
2
+ a1

(
1− β(a2)

2a2
− β1

)(
a1
a2

− 1
)
.

Рассматривая три случая: α < 2, α = 2 и α > 2, из
(9) получаем утверждения леммы.

Пусть

γ =






α

2
, α 6 2;

1, α > 2,
v∗ = lim v .

Теорема 3.

limP

(
ργL

(
t

ρα

)
< x

)
=

=






√
2

π

x
√

β∗

1 (2v
∗t)−1∫

0

e−(u
2/2)du, α < 2;

1− e−x(v∗)−1

√
π

∞∫

−h1+xh2

e−y2 dy − 1√
π

∞∫

h1+xh2

e−y2dy,

α = 2;

1− e−x(v∗)−1 , α > 2,

где h1 =
√
t(4v∗β∗1)

−1; h2 =
√
β∗1(4tv

∗)−1

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как

∞∫

0

e−st
E (exp (−uργL (t/ρα))) dt = ραp

(
e−uργ

, sρα
)
,

то для доказательства теоремы достаточно найти
предел последовательности ραp

(
e−uργ

, sρα
)

и обра-
тить предельные преобразования Лапласа и Лапла-
са–Стилтьеса.

Из равенств

sρα + a2 − a2β (sρ
α + a1 − a1π (sρ

α)) =

= a1a2β1 (1− π (sρα)) + o (1− π (sρα)) ,

lim
1− β

(
sρα + a1 − a1e

−uργ
)

sρα + a1 − a1e
−uργ = β1

и леммы 2 следует, что

lim ραp
(
e−uργ

, sρα
)
=

= β1 lim ρ
αp2

(
e−uργ

, 0, sρα
)
. (10)

Далее,

1−
(
sρα + a2 − a2β

(
sρα + a1 −

− a1e
−uργ

))
p02(sρ

α) =

=






√
sβ1v−1 − u√
sβ1v−1

+ o(1), α < 2;

(√
1 + 4vsβ1 − 1

)
(2v)−1 − u

(√
1 + 4vsβ1 − 1

)
(2v)−1

+ o(1),

α = 2;

−u(sβ1)−1ρ2−α + o
(
ρ2−α

)
, α > 2;

(11)
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1− euργ

β(sρα + a2)−
a2

a1 − a1e
−uργ − a2

×

×
(
β(sρα + a2)− β(sρα + a1 − a1e

−uργ

)
)
=

= β1sρ
α − uργ+1 − vu2ρ2γ + o (ρα) . (12)

Из (10)–(12) следует, что

lim ραp
(
e−uργ

, sρα
)
=

=





(
s

(
1 + u

√
v∗

sβ∗1

))−1
, α < 2;

(
s

(
1 +

2v∗u

1 +
√
4v∗β∗1s+ 1

))−1
, α = 2;

(s (v∗u+ 1))−1 , α > 2.

Отсюда следует утверждение теоремы.

5 Заключение

В работе была исследована однолинейная сис-
тема массового обслуживания с неограниченным
числом мест для ожидания и произвольным рас-
пределением времени обслуживания требования.
Входящий поток — пуассоновский, но его интен-
сивность зависит от события, которое произошло
в системе последним. Используя метод дополни-
тельных компонент, удалось найти распределение
числа требований в системе в нестационарном ре-
жиме. Как следствие, найдено распределение в ста-
ционарном режиме. Дополнительно исследован
вопрос о поведении длины очереди в условиях кри-
тической загрузки системы, найдено предельное
распределение числа требований в системе.
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published separately. The abstract is the main source of information on the article and it could be included in leading
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translation of the Russian one. Good English is required. In abstracts, avoid references and formulae;
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no royalties.

Editorial Board address:

FRC CSC RAS, 44, block 2, Vavilov Str., Moscow 119333, Russia
Ph.: +7 (499) 135 86 92, Fax: +7 (495) 930 45 05

e-mail: iiep@frccsc.ru (to Svetlana Strigina)
http://www.ipiran.ru/english/journal.asp

102 INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2026 volume 20 issue 2


