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УНИВЕРСАЛЬНЫЕ КОНСТРУКЦИИ В АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ

СПЕЦИФИКАЦИИ РАСПРЕДЕЛЕННЫХ СИСТЕМ

С. П. Ковалёв1

Аннотация: Работа посвящена развитию предложенного ранее метода обобщенной алгебраической
спецификации распределенных систем на базе новой теоретико-категорной конструкции графалгеб-
ры. Основой графалгебраической спецификации служит ориентированный мультиграф, ребра которого
представляют вычислительные операции, выполняемые в узлах системы, а вершины задают порты
обмена данными между узлами. Таким способом размещение операций по узлам системы задается
явно. В явной форме также целесообразно описывать на языке графалгебр процедуры конструирования
систем, приводящие к целевому размещению. С этой целью в работе впервые даны определения
и доказаны ключевые свойства конструкций подграфалгебры, фактор-графалгебры и бисимуляции граф-
алгебр. Предложены способы построения пределов и копределов подходящих диаграмм графалгебр.
Теоретические результаты проиллюстрированы примером вычисления предела в категории глубоких
нейронных сетей.
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1 Введение

Алгебраическая спецификация относится к чис-
лу наиболее часто применяемых формальных ме-
тодов разработки программных систем [1]. Ее
основной единицей служит абстрактный тип дан-
ных (АТД) — множество значений вместе с опреде-
ленными на нем операциями, свойства которых
задаются аксиомами. Формально совокупность
взаимосвязанных АТД, реализованных в некоторой
вычислительной системе, образует многосортную
алгебру. В алгебраической форме представляют-
ся не только готовые системы, но и процедуры
их конструирования, такие как вложение подтипа
в объемлющий тип, факторизация типа по от-
ношению эквивалентности (конгруэнции), замена
компонента поведенческим аналогом, сборка це-
лостной системы из набора взаимосвязанных со-
ставляющих. Таким процедурам отвечают абстракт-
ные математические конструкции, изучаемые
в рамках специальной дисциплины — универсаль-
ной алгебры [2]. При этом средствами алгебраи-
ческой спецификации невозможно в явном виде
описать структуру многокомпонентной распреде-
ленной программной системы.

Операции всех АТД описываются так, будто вы-
полняются одним универсальным абстрактным вы-
числительным устройством. Для преодоления этого
недостатка была предложена конструкция графал-
гебры [3] — структуры алгебраического типа над
произвольным ориентированным (мульти)графом.

Ребра этого графа представляют вычислительные
операции, выполняемые в узлах системы, а вер-
шины представляют порты обмена данными между
узлами. Сигнатура графалгебры состоит из тако-
го графа и семейства функторов, по одному для
каждой его вершины. Функторы задают правила
представления данных в портах, и все имеют одну
и ту же область и одну и ту же кообласть (в общем
случае отличную от области). Если развертывание
вычислительных единиц по узлам не фиксирова-
но априори (например, изменяется во времени), то
для его описания используется модифицированная
конструкция гибкой графалгебры [4].

В развитие этого подхода в настоящей работе
вводится графалгебраическое представление про-
цедур конструирования распределенных систем.
Впервые даны определения и доказаны ключевые
свойства конструкций гомоморфизма, подграфал-
гебры, фактор-графалгебры, бисимуляции графал-
гебр. Предложены способы построения пределов
и копределов подходящих диаграмм графалгебр.
Фактически заложены основы «универсальной
графалгебры».

2 Конструкция графалгебры

Начнем с формального определения.
Определение 1 [3]. Пусть I — произвольная малая
категория (схема, форма), Fi : D → C, i ∈ Ob I, —
произвольное семейство функторов. Графалгеброй
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сигнатуры 〈I, F 〉 (кратко — 〈I, F 〉-алгеброй) назы-
вается произвольная пара (A,–), состоящая из
D-объекта A (носителя) и диаграммы – : I → C
(структуры), такая что –i = FiA, i ∈ Ob I. Гомо-
морфизмом 〈I, F 〉-алгебр (A,–) в (A′,–′)называется
D-морфизм f : A → A′, удовлетворяющий следу-
ющему условию сохранения структуры: семейство
C-морфизмов Fif : –i → –′i, i ∈ Ob I, образует
естественное преобразование– в–′ (т. е. для любых
вершин формы i, k ∈ Ob I и стрелки h : i → k вы-
полняется условие Fkf ◦–h = –′h◦Fif ). Областью
или пространством данных 〈I, F 〉-алгебры называ-
ется категория D, а кообластью или пространством
вычислений — категория C. �

Для любой фиксированной сигнатуры 〈I, F 〉 все
〈I, F 〉-алгебры и все их гомоморфизмы образуют ка-
тегорию, обозначаемую через AIF . На ней действу-
ют канонические забывающие функторы: функтор
носителя UF

I : AIF → D : (A,–) 7→ A и функ-
тор структуры SF

I : AIF → CI : (A,–) 7→ – [3].
Категория обычных алгебр с сигнатурным функто-
ром вида T : Set → Set получается, если в каче-
стве формы I выбрать однострелочную диаграмму
0→ 1 (обозначаемую символом2), вершине 0 сопо-
ставить T , а вершине 1 — тождественный функтор
1Set. Двойственно, если сопоставить1Set вершине 0
и T вершине 1, то получится категория T -коалгебр.

Графалгебры общего вида выступают специфи-
кациями распределенных систем: стрелки диаграм-
мы структуры помечаются вычислительными опе-
рациями в узлах системы, а вершины описывают
передаваемые между узлами данные. С этой точки
зрения обычная алгебра действительно представля-
ет единичный вычислительный узел, а, например,
многослойная нейросеть прямого распространения
имеет форму нетривиальной конечной цепочки: это
граф множеств и отображений вида

Ak0 → Ak1 → · · ·Akl ,

где A — множество значений распознаваемого сиг-
нала (например, A = R); l > 1 — глубина се-
ти; ki > 0 — число нейронов в i-м слое, i =
= 0, l− 1. Обработка сигнала в каждом слое
fi : A

k1 → Aki+1 состоит из отображений-компо-
нентов (например, fis : R

ki → R : (x1, . . . , xki
) 7→

7→ ∑ki

j=1 wijsσij(xj + bij), s = 1, ki+1, где σij : R →
→ R — функция активации j-го нейрона i-го слоя;
wijs и bij — веса и смещения, подбираемые при
обучении нейросети). Сигнатура графалгебраиче-
ской спецификации такой нейросети имеет форму
цепочки из l стрелок, каждой вершине которой со-
ответствует эндофунктор возведения в конечную
степень в Set.

В общем случае распределенные системы могут
иметь графалгебраическую спецификацию любой

конечной формы. Форма может включать не толь-
ко цепочки последовательной обработки данных
(«конвейеры»), но и параллельную обработку (на-
пример, граф • ⇉ •), обратную связь (например,
граф • ⇄ •), разделяемую память (например, граф
• ), экземпляры других шаблонов проектирова-

ния.

3 Изоморфизмы
и подалгебры графалгебр

Обобщим на графалгебры некоторые результа-
ты из универсальной алгебры. Начнем с класси-
ческого свойства изоморфизмов, обеспечивающе-
го фактическую неразличимость систем, имеющих
изоморфные алгебраические спецификации.

Предложение 1. Гомоморфизм f : A → B 〈I, F 〉-ал-
гебры (A,–) в (B,—)представляет собой изоморфизм
этих алгебр тогда и только тогда, когда он является
изоморфизмом их носителей.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если указанный в условии го-
моморфизм f служит изоморфизмом в простран-
стве данных, то семейство Fif , i ∈ Ob I, образует
естественный изоморфизм – в —. Следовательно,
семейство Fif

−1, i ∈ Ob I, образует естественный
изоморфизм — в –, так что f−1 : B → A — гомо-
морфизм 〈I, F 〉-алгебр, обратный к f .

Обратное утверждение очевидным образом вы-
текает из того, что UF

I — функтор. �

Теперь рассмотрим конструкцию подалгебры,
порождающую спецификации подсистем (подти-
пов). Говоря буквально, подалгебра в 〈I, F 〉-алгебре
(B,—) — это подобъект, т. е. область любого гомо-
морфизма с кообластью (B,—), сократимого сле-
ва (left-cancellable). Однако для соответствующих
сигнатур подобъекты могут не иметь привычно
ожидаемых свойств: не задаваться мономорфиз-
мом носителей и/или неоднозначно определяться
носителем. Поэтому целесообразно ввести, в до-
полнение к подобъекту, следующие разновидности
конструкции подграфалгебры. Обозначим через I↓
множество всех точек формы I, в каждую из кото-
рых входит хотя бы одна нетождественная стрелка:
I↓ = codom (Mor I\{1i|i ∈ Ob I}).
Определение 2. 〈I, F 〉-алгебра (A,–) вместе с гомо-
морфизмомm : A→ B в 〈I, F 〉-алгебру (B,—)назы-
вается слабой подалгеброй (или подалгеброй данных)
в (B,—), если m — мономорфизм в пространстве
данных, и сильной подалгеброй (или подалгеброй
вычислений) в (B,—), если Fim — мономорфизм
в пространстве вычислений для любого i ∈ I↓. �
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Предложение 2. Если (A,–) и (A, –′) — две силь-
ные подалгебры в 〈I, F 〉-алгебре (B,—) с гомоморфиз-
мами, имеющими один и тот же морфизм носите-
лей m : A→ B, то– = –′.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любой нетождественной
стрелки h : i → k формы I по определению гомо-
морфизма графалгебр имеемFkm◦–h = —h◦Fim =
= Fkm ◦ –′h. А поскольку Fkm — мономорфизм,
получаем, что–h = –′h. �

У классической алгебры (над любой категори-
ей) и сильные, и слабые подалгебры — это под-
алгебры в обычном смысле. Аналогично сильные
подалгебры многослойной нейросети совпадают со
слабыми. Однако у коалгебры слабая подалгебра,
которая традиционно называется подкоалгеброй,
может не быть сильной, и наоборот. Тем не менее
в категории Set все мономорфизмы с непустой об-
ластью обратимы слева [5, пример 7.20(1)], так что
любые функторы множеств сохраняют их. Следо-
вательно, нетривиальные слабые подалгебры граф-
алгебр с пространством данных Set оказываются
сильными и однозначно определяются на уровне
носителей.

Для примера неоднозначности рассмотрим
графалгебры сигнатуры 〈2, (O,O)〉, где O : 2 →
→ Set— функтор, сопоставляющий нетождествен-
ной стрелке диаграммы 2 отображение множеств
o : {0, 1} → {0, 1} : 0 7→ 0, 1 7→ 0. 〈2, (O,O)〉-алгебра
(1, o) имеет две не изоморфные друг другу слабые
подалгебры с носителем 0 (а именно: (0, 1{0,1})
и (0, o)) и не имеет ни одной собственной сильной
подалгебры. Отметим, что любой гомоморфизм
〈2, (O,O)〉-алгебр задает слабую подалгебру; в свою
очередь, у графалгебр любой сигнатуры с тонкой
категорией в качестве пространства вычислений
любой гомоморфизм задает сильную подалгебру.
В общем случае любая слабая подалгебра служит
подобъектом, поскольку функтор носителя унива-
лентен, а любой унивалентный функтор отражает
мономорфизмы [5, предложение 7.37(2)]. С учетом
этого все три рассмотренных класса подграфалгебр
могут быть попарно различными.

Стандартная процедура «проекции» гомомор-
физма на подалгебру обобщается на сильные под-
алгебры графалгебр.

Предложение 3. Пусть f : A → B — гомоморфизм
〈I, F 〉-алгебры (A,–) в (B,—), (B′,—′) — сильная
подалгебра в (B,—) с гомоморфизмом m : B → B′.
Любой морфизм носителей s : A → B′, удовлетворя-
ющий условиюm ◦ s = f , задает гомоморфизм (A,–)
в (B′,—′).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проверим, что семейство
морфизмов Fis : –i → —′i, i ∈ Ob I, образует
естественное преобразование – в —′. Для любой

Диаграмма

нетождественной стрелки h : i→ k формы I имеем
Fkm ◦ (—′h ◦ Fis) = —h ◦ Fim ◦ Fis = —h ◦ Fif =
= Fkf ◦–h = Fkm ◦ (Fks ◦–h), а поскольку Fkm—
мономорфизм, получаем, что —′h ◦ Fis = Fks ◦–h
(см. диаграмму). �

Двойственно, при помощи эпиморфизмов стро-
ятся стандартные, слабые и сильные гомоморфные
образы графалгебр (в том числе для спецификации
фактор-типов), и для них доказываются аналоги
предложений 2–3.

4 Бисимуляции и пределы

Введем для графалгебр фундаментальную кон-
струкцию бисимуляции, представляющую алгебра-
ические спецификации систем, внешне неотличи-
мых друг от друга. За основу возьмем определение
бисимуляции для диалгебр над Set [6].

Определение 3. Бисимуляцией между двумя 〈I, F 〉-
алгебрами (A,–) и (B,—) называется совместно
мономорфная (jointly monic) пара морфизмов но-
сителей с общей областью a : A ← R → B : b при
условии, что существует 〈I, F 〉-алгебра с носите-
лем R, такая что a и b служат ее гомоморфизмами
в (A,–) и в (B,—) соответственно. �

Заметим, что классическая бисимуляция (ко-,
ди-)алгебр над Set определяется как подходящее
подмножество декартова произведения носителей.
Однако в произвольном пространстве данных мо-
жет не быть произведений, поэтому привлекается
свойство совместной мономорфности. Но если
произведение носителей существует, то определе-
нию бисимуляции можно придать классический
вид.

Предложение 4. Если в произвольной категории
существует произведение A × B объектов A и B,
то произвольный морфизм m : R → A × B будет
мономорфизмом тогда и только тогда, когда пара
pA ◦m : A← R→ B : pB ◦m, где pA : A← A×B →
→ B: pB — проекции произведения на компоненты,
совместно мономорфна.
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Напомним, что пара a : A←
← R → B : b называется совместно мономорф-
ной, если для любой пары параллельных морфиз-
мов s, t : X ⇉ R из соотношений a ◦ s = a ◦ t
и b ◦ s = b ◦ t вытекает, что s = t. Предположим,
что pA ◦m и pB ◦m совместно мономорфны, а пара
s, t : X ⇉ R удовлетворяет соотношению m ◦ s =
= m ◦ t. Из этого соотношения непосредственно
вытекает, что (pA◦m)◦s = (pA◦m)◦tи (pB ◦m)◦s =
= (pB ◦m) ◦ t, так что s = t и m — мономорфизм.
Обратно, предположим, что m — мономорфизм
и имеют место соотношения (pA◦m)◦s = (pA◦m)◦t
и (pB ◦ m) ◦ s = (pB ◦ m) ◦ t. Из этих соотноше-
ний непосредственно вытекает, что pA ◦ s′ = pA ◦ t′
и pB◦s′ = pB◦t′, где s′ = m◦sи t′ = m◦t. А посколь-
ку пара проекций произведения любых объектов на
компоненты совместно мономорфна [5, предложе-
ние 10.21], имеемm ◦ s = m ◦ t, откуда s = t, так что
пара pA ◦m, pB ◦m совместно мономорфна. �

Легко проверить непосредственно, что бисиму-
ляции порождаются, в частности, гомоморфизма-
ми графалгебр, в том числе слабыми подалгебрами.

Предложение 5. Для любых двух 〈I, F 〉-алгебр (A,–)
и (B,—) морфизм носителей f : A → B задает
их гомоморфизм тогда и только тогда, когда пара
1A : A ← A → B : f служит бисимуляцией между
ними. �

Предложение 6. Если пара a : A ← R → B : b слу-
жит бисимуляцией между 〈I, F 〉-алгебрами (A,–)
и (B,—), (A,–)— слабая подалгебра в (A′,–′) с вло-
жением m : A →֒ A′ и (B,—) — слабая подалгеб-
ра в (B′,—′) с вложением n : B →֒ B′, то пара
m ◦ a : A′ ← R → B′ : n ◦ b служит бисимуляцией
между (A′,–′) и (B′,—′). �

Предложение 7. Если пара a : A ← R → B : b слу-
жит бисимуляцией между 〈I, F 〉-алгебрами (A,–)
и (B,—), (R,Ÿ) — соответствующая 〈I, F 〉-алгебра
из определения бисимуляции, (R′,Ÿ′) — слабая под-
алгебра в (R,Ÿ) с вложением m : R′ →֒ R, то пара
a ◦ m : A ← R′ → B : b ◦ m служит бисимуляцией
между (A,–) и (B,—). �

Определение совместной мономорфности оче-
видно обобщается (на самом деле исходно форму-
лируется [5, определение 10.5]) для произвольного
семейства морфизмов с общей областью. Соответ-
ственно можно определить полисимуляцию любого
семейства графалгебр. Можно строить композиции
полисимуляций со слабыми подалгебрами, обоб-
щив предложения 6–7, а примеры полисимуляции
можно получить, вычисляя пределы подходящих
диаграмм графалгебр.

Теорема 1. Для произвольной диаграммы • : J → AIF
предположим, что диаграмма UF

I • : J → D имеет

в пространстве данных предел с вершиной A и реб-
рами rj : A → UF

I •j, j ∈ ObJ , и любой функтор
Fi : D → C, i ∈ I↓, сохраняет его (т. е. морфиз-
мы Firj образуют в пространстве вычислений предел
диаграммы FiUF

I • : J → C). Существует 〈I, F 〉-ал-
гебра (A,–), такая что все морфизмы rj служат ее
гомоморфизмами в •j, в совокупности задают предел
диаграммы • в категории 〈I, F 〉-алгебр и ввиду этого
образуют полисимуляцию семейства всех •j.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего напомним, что
совокупность всех ребер любого предела совмест-
но мономорфна [5, предложение 11.6]. Поэто-
му, в частности, если существует искомый пре-
дел, то его ребра образуют полисимуляцию. Далее,
для любой нетождественной стрелки h : i → k
формы I и точки j формы J положим qhj =
= (SF

I •j)h ◦ Firj : FiA → FkUF
I •j. Для любой

стрелки l : j → n формы J имеем FkUF
I •l ◦

◦ (SF
I •j)h = (S

F
I •n)h ◦ FiUF

I •l по определению
гомоморфизма и UF

I •l ◦ rj = rn по определению
предела, откудаFkUF

I •l◦qhj = (FkUF
I •l◦(SF

I •j)h)◦
◦ Firj = ((SF

I •n)h ◦ FiUF
I •l) ◦ Firj = (SF

I •n)h ◦
◦ Fi(UF

I •l ◦ rj) = (SF
I •n)h ◦ Firn = qhn, так что

семейство qhj, j ∈ Ob J , образует конус диаграммы
FkUF

I • с вершиной FiA. А поскольку морфиз-
мы Fkrj задают предел этой диаграммы, существует
единственная стрелка th : FiA → FkA, такая что
Fkrj ◦ th = qhj . Ввиду вышеуказанного свойства
совместной мономорфности ребер предела отобра-
жение h 7→ th задает функтор — диаграмму в C
формы I с вершинами FiA, i ∈ Ob I, которую обо-
значим через –. Получается 〈I, F 〉-алгебра (A,–),
такая что любой морфизм rj задает ее гомомор-
физм в •j. Непосредственно проверяется, что эти
гомоморфизмы задают предел диаграммы •. �

Например, условие теоремы 1 выполняется для
любой диаграммы классических алгебр, поэтому,
как хорошо известно, ее предел вычисляется на
уровне носителей. Сохраняют предел любой диа-
граммы также все сигнатурные функторы графал-
гебраической спецификации многослойной ней-
росети (поскольку функтор возведения в любую
фиксированную степень имеет левый сопряжен-
ный — таковым служит функтор умножения на
показатель степени [7, § 4.6]). Продемонстри-
руем «послойное» вычисление предела в катего-
рии нейросетей на примере декартова квадрата
пары заданных гомоморфизмов с общей кообла-
стью. Пусть P , Q и R — носители трех нейросетей
прямого распространения одинаковой архитекту-
ры с глубиной l и мощностями слоев ki, i = 0, l− 1.
Рассмотрим пару гомоморфизмов p : P → R ←
← Q : q — она порождает коммутативную диаграм-
му (рис. 1).
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Рис. 1 Коммутативная диаграмма, порожденная парой
гомоморфизмов p : P → R← Q : q

Рис. 2 Декартов квадрат нейросетей, построенный по
принципу, описанному в доказательстве теоремы 1

Пусть q : P ← A → Q : p — ребра декартова
квадрата над p и q в пространстве данных. Декар-
тов квадрат нейросетей строится послойно путем
конструирования стрелок переходов между слоя-
ми в целевой нейросети по принципу, описанному
в доказательстве теоремы 1 (рис. 2).

В частности, у произведения двух нейросетей
каждый слой формируется путем конкатенации
слоев сомножителей без появления новых связей,
так что каждая сеть не «узнает» о другой. Поэтому
обычное произведение годится на роль тензорного
в гипотетической симметричной моноидальной ка-
тегории, представляющей семантику глубоких ней-
росетей (ср. [8]).

Контрпримеры к теореме 1 могут быть легко
найдены в категориях коалгебр. Например, рас-
смотрим функтор вычисления множества всех под-
множеств P : Set → Set. Он не сохраняет терми-
нальный объект (поскольку P1 = {∅,1}), и пустая
диаграмма в категории P-коалгебр не имеет преде-
ла [9, пример 3.8(iv)].

Двойственно, можно определить косимуляцию
семейства графалгебр как совместно эпиморфное
(jointly epic) семейство морфизмов их носителей
с общей кообластью, которое поднимается до со-
ответствующего семейства гомоморфизмов граф-
алгебр. Косимуляцию можно рассматривать как
обобщение отношения конгруэнции на алгебре.
Легко сформулировать утверждения, двойственные
к предложениям 4–7, в том числе о задании коси-
муляции эпиморфизмом суммы носителей и о ком-
позиции косимуляций с эпиморфизмами. Имеет-
ся также способ вычисления копределов некоторых
диаграмм графалгебр, двойственный к приведенно-
му в теореме 1. Копределы играют исключительно
важную роль в теоретико-категорных основаниях
инженерии программных систем: с их помощью
моделируется сборка систем из составных частей
с учетом их интеграционных взаимосвязей [10]. По-
этому указанный способ заслуживает явной форму-
лировки.

Теорема 2. Для произвольной диаграммы • : J →
→ AIF предположим, что диаграмма UF

I • : J → D
имеет в пространстве данных копредел с вершинойB
и ребрами sj : UF

I •j → B, j ∈ Ob J , и любой функтор
Fi : D → C, i ∈ (Iop)↓, сохраняет его (т. е. морфизмы
Fisj образуют в пространстве вычислений копредел
диаграммы FiUF

I • : J → C). Существует 〈I, F 〉-
алгебра (B,—), такая что все морфизмы sj служат
гомоморфизмами 〈I, F 〉-алгебр •j в нее, в совокуп-
ности задают копредел диаграммы • в категории
〈I, F 〉-алгебр и ввиду этого образуют косимуляцию
семейства всех •j.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Двойственно по отношению
к доказательству теоремы 1. �

5 Заключение

Расширение выразительных возможностей ал-
гебраической спецификации, направленное на
представление многокомпонентных распределен-
ных систем произвольной архитектуры, естествен-
ным образом приводит к «размыванию» привыч-
ных понятий универсальной алгебры. Например,
взгляды на конструкцию подалгебры с точек зре-
ния, отображающих различные части «строитель-
ного материала» графалгебр, порождают различные
частные конструкции, удобные для использования
в различных прикладных контекстах, а фундамен-
тальная конструкция бисимуляции получает эле-
гантное абстрактное определение. В ходе дальней-
шей работы планируется исследовать обобщения
других конструкций, релевантные для построения
и анализа алгебраических спецификаций распреде-
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ленных систем (например, многообразия графал-
гебр).
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ОБ ОПТИМИЗАЦИИ СЕТЕВОЙ СТРУКТУРЫ КОММУНИКАЦИИ

В МУЛЬТИАГЕНТНЫХ СИСТЕМАХ

Н. С. Васильев1

Аннотация: Для формализации и исследования больших мультиагентных систем (МС), представлен-
ных в форме игровой модели, применяется моноидальная категория бинарных отношений. Решению
проблемы нахождения оптимальной коммуникационной сети способствует композициональность рас-
сматриваемой задачи. Сетевая структура должна складываться в процессе рационального разрешения
конфликта интересов на основе принципов равновесия и эффективности и служить одной из целей при-
менения выбираемых игроками стратегий. Предложен метод построения этой структуры, основанный на
использовании семейства естественных отношений, позволяющих сравнивать предпочтения участников
операции. Выбор сетевой структуры игры моделируется процессом формирования эффективных коали-
ций агентов, в которых происходит оптимальная коммуникация. Изложенный подход может служить
основой технологии создания больших МС, основанной на применении компьютерной алгебры теории
категорий и матричной алгебры бинарных отношений.

Ключевые слова: моноидальная категория; отношение предпочтения; сеть коммуникации; сетевая
структура игры; эффективная коалиция; характеристическое отношение; результирующее отношение;
композициональность
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1 Введение

Грубой моделью оптимизируемой МС служит
игра многих лиц с непротивоположными интере-
сами [1]. Каждый агент — это игрок, предпо-
чтения которого известны всем остальным участ-
никам операции. Выбирая свои контролируемые
факторы, агенты стремятся по возможности мак-
симизировать свои отношения предпочтений. Не-
определенность при принятии решения и конфликт
интересов разрешаются посредством организации
сетевого взаимодействия игроков, определяющего
качество работы МС.

Рассматриваемые сетевые игры нуждаются
в объективном исследовании. До сих пор преоб-
ладают эвристические методы их изучения, осно-
ванные на выдвижении различных гипотез о спосо-
бах коммуникации агентов [2]. Чтобы восполнить
этот пробел, предложено выбирать сетевую струк-
туру, руководствуясь принципами эффективности
и равновесия, применяемыми к игровой модели,
представленной на языке моноидальной категории
бинарных отношений [3]. В отличие от традицион-
ной нормальной формы игры, интересы партнеров
описываются произвольными отношениями, отра-
жающими, например, неточность представлений
об интересах игроков [1]. Динамические модели
МС охватывают случай, когда предпочтения аген-
тов изменяются во времени [4]. Применяемый

композициональный подход к МС расширяет круг
приложений [5–9].

Целью исследования ставится создание рацио-
нальной теории выбора сетевой структуры комму-
никации. Во всякой игре с фиксированной сетевой
структурой существует результирующее отношение
(РО) [3, 4], выражаемое с помощью операций мо-
ноидальной категории бинарных отношений [10,
11]. Максимизация РО обеспечивает эффективное
функционирование МС. Способы коммуникации
агентов определяют классы допустимых стратегий.
При изучении многомасштабных моделей всегда
применяется композиционный подход [12]. Сете-
вая структура нуждается в оптимизации. Для ее
выбора применимы генетические алгоритмы [13].
Сетевое взаимодействие влияет на вид РО. Бескон-
фликтному функционированию МС отвечают рав-
новесные стратегии игроков, которые естественно
искать с помощью РО. К равновесному состоянию
системы можно также прийти за счет согласования
целей агентов [14], а конфликты разрешать автома-
тически [15, 16]. Агент как компьютерная система,
способная к автономным действиям, все более на-
деляется свойствами искусственного интеллекта по
принятию рациональных решений в условиях не-
точно известного окружения [3, 4, 16–18].

Результирующее отношение зависит от данных,
которыми обмениваются игроки. Поэтому его не
удается задавать заранее и говорить о сведении МС

1Московский государственный технический университет им. Н. Э. Баумана, nik8519@yandex.ru
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к деятельности одного агента. Для достижения
равновесия сетевую структуру коммуникации при-
дется дополнительно модифицировать. Даже ее
оптимизация далеко не однозначна.

Оптимальная сетевая структура (ОСС) строится
с помощью поиска эффективных коалиций агентов.
Предлагаемая технология организации работы МС
основана на приложении компьютерной алгебры
теории категорий [11], поддерживаемой матричной
алгеброй бинарных отношений [10].

2 Постановка задачи

В игровой модели МС каждый участник i ∈ K =
= {1, 2, . . . , k} стремится по возможности максими-
зировать свое отношение предпочтения ρi ⊂ X2,
заданное на множестве всех допустимых ситуаций
игры X ≡ X1 ×X2 × · · · ×Xk, за счет выбора сво-
его контролируемого фактора xi ∈ Xi [1, 3, 4]. Под
рациональным поведением участников конфликта
понимается достижимость ситуации равновесия

x∗ ∈ X∗ ≡
⋂

i∈I

MAX “ρi (1)

в подходящих классах допустимых стратегий. В (1)
максимизируют отношения предпочтений игроков
“ρi 6= ρi, производные от заданных и определя-
емые коммуникацией. Это приходится делать для
уменьшения неопределенности выбора решения.
Обмен данными равносилен формированию коа-
лиций (подыгр) [1]. Каждый участник коалиции
руководствуется отношением “ρ ≡ ρ|A = ρ ∩ A, A ⊂
⊂ X2, равным сужению исходного отношения ρ на
некоторое множество A, представляющее инфор-
мированность этого игрока. Последняя приобрета-
ется в процессе коммуникации.

Классы допустимых стратегий агентов зависят
от структуры G сетевого взаимодействия. Поми-
мо информированности коммуникация определяет
порядок ходов [1]. Игроки выбирают структуру G
для согласования действий по рациональному раз-
решению конфликта, которое воплощается в РО
игры ρg = ρg(G). Композициональность задачи
состоит в том, что РО ρg = ρg(G) «собирается»
из составных частей ρ′g = ρg(G′) — характеристи-
ческих отношений предпочтения коалиций. При
этом G′ — часть графа коммуникаций G [3].

Определение 2.1. Отношение ρg называется резуль-
тирующим, если во всех подыграх G′ ⊂ G оптими-
зация (1) при G = G′ сводится к задаче

MAX ρg = Xg ∧ (X∗ 6= ∅⇒ X∗ = jGX
g) . (2)

В формуле (2) отображение jG зависит от струк-
туры коммуникаций G [3].

Например, в бескоалиционной игре РО равно
дизъюнктивной сумме ρg(G) =

∐
i∈I ρi отношений

предпочтения игроков, а jG :
∐

i∈I X
g
i → ∩i∈IjiX

g
i ,

где ji — соответствующие копроекции [11]. Рацио-
нальное разрешение конфликта интересов отвеча-
ет поиску максимального элемента xg∗ ∈ MAX ρg∗

в (2), если только это обеспечивает существование
решения задачи (1). Если этого не происходит, то
приходится изменять РО, исходя из дополнитель-
ных соображений. Задачу (2) будем решать для РО
игры, определяемого ОСС G = •∗.

Исходя из принципов эффективности поведе-
ния игроков и равновесия, требуется определить
понятие ОСС и, с опорой на композициональность
задачи в форме РО, предложить методы ее постро-
ения.

3 Понятие оптимальной сетевой
структуры

Возможность сравнения сетевых структур уна-
следована от отношений предпочтения игроков
ρ : X → X, которые далее предполагаются ре-
флексивными и транзитивными. На множествах
отношений предпочтения игроков R = {ρi, i =
= 1, 2, . . . , k} введем порядки ≺ρ. Сначала про-
должим отношение ρ ∈ R с множества X на его
степень 2X .

Определение 3.1. Элементы A,B ∈ 2X связаны
отношением ≺ρ, если

A ≺ρ B ⇔ ∀a(a ∈ A)⇒ ∃b(b ∈ B) ∧ ((a, b) ∈ ρ).

Утверждение 3.1. Если ρ — частичный порядок на X,
то и (2X ,≺ρ) — частично упорядоченное множество.
Имеет место импликацияA ⊂ B ⇒ ∀ρA ≺ρ B.

Рассмотрим произведение (X, ρ1) × (X, ρ2) ≃
≃ (X2, ρ1 × ρ2) объектов (X, ρi), i = 1, 2 [10, 11].
Так как ρ1 × ρ2 — бинарное отношение на множе-
стве X2, то применим определение 3.1 и построим
частичный порядок (2X×X ,≺ρ1×ρ2). Конструкцию
≺ρ×ρ будем записывать, как и прежде, ≺ρ.

Теперь введем отношениеρ1 ≺ρ ρ2 между произ-
вольными морфизмами ρi ∈ REL(X,X), а именно:

ρ1 ≺ρ ρ2 ⇔
⇔ ∀a1,a2(a1, a2) ∈ ρ1 ⇒ ∃b2a1ρ2b2 ∧ a2ρb2. (3)

Согласно (3), ρ◦ρ1 ⊂ ρ2. Отсюда следует включение
ρ ◦ ρ1 ⊂ ρ ◦ ρ2, означающее возможность пропуска-
ния морфизма ρ1 через ρ2 с помощью морфизма ρ
(см. рисунок).

Игровой смысл формулы (3) проясняется с по-
мощью ее следствия

ρ ◦ ρ1 ⊂ ρ ◦ ρ2 , (4)
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Рис. 1 Коммутативная диаграмма отношения ρ1 ≺ρ ρ2

верного ввиду равенства ρ ◦ (ρ ◦ ρ1) = (ρ ◦ ρ) ◦ ρ1 =
= ρ ◦ ρ1. Если в формуле (4) взять ρ = ρi, то вло-
жение (4) свяжет характеристические отношения
таких коалиций игроков i→ 1и i→ 2, в которых ре-
гламентируется лишь порядок ходов участников [1,
3]. Например, в случае ρi ◦ ρ1 сначала свой ход
выполнит игрок 1, стремясь оптимизировать свое
отношение предпочтения ρ1, а затем это сделает
игрок i. Последний ограничивается выбором среди
элементов верхнего конуса (MAX ρk)

– относитель-
но порядка ρi [1, 10]. Для этой последовательной
коалиции множество Xg в (2) имеет вид

Xg = MAX ρi ◦ ρ1 = MAX
(MAX ρ1)–

ρi

(см. определение 2.1). Итак, отношением предпо-
чтений коалиции i → 1 служит следующее транзи-
тивное замыкание: ρi ◦ ρ1.

Диаграмма из рисунка означает, что коалиция
i → 1 обладает меньшими «возможностями» по
увеличению своего результата по сравнению с коа-
лицией i→ 2.
Определение 3.2. Отношениеρ1 ≺ρ ρ2 выполняется,
если имеет место формула (4). В игре с двумя участ-
никами для любого ρ положим ρ1 ≺ρ ρ2 ⇔ ρ1 ⊂ ρ2.
Замечание 3.1. В каждой коалиции игрок может со-
общать партнерам свою допустимую стратегию “xi.
Сказанное отражено в следующем обозначении:

C : i
“xi→ 1 [3]. В этом случае характеристическим от-

ношением станет ρC = ρi◦(ρ1|“xi
), отличающееся от

отношения ρi ◦ ρ1, представляющего интересы коа-
лиции i→ 1 без передачи данных. Определение 3.2
должно применяться с учетом классов допустимых
стратегий: “ρ1 ≺ρi

“ρ2, “ρk = ρk|“xi
, k = 1, 2. Теперь

игрок i предпочитает коалицию i
“xi→ 2 с игроком 2

коалиции i
“xi→ 1 с игроком 1, если имеем диаграмму

(см. рисунок), ρk = “ρk.
Например, если сообщается стратегия “xi, пред-

ставляющая собой функцию вида xi = “xi(xk), k =
= 1, 2, то ρi ◦ “ρk = ρk ◦ ρi. И тогда отношение
предпочтения подобной коалиции будет вводиться
с помощью диаграммы, двойственной к диаграмме
рисунка [3].

Пусть игрок i передает партнеру свою страте-
гию — константу xi. Тогда характеристическое
отношение коалиции i

xi→ 1 равно ρ1 = ρi ◦ (ρ1|xi
).

Далее будем рассматривать только этот случай ком-
муникации и для упрощения записи за морфиз-
мом ρk сохраним обозначение ρk. Наличие графа
сетевой структуры всегда позволяет сказать, когда
речь идет о сужении ρk отношения ρk. Переда-
ча данных уменьшает неопределенность в процес-
се принятия решений, и поэтому целесообразно
всегда рассматривать лишь коалиции с передачей
сообщений вида xi.

Утверждение 3.2. Отношение≺ρ рефлексивно и тран-
зитивно.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ρ1 ≺ρ ρ2 и ρ2 ≺ρ ρ3.
Тогда имеем

ρ ◦ ρ1 ⊂ ρ ◦ ρ2 ∧ ρ ◦ ρ2 ⊂ ρ ◦ ρ3 ⇒ ρ ◦ ρ1 ⊂ ρ ◦ ρ3 .

Не исключено, что одновременно справедливы
противоположные отношения ρ′ ≺ρ ρ

′′ и ρ′′ ≺ρ ρ
′.

Тогда, в соответствии с утверждением 3.2, введем
эквивалентность ρ′ ∼ρ ρ′′ и классы эквивалент-
ности отношений. Теперь надлежит сравнивать эти
классы с помощью отношения≺ρ. Сохраним преж-
нее обозначение R за областью задания ≺ρ. Тогда
можно считать, что существуют максимальные эле-
менты отношения ≺ρ на множестве R\ρ. С их
помощью создаются естественные, наиболее «вы-
годные» коалиции, из которых формируются ОСС
игры •∗.

Определение 3.3. Для всякого игрока i оптималь-
ная коммуникация осуществляется с тем партнером
j = j(i), который удовлетворяет условию

ρj(i) ∈MAX
Ri

(≺ρi
), ≺ρi

6= σ, i = 1, k . (5)

В (5) через σ обозначено тривиальное отноше-
ние на множестве Ri = R\{ρi}. Если ≺ρi

= σ,
то правая часть включения (5) совпадает с множе-
ством Ri и возникает неопределенность, препятст-
вующая появлению коалиции с ведущим игроком i.

Коалиция из двух участников Di : i
“xi→ j(i)

(см. (5)), называется эффективной, игрок i — веду-
щим, а j = j(i)— подчиненным. Далее индуктивно,
из попарно различных коалицийDi с общими парт-
нерами, формируются эффективные коалиции D
с произвольным числом участников.

Взаимодействие агентов i, j(i) составляет лишь
часть искомого сетевого графа. Будем считать, что
коммуникация игроков, вступивших в коалиции
Dl 6= Dk, осуществляется на уровне коалиций: со-

общения s
“xs→ r игрока s из коалиции Dl получают

все партнеры игрока r по коалиции Dk. Каж-
дую построенную коалицию можно рассматривать
как одного игрока D, представляющего интере-
сы всех ее членов, предпочтения которого опи-
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сываются характеристическим отношением коали-
ции ρD. Композициональность МС позволяет про-
водить указанную редукцию задачи, уменьшающую
число участников конфликта. В редуцированной
МС агенты — это либо исходные игроки, либо не-
которые коалиции.

Определение 3.4. Сетевая структура называется
оптимальной, если в ней все попарные коммуника-
ции оптимальны.

Оптимальные коммуникации происходят либо
между эффективными коалициями, либо между
партнерами по эффективным коалициям

Пример 3.1. Рассмотрим МС с функциональными
отношениями предпочтения игроков на бинарном
кубе X, которые имеют вид:

f1 = x1 + x2 + x3 ; f2 = x1 − x2 + x3 ;
f3 = x1 − x2 − x3 ; X = 23.

}
(6)

Вычисления показывают, что f1 ≺f3 f2. По

формуле (5) находим частьD : 3
x3→ 2 искомой сете-

вой структуры. Сравнивая предпочтения игроков 2
и 3 с помощью отношения ≺f1 , обнаруживаем, что

f2 ∼f1 f3. Поэтому эффективные коалиции 1
x1→ 2

и 1
x1→ 3, объединяясь сD, дают искомый оптималь-

ный граф коммуникаций:

(7)

Результирующее отношение игры (7) ρ•∗ = f1 ◦
◦f3|x1 ◦f2|x1,x3 позволяет найти равновесие в МС —
рациональное решениеx∗ = (100) ∈MAX ρ•∗ игро-
вой задачи (6), отвечающее ОСС коммуникаций (7).

4 Матричная алгебра отношений

Для работы с бинарными отношениями приме-
нима матричная алгебра. Перенумеруем множество
всех ситуаций игры X = {xi, i = 1, 2, . . . , n}. Для
задания бинарных отношений будем использовать
(0,1)-квадратные матрицы размера n× n с элемен-
тами aij = 1 ⇔ xiρxj . Например, рассмотрим
функциональное отношение f = x1 − x2, x ∈ 22,
заданное на множестве бинарных чисел xi, зану-
мерованных в порядке возрастания. Его матрица
имеет вид:

Af =





1 0 0 1
1 1 1 1
0 0 1 0
1 0 1 1



 .

Операции, выполняемые в моноидальной кате-
гории, выразим в матричной форме. Композиция
отношений ρ = ρ1 ◦ρ2 задается произведением мат-
риц A = A2 ∗ A1, вычисляемым с помощью опера-
ций булевой алгебры:

aks =

n∨

l=1

a2kl ∧ a1ls , k, s = 1, n .

Отношение предпочтения ρ = ρ1
∐
ρ2 имеет

«коалиция» равноправных игроков {1, 2}, не обме-
нивающихся данными. Копроизведению отвечает
блочная матрица

Aρ =

(
A1 0
0 A2

)
.

Операциям объединения и пересечения отно-
шений соответствуют матрицы

Aρ1∪ρ2 =
(
a1ij ∨ a2ij

)
, i, j = 1, n ;

Aρ1∩ρ2 =
(
a1ij ∧ a2ij

)
, i, j = 1, n .

Рефлексивное замыкание отношения ρ строится
заполнением единицами диагонали матрицы Aρ.
Возведением в степень Aρ = An−1

ρ строится тран-
зитивное замыкание ρ.

Покажем, что всегда возможно создание иерар-
хически организованных эффективных коалиций:

(8)

Прямоугольниками (или скобками) будем выделять
коалиции (см. (8)). Графу коммуникаций (8) отве-
чает РО ρ3 ◦ (ρ1

∐
ρ2).

Утверждение 4.1. При любых ρ, ρ1 и ρ2 выполняется
условие ρ1 ≺ρ ρ1

∐
ρ2.

Это следует из справедливости включения ρ1 ⊂
⊂ ρ1

∐
ρ2 и определения 3.2. Поэтому можно счи-

тать, что всегда выполнено условие редуцирования
МС≺ρ 6= σ.

Пример 4.1. Всегда найдутся морфизмы ρ1, ρ2 и ρ3,
для которых ρ3 ≺ρ ρ1

∐
ρ2, даже если ∀ρρ ∈ R∧ ≺ρ=

= σ. Это так для предпочтений игроков, матрицы
которых имеют ненулевые элементы i = 1, n, k, l =
= 1, [n/2], равные

a1ij = 1⇔ j = 2k − 1 ; a2ij = 1⇔ j = 2k ;

a3ij =

{
1 , i = 2k − 1, j = 2l ;
1 , i = 2k, j = 2l − 1 , i ≤ j .
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5 Метод построения
оптимальной сетевой структуры

Выше показано, как формируются оптималь-
ные иерархические подструктуры искомой сетевой
структуры игры (см. (5), (7) или (8)). При создании
некоторой коалиции порождается частичное отно-
шение предшествования ходов игроков. Ведущие
игроки каждой коалиции совершают ходы раньше
остальных членов. Сетевая структура игры рас-
пространяет отношение предшествования ходов на
всех игроков.

Пусть построены некоторые коалиции Dk и Dl,
k 6= l, содержащие общего участника. Тогда имеет-
ся единая коалиция C = Dk ∪ Dl, состоящая из
более чем двух игроков. Интересы этого аген-
та представлены характеристическим отношени-
ем ρC [3]. Таким образом, с помощью редук-
ции МС посредством семейства отношений ≺ρ,
ρ ∈ R (см. замечание 3.1) исходное множество
игроков разбивается на попарно непересекающи-
еся эффективные коалиции C1, . . . , Cs. Происхо-
дит и выделение оптимальных сетевых подструк-
тур •∗r, r = 1, s. Благодаря композициональности,
исходная проблема выбора коммуникационной се-
ти сводится к исследованию редуцированной МС
(C1, ρC1); . . . ; (Cs, ρCs

). Процесс построения ОСС
можно продолжить, сравнивая элементы множе-
ства RCi

= {ρC1, . . . , ρCs
}\{ρCi

} с помощью отно-
шений ≺ρC

, C = Ci, и находя эффективные коали-

ции игроков вида Ci

xCi−→ Cj .
Если все отношения ≺ρC

= σ, то можно вос-
пользоваться утверждением 4.1. Продолжим от-
ношение ≺ρ с множеств R на множества “R2 =
= R(2) = R

∐
R, рассмотрев копроизведение

морфизмов [11]:

≺ρ(2)≡≺ρ

∐
≺ρ .

Исходный объектR рассматривается как часть мно-
жества R(2).

Иерархическая эффективная коалицияDC,E со-
здается с помощью применения следующего обоб-
щения формулы (5):

ρ
(2)
E ∈ MAX

“R2i

(≺ρ(2)), ≺ρ(2) 6= σ, ρ = ρC . (9)

Ввиду финитности описываемого процесса, вы-
числения завершатся нахождением редуцирован-
ной системы с не более чем двумя агентами D1

и D2. Остается один агент, только если ρD1 ≺ ρD2

(см. определение 3.2).

Теорема 5.1. Во всякой МС существует ОСС комму-
никации игроков.

Пример 5.1. Рассмотрим игровую операцию, в ко-
торой предпочтения игроков представлены транзи-
тивными, рефлексивными замыканиями отноше-
ний вида:

ρ1 = {17, 73} ; ρ2 = {27, 73} ;
ρ3 = {73, 45, 53} ; ρ4 = {27, 45, 56} ;
ρ5 = {17, 56} ; ρ6 = {53, 56}.

Здесь пары номеров состояний игры st связаны
отношениями sρit.

Изначально все ≺ρi
= σ. Поэтому сразу ищем

эффективные иерархические коалиции, рассмат-
ривая отношения ≺

ρ
(2)
i

на R(2). Для игроков 1,

6, B = 2
∐
3 и E = 4

∐
5 выполнены следующие

сравнения отношений предпочтения:

ρj ≺ρ
(2)
1
ρ2
∐
3 ≺ρ

(2)
1
ρ4
∐
5 , j = 2, 5. (10)

По формулам (9) и (10) определена эффективная
коалиция A:

Руководствуясь формулой (10), проводим оче-
редную редукцию задачи. Ввиду

ρB ≺ρ
(2)
6
ρA , A : 1→ 4

∐
5 , B : 2

∐
3 , (11)

в полученной игре с участниками B, 6 и A имеется
эффективная коалиция C : 6

x6→ A. Теперь в систе-
ме остались лишь два агента — B и C, для которых
ρB ≺ ρC (см. (11)). По определению 3.2, меж-
ду ними происходит оптимальная коммуникация
B

xB→ C. Порядок ходов в МС задается графом:

B → C ≡ 2
∐
3→ (6→ A) ≡

≡ 2
∐
3→

(
6→ (1→ 4

∐
5)
)
.

В результате найдена ОСС коммуникации сле-
дующего вида:

(12)

Оптимизация (2) РО

ρ•
∗

= (ρ2
∐

ρ3) ◦ (ρ6 ◦ (ρ1 ◦ (ρ4
∐

ρ5)))

в сетевой игре (12) дает множество равновесных
ситуацийXg = X∗ = {3, 6}.
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6 Заключение

Определено понятие оптимальной сетевой
структуры МС. Использовано свойство компози-
циональности сетевых игр в моноидальной кате-
гории бинарных отношений. Решена проблема
существования оптимальной структуры коммуни-
кации агентов. Предложен системный метод ее
построения, основанный на формировании эффек-
тивных коалиций игроков. Для их поиска вводит-
ся семейство отношений на множестве предпочте-
ний игроков, которые являются их наследниками.
Программная реализация метода позволит изучать
большие МС, проводя численные эксперименты.
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ГАРАНТИРОВАННЫЕ ОЦЕНКИ ПОКАЗАТЕЛЕЙ

РАБОТОСПОСОБНОСТИ МНОГОПОЛЬЗОВАТЕЛЬСКОЙ СЕТИ

ПРИ ПОВРЕЖДЕНИЯХ

Ю. Е. Малашенко1, И. А. Назарова2

Аннотация: В рамках вычислительных экспериментов исследуются показатели работоспособности много-
пользовательской сети связи при разрушении отдельных узлов. При моделировании создаются массивы
данных о маршрутах передачи максимальных межузловых потоков. Изучаются изменения загрузки
ребер и транзитных потоков через неповрежденные сетевые узлы. Определяются относительные диф-
ференцированные показатели, характеризующие зависимость передаваемых потоков от уменьшения
пропускной способности сети при выходе из строя каждого узла. Формируются многокритериальные
гарантированные оценки максимально возможных отклонений от показателей функционирования сети
в стационарном режиме. Проводится сравнительный анализ результатов, полученных при использовании
двух схем маршрутизации для равных межузловых потоков. Приводятся итоговые диаграммы для сетей
с различными структурными особенностями.

Ключевые слова: потоковая модель сети связи; гарантированные оценки при повреждении узлов
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1 Введение

В рамках математической модели передачи мно-
гопродуктового потока анализируется функциони-
рование многопользовательской сетевой системы
связи [1] при повреждениях. Обеспечение инфор-
мационного обмена между узлами-корреспонден-
тами рассматривается как основная функция сети
связи, а вектор допустимых межузловых потоков
различных видов — как функциональная характе-
ристика системы.

На основе результатов вычислительных экспе-
риментов изучаются отклонения от показателей
стационарного режима для равных межузловых по-
токов при удалении некоторой вершины графа се-
ти. Как в исходной, так и в поврежденной сети
для каждой пары узлов-корреспондентов опреде-
ляются максимально допустимый межузловой по-
ток и загрузка ребер вдоль маршрутов. Опираясь
на полученные массивы данных для каждой по-
врежденной сети, подсчитывается загрузка ребер
при одновременной передаче равных межузловых
потоков между всеми парами корреспондентов. Да-
лее указанные значения сравниваются с загрузками
ребер в исходной сети.

Вводится понятие вектор-отклика системы на
выход из строя некоторого узла. В данной моде-
ли компоненты вектор-отклика вычисляются с по-
мощью оценки изменения загрузки ребер и про-
пускной способности сети при разрушении узла.

Для оценки функционирования поврежденной
сети компоненты вектор-отклика переупорядочи-
ваются по максиминному правилу. Полученная
лексикографически упорядоченная последователь-
ность представляет собой набор гарантированных
оценок предельно возможных отклонений от по-
казателей функционирования системы в стацио-
нарном режиме. Построенные агрегированные
расчетные показатели положены в основу недоми-
нируемых многокритериальных оценок компонент
вектор-откликов в случае выхода из строя отдель-
ных узлов.

Данная работа продолжает исследования функ-
циональных характеристик сетей связи при по-
вреждениях [2, 3]. В них рассматривались меж-
узловые потоки, которые передавались только по
кратчайшим маршрутам с минимальным числом
ребер. В разд. 5 сравниваются результаты для двух
различных способов выбора маршрута. Вычисли-
тельные эксперименты проводились в рамках мето-
дологии исследования операций [4, 5] с использо-
ванием методов потокового программирования [6].

2 Математическая модель

Для описания многопользовательской сетевой
системы связи воспользуемся следующей матема-
тической записью модели передачи многопродук-
тового потока (далее — М-модель). СетьG задается

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, malash09@ccas.ru
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, irina-nazar@yandex.ru
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множествами 〈V,R,U, P 〉: узлов (вершин) сети V =
= {v1, v2, . . . , vn, . . . , vN}; неориентированных ре-
бер R = {r1, r2, . . . , rk, . . . , rE}; ориентированных
дуг U = {u1, u2, . . . , uk, . . . , u2E}; пар узлов-коррес-
пондентов P = {p1, p2, . . . , pM}. Предполагается,
что в сети отсутствуют петли и сдвоенные ребра.

Ребро rk ∈ R соединяет смежные вершины vnk

и vjk
. Каждому ребру rk ставятся в соответствие две

ориентированные дуги uk и uk+E из множества U .
Дуги {uk, uk+E} определяют прямое и обратное
направление передачи потока по ребру rk между
концевыми вершинами vnk

и vjk
. Для каждой вер-

шины vn формируется список K(n) номеров ин-
цидентных ей ребер: K(n) = {k1, k2, . . . , ka(n)}, где
a(n)— число инцидентных ребер для vn.

В многопользовательской сети G рассматрива-
ютсяM = N(N−1)независимых, невзаимозаменя-
емых и равноправных межузловых потоков различ-
ных видов. Каждой паре узлов-корреспондентов pm

из множества P соответствуют: вершина-источник
с номеромsm, изsm входной потокm-го вида посту-
пает в сеть; вершина-приемник с номером tm, из tm
потокm-го вида покидает сеть. Для каждой верши-
ны vn ∈ V , n = 1, N , в подмножество P (vn) входят
все пары-корреспонденты, для которых vn служит
узлом-источником: P (vn){pm|smn, tm 6= n, tm =
= 1, N}, а для каждого P (vn) — список номеров
M(n) пар pm, входящих в подмножество P (vn):
M(n) = {m1(n),m2(n), . . . ,mN−1(n)}.

Обозначим через zm величину межузлового по-
тока m-го вида, поступающего в сеть через узел
с номером sm и покидающего сеть из узла с номе-
ром tm; xmk, xm(k+E) — поток m-го вида, который
передается по дугам uk и uk+E согласно направле-
нию передачи, xmk ≥ 0, xm(k+E) ≥ 0, m = 1,M ,
k = 1, E; S(vn) — множество номеров исходящих
дуг, по ним поток покидает узел vn; T (vn) — мно-
жество номеров входящих дуг, по ним поток по-
ступает в узел vn. Состав множеств S(vn) и T (vn)
однозначно формируется в ходе выполнения сле-
дующей процедуры. Пусть некоторое ребро rk ∈ R
соединяет вершины с номерами n и j, такими что
n < j. Тогда ориентированная дуга uk = (vn, vj),
направленная из вершины vn в vj, считается ис-
ходящей из вершины vn и ее номер k заносится
в множество S(vn), а дуга uk+E, направленная из vj

в vn, — входящей для vn и ее номер k+E помещается
в список T (vn). Дуга uk является входящей для vj,
и ее номер k попадает в T (vj), а дуга uk+E — исхо-
дящей, и номер k+E вносится в список исходящих
дуг S(vj).

Во всех узлах сети vn ∈ V , n = 1, N , для каждого
вида потока должны выполняться условия сохране-
ния потоков:

∑

i∈S(vn)

xmi −
∑

i∈T (vn)

xmi =

=






zm, если vn = vsm
;

−zm, если vn = vtm
;

0 в остальных случаях,

n = 1, N, m = 1,M, xmi ≥ 0, zm ≥ 0. (1)

Величина zm равна входному межузловому потоку
m-го вида, проходящему от источника sm к при-
емнику tm пары pm при распределении потоков
{xmi} = x по дугам сети.

Каждому ребру rk ∈ R приписывается неот-
рицательное число dk — суммарный предельно
допустимый поток, который можно передать по
ребру rk в обоих направлениях. В исходной се-
ти компоненты вектора пропускных способностей
d = (d1, d2, . . . , dk, . . . , dE)— положительные числа
dk > 0. Вектор d определяет следующие ограниче-
ния на сумму потоков всех видов, передаваемых по
ребру rk одновременно:

M∑

m=1

(xmk + xm(k+E)) ≤ dk,

xmk ≥ 0, xm(k+E) ≥ 0, k = 1, E. (2)

Ограничения (1), (2) задают множество допус-
тимых значений вектора межузловых потоков z =
= (z1, z2, . . . , zm, . . . , zM ):

Z(d) =
= {z ≥ 0 | ∃ x ≥ 0 : (z,x)удовлетворяют (1), (2)}.

3 Оценка отклика системы
при повреждении сети

Для анализа изменений потоковых характери-
стик при повреждении узлов сети на М-модели
проводились вычислительные эксперименты, в хо-
де которых многократно решалась задача о поиске
максимального однопродуктового потока. На на-
чальном этапе задается исходная неповрежденная
сеть G(0), пропускные способности dk(0), k = 1, E,
и предполагается, что между парой узлов pm ∈ P
передается поток m-го вида.

В неповрежденной сети G(0) для каждой пары
корреспондентов pm ∈ P определяется максималь-
ный однопродуктовый поток m-го вида, передава-
емый в монопольном режиме из sm в tm.
Задача 1. Для некоторого pm ∈ P найти

z0m(1) = max
Z,x

zm

при условиях: (1), (2), zi = 0 для i 6= m, pi ∈ P .
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Решение задачи 1 — величина максимального
потока z0m(1) с соответствующими значениями ду-
говых потоков x0mk(1), m = 1,M , k = 1, 2E. Для
выбранного pm ∈ P формируется список номеров
ребер, образующих минимальный разрез из a(m) ре-
бер, L(m) = {l1, l2, . . . , la(m)}, такой что

z0m(1) =
∑

l∈L(m)

dl(0) =
∑

l∈L(m)

[
x0ml(1) + x

0
m(l+E)(1)

]
.

После решения последовательности задач 1 для
всех pm ∈ P определяются нормирующие коэффи-
циенты ω0m(1) = 1/z

0
m(1), z

0
m(1) 6= 0, m = 1,M,

и нормированные дуговые потоки

x0mk = ω
0
m(1)x

0
mk(1), m = 1,M, k = 1, 2E. (3)

Согласно условиям нормировки для дуговых пото-
ков (3) при передаче всех x0mk по ребрам сети меж-
узловой поток из узла sm в узел tm равен единице
для всех pm ∈ P .

В сетиG(0) для каждого ребра rk подсчитывает-
ся суммарная загрузка:

–k(0) =

M∑

m=1

[
x0mk + x

0
m(k+E)

]
,

т. е. –k(0) находится на основании значений x0mk

при одновременной передаче всех межузловых по-
токов, таких что z0m = 1 для всех pm ∈ P . Опи-
санный способ передачи потоков будем называть
стационарным, как и режим функционирования
системы.

Для оценки последствий выхода из строя уз-
ла vj на основе исходной сети G(0) формируется
сеть G(vj), в которой пропускная способность ре-
бер, инцидентных вершине vj, полагается равной
нулю:

dk(vj) =

{
0, если k ∈ K(vj);

dk(0) в остальных случаях;

D(vj) = D(0)−
∑

k∈K(vj)

dk(0).

Здесь и далее K(vj) — множество номеров ребер,
инцидентных вершине vj .

Формально в поврежденной сети G(vj) для всех
pm ∈ P последовательно решается задача 1. В ре-
зультате определяются новые маршруты переда-
чи единичных межузловых потоков и согласно (3)
строятся дуговые потоки {x0mk(vj)}, k = 1, 2E, для
межузловых потоков zj

m. Вводятся обозначения:
P−(vj) = {m1,m2, . . .} — список номеров пар, для
которых в сети G(vj) не существует пути соеди-
нения; M−(vj) — число таких пар. Для всех пар

pm ∈ P−(vj) соответствующие потоки zj
m равны

нулю. Обозначим через P+(vj) список номеров пар
узлов, таких что поток между ними в сети G(vj)
не равен нулю, т. е. для всех пар-корреспондентов
выполняется

zj
m = 0, m ∈ P−(vj), z

j
m 6= 0, m ∈ P+(vj).

ПустьM+(vj)— число пар вP+(vj), аM−(vj)—
соответственно в P−(vj). При этом

P = P+(vj) ∪ P−(vj), M =M
+(vj) +M

−(vj).

В каждой сети G(vj), j = 1, N , относитель-
ное изменение (превышение/уменьшение) загруз-
ки для каждого ребра rk рассчитывается исходя из
начальных показателей:

ξj
k =

[
–k(vj)

–k(0)
− 1
]
, k = 1, E, j = 1, N,

где

–k(vj) =

M∑

m=1

[x0mk(vj) + x
0
m(k+E)(vj)],

m = 1,M, k = 1, E.

Для оценки относительного изменения про-
пускной способности сети при удалении узла vj

вычисляется

δj =

∑
k∈K(vj)

dk(0)

D(0)
, j = 1, N,

где K(vj) — множество номеров ребер, инцидент-
ных узлу vj . Для указанных ребер пропускная
способность в сети G(vj) становится равной нулю.
Для получения количественных оценок изменения
функциональных показателей системы при удале-
нии узла vj подсчитываются величины θj

k = ξj
k/δ

j,
k = 1, E. Фактически если значения ξj

k и δj запи-
сать в процентах, то величина θj

k покажет, на сколь-
ко процентов увеличится загрузка k-го ребра при
уменьшении пропускной способности сети на 1%
при удалении j-го узла. Значения θj

k упорядочива-
ются по величине от большего к меньшему (по не-
возрастанию) и перенумеровываются согласно по-
рядку {θj

i }: θj
i ≥ θj

i+1, i = 1, E − 1. Полученные

лексикографически упорядоченные величины {θj
i }

служат i-ми компонентами вектор-отклика θ(j).
Для каждой фиксированной i-й компоненты

вектор-отклика θ(j) среди всех повреждений во
всех сетях G(vj) определяются

—∗
i = max

j
θj

i ; —
∗∗
i = min

j
θj

i , i = 1, E.
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Последовательность {—∗
i }, i = 1, E, представляет

собой гарантированные оценки компонент вектор-
откликов системы на выход из строя отдельного
узла.

4 Оценка загрузки узлов
при повреждениях

На основании (3) для получения оценки мак-
симального значения равных межузловых потоков
для сети G(0) решается следующая задача.

Задача 2. Найти “α = maxα α при условиях:

α
M∑

m=1

[
x0mk + x

0
m(k+E)

]
≤ dk(0), α ≥ 0, k = 1, E.

С помощью решения задачи 2 для всех pm ∈ P
определяется вектор “z(“α), все компоненты которо-
го равны “α, т. е.

“zm = “α, m = 1,M ;

“xmk = “αx
0
mk, m = 1,M, k = 1, 2E.

При одновременной передаче всех потоков в се-
ти G(0) для каждого ребра rk загрузка “–k подсчи-
тывается исходя из дуговых потоков “xmk:

“–k =
M∑

m=1

[
“xmk + “xm(k+E)

]
.

Для каждой пары узлов-корреспондентов pm ∈
∈ P , для полученного допустимого межузлового
потока “zm и соответствующих значений дуговых
потоков “xmk, k = 1, 2E, величина

“ym =

2E∑

k=1

“xmk, m = 1,M ,

характеризует результирующую межузловую на-
грузку на ребра сети G(0) при передаче межузло-
вого потока “zm из узла-источника sm в узел-прием-
ник tm. Величина “ym показывает, какая суммарная
пропускная способность сети требуется для дуговых
потоков “xmk.

В рамках модели отношение результирующей
межузловой нагрузки и межузлового потока

“wm =
“ym

“zm
, m = 1,M ,

можно трактовать как удельные затраты ресурсов
сети при передаче потока m-го вида между узла-
ми sm и tm при дуговых потоках “xmk.

В каждой поврежденной сети G(vj), j = 1, N ,
решается последовательность задач 1, определя-
ются новые маршруты для максимальных потоков
и соответствующие дуговые потоки. Согласно нор-
мировке (3)

zj
m = 1, m ∈ P+(vj); x

0
mk(vj), m = 1,M, k = 1, 2E,

и далее формируется набор:

“zm(vj) = “α, m ∈ P+(vj);

“xmk(vj) = “αx
0
mk(vj), m = 1,M, k = 1, 2E.

В сети G(vj) для каждого ребра rk подсчитыва-
ется загрузка

“–k(vj) =

M∑

m=1

[
“xmk(vj) + “xm(k+E)(vj)

]
.

При одновременной передаче всех межузловых по-
токов из множества P+(vj)

“zm(vj) = “α для всех m ∈ P+(vj).

Для каждой неповрежденной вершины vn в се-
ти G(vj) загрузка всех инцидентных ей ребер равна

γn(vj) =
∑

k∈K(vn)

“–k(vj),

пропускная способность всех инцидентных ребер
составляет

Dn(vj) =
∑

k∈K(vn)

dk(vj).

Для n = 1, N , n 6= j, относительная величина

ρn(vj) =






0, если Dn(vj) = 0;
γn(vj)

Dn(vj)
в остальных случаях

показывает, как меняется загрузка узла с номером n
при сохранении передачи межузловых потоков “zn,
равных “α, в поврежденной сети G(vj).

Для получения гарантированных оценок функ-
ционирования сети все ρn(vj) при фиксирован-
ном vj переупорядочиваются от большего к мень-
шему (по неубыванию):

{ρi(vj)} : ρi(vj) ≥ ρi+1(vj), i = 1, N − 1 ,

и определяются верхняя и нижняя оценки:

ρ∗i = max
j
ρi(vj); ρ

∗∗
i = min

j
ρi(vj).
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5 Результаты вычислительных
экспериментов

Вычислительный эксперимент проводился на
моделях сетевых систем, представленных на рис. 1.
В каждой сети имеются 69 узлов. Пропускные спо-
собности ребер dk(0) равномерно распределены на
отрезке [990, 1099].

В ходе исследования была сделана нормиров-
ка, и поэтому суммарная пропускная способность
в обеих сетях одинакова:

E∑

k=1

dk(0) = D(0) = 75082.

На рис. 2 для базовой и кольцевой сетей пред-
ставлены оценки —∗

i при передаче максимального
межузлового потока. Оценки —∗

i упорядочены по
величине от большего к меньшему, а номера ука-
заны по горизонтальной оси. Кривые, описыва-
ющие —∗

i , служат верхними огибающими для всех
распределений вектор-откликов θ(j) при повреж-
дении узлов vj . По построению —∗

i можно рас-
сматривать как гарантированные верхние оценки

откликов при разрушении любой вершины графа
сети. В случае выхода из строя любого узла vj

точки, описывающие лексикографически упорядо-
ченное распределение вектор-откликов θj

i , лежат
ниже—∗

i .

Анализ рис. 2 показывает, что при уменьше-
нии пропускной способности сети на 1% рост за-
грузки ребер в базовой сети не превышает 20%,
однако в кольцевой сети при некоторых поврежде-
ниях может достигать 30%. В ходе экспериментов
с выходом из строя узла пропускная способность
сети G(vj) в среднем уменьшается на 3%–4%. Та-
ким образом, в базовой сети реберная нагрузка мо-
жет увеличиться в 1,5 раза, а в кольцевой возрасти
в 2 раза. Разрушение отдельного узла требует изме-
нения маршрутов передачи потока для значитель-
ного числа пар-корреспондентов, вызывает пере-
грузки на определенных участках сети и ухудшает
ее работоспособность. Рисунок 2 иллюстрирует ко-
личественные оценки последствий разрушений.

В работах [2, 3] при передаче потока, анализе
повреждений и вычислении вектор-откликов ис-
пользовались только кратчайшие маршруты с ми-

Рис. 1 Базовая (а) и кольцевая (б) сети

Рис. 2 Оценки вектор-откликов в базовой (а) и кольцевой (б) сетях
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Рис. 3 Оценки вектор-откликов для кратчайших маршрутов в базовой (а) и кольцевой (б) сетях

Рис. 4 Перегрузки узлов в базовой (а) и кольцевой (б) сетях

нимальным числом ребер. На рис. 3 приводятся
результирующие диаграммы гарантированных оце-
нок —∗

i и —∗∗
i . Анализ рис. 2 и 3 свидетельствует,

что при передаче потока только по кратчайшим
маршрутам перегрузки оказываются больше, чем
при использовании маршрутов для максимальных
потоков.

На рис. 4 представлены диаграммы значений ρ∗∗i

и ρ∗i при передаче максимального межузлового по-
тока для базовой и кольцевой сетей. Из диаграмм
следует, что в базовой сети величины перегрузок
больше и возникают они чаще, чем в кольцевой.
В базовой сети удаление узла, расположенного, на-
пример, на «кольцевой» линии, приводит к удли-
нению маршрутов (соединений) для большого чис-
ла корреспондентов и, как следствие, увеличению
транзитной нагрузки на оставшиеся узлы. В коль-
цевой сети на 10% больше ребер и маршрутов со-
единения, что уменьшает суммарную загрузку се-
ти. Однако высокая загрузка ребер на внутреннем

кольце приводит к перегрузкам в узлах. Узлы в этом
случае становятся транзитными для тех потоков,
которые передавались в неповрежденной сети по
другим маршрутам.

На рис. 5 представлены диаграммы значений ρ∗∗i

и ρ∗i для базовой и кольцевой сетей при переда-
че межузловых потоков по кратчайшим маршру-
там [2, 3]. На рис. 5 также наблюдаются б‚ольшие
отклонения по сравнению с диаграммами на рис. 4.
Меньшее число ребер в маршруте при выходе из
строя узла создает б‚ольшие перегрузки — транзит-
ные потоки через неповрежденные узлы возрас-
тают.

6 Заключение

Предложенная выше агрегированная гаранти-
рованная оценка отклонений от стационарных по-
казателей функционирования может использовать-
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Рис. 5 Перегрузки узлов для кратчайших маршрутов в базовой (а) и кольцевой (б) сетях

ся для поиска и определения критически опасных
повреждений. Представленный в настоящей рабо-
те способ вычисления вектор-откликов можно рас-
сматривать более широко — как меру эластичности
сети при нарушениях ее работы. В [7] эластичность
потоков рассматривается при справедливом деле-
же ресурсов сети с использованием специальных
индексов.

В настоящее время, несмотря на появление но-
вых технологий передачи потоков, по-прежнему
актуальным вопросом остается распределение ре-
сурсов первичной сети между составными частя-
ми вторичной. Специализированные модели по-
зволяют получать многопараметрические оценки
функциональных характеристик и показателей ра-
ботоспособности многослойных сетевых систем.
Большое число работ посвящено разделению ба-
зовой сети на отдельные слои, каждый из которых
может иметь свою систему управления и предостав-
лять специальные услуги [8–13]. Оценка функ-
ционирования и работоспособности современных
сетевых систем является многопараметрическим
вектором и зависит от управления перераспре-
делением ресурсов при повреждениях. Анализ
взаимодействия вторичных и первичных сетей
предусматривает изучение возможных перегрузок
в первичной сети в случае выхода из строя ее час-
тей и при нарушении введенных ограничений на
передачу потоков.
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ФИЛЬТРАЦИЯ СОСТОЯНИЙ И ПАРАМЕТРОВ СПЕЦИАЛЬНЫХ

МАРКОВСКИХ СКАЧКООБРАЗНЫХ ПРОЦЕССОВ

ПО КОСВЕННЫМ НАБЛЮДЕНИЯМ БЕЗ ШУМА∗

А. В. Борисов1

Аннотация: Исследована задача оптимальной фильтрации состояний некоторого класса стохастических
дифференциальных систем (СДС) наблюдения. Оцениваемое состояние включает в себя две блочные
компоненты. Первая представляет собой марковский скачкообразный процесс (МСП) с конечным мно-
жеством состояний. Вторая изменяется синхронно с первой и при фиксированной первой компоненте
образует последовательность независимых векторов. Доступная статистическая информация включа-
ет в себя известные функции состояния, наблюдаемые без шумов. Задача заключается в построении
условного распределения состояния системы по имеющимся наблюдениям. В системах наблюдения
с вырожденными шумами невозможно применение стандартных приемов решения задачи фильтрации,
сводящих с помощью подходящей гирсановской замены меры доступные наблюдения к совокупности
винеровских и пуассоновских процессов. Условное распределение состояния удается представить с по-
мощью рекуррентно связанной последовательности обыкновенных дифференциальных и разностных
уравнений.

Ключевые слова: марковский скачкообразный процесс; стохастическая дифференциальная система
наблюдения; косвенные наблюдения без шума; мартингальное разложение; регулярная версия условного
распределения
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1 Введение

Задачи оптимальной фильтрации состояний
СДС по наблюдаемым функциям состояния, фик-
сируемым без каких-то дополнительных шумов,
имеют достаточно давнюю историю [1]. С одной
стороны, наличие «чистых» данных, не подвергну-
тых зашумлению, порождает надежду на высокую
точность итоговых оценок. С другой стороны, от-
сутствие шумов делает невозможным применение
стандартного подхода, используемого при решении
задачи фильтрации, когда с помощью подходящей
гирсановской замены меры наблюдения сводятся
к совокупности винеровских и пуассоновских про-
цессов [2]. Даже в классическом случае линейных
гауссовских СДС с вырожденными шумами в на-
блюдениях задача построения оптимальной оцен-
ки фильтрации нетривиальна: стандартный фильтр
Калмана–Бьюси с заменой операции обращения на
псевдообращение доставляет оптимальную оценку
только в случае синхронного вырождения полезно-
го сигнала и шумов в наблюдениях [3].

Существуют различные способы решения дан-
ного класса задач. Один из них — аппроксима-
ция оценки оптимальной фильтрации с помощью

последовательности оценок, строящихся с помо-
щью известных оптимальных оценивателей в пред-
положении наличия в наблюдениях малого шума.
Эти оцениватели — преобразования наблюдений –
в действительности применяются к наблюдениям,
не содержащим шумов. В дальнейшем доказывает-
ся, что с уменьшением интенсивности предполага-
емого шума, заложенной в алгоритме оценивателя,
полученные оценки сходятся к искомой оптималь-
ной оценке. Именно в таком виде представле-
но решение упомянутой выше задачи оптимальной
фильтрации состояний линейных гауссовских сис-
тем [4]. Приближенное вычисление коэффициента
усиления фильтра с помощью процедуры стохасти-
ческой аппроксимации или применения нейрон-
ных сетей [5] можно считать разновидностью этого
подхода.

Второй подход заключается в преобразовании
состояния системы [1], когда сокращается размер-
ность оцениваемого процесса, или в трансфор-
мации доступных наблюдений [6, 7]: компонен-
ты наблюдений без шума подвергаются операции
дифференцирования. Третий подход состоит в по-
строении оценок, исходя из общего решения задачи
оптимальной фильтрации [8]. Задача фильтрации

∗Работа выполнялась с использованием инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычис-
ления и большие данные» (ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).
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по наблюдениям без шумов была решена сначала
для МСП с конечным множеством состояний [9],
а затем и для МСП общего вида [10]. Уравне-
ния, описывающие оптимальную оценку, получены
с помощью математического аппарата стохастиче-
ских мер и имеют сложный вид для их последующе-
го использования при решении прикладных задач.

Данная заметка продолжает цикл исследований,
инициированных работами [11, 12]. Она посвя-
щена решению задачи оптимальной фильтрации
состояний предложенного в [11] класса специаль-
ных МСП по косвенным незашумленным наблю-
дениям.

Статья имеет следующую структуру. Раздел 2
представляет общие сведения об исследуемом клас-
се МСП, а также содержит формальную постановку
задачи фильтрации. Раздел 3 посвящен решению
вспомогательных задач, составляющих базу реше-
ния задачи фильтрации. Она приведена в разд. 4.
Раздел 5 содержит заключительные замечания.

2 Постановка задачи
Ниже кратко представлены сведения об иссле-

дуемом классе МСП, необходимые для корректной
постановки и решения задачи оптимальной фильт-
рации.

Рассматриваются процессы Zt , col (θt, Yt) ∈
∈ R

N+M [11] с двумя блочными компонента-
ми. Первая компонента, θt, представляет собой
МСП с множеством состояний S

N , {e1, . . . , eN},
матрицей интенсивностей переходов (МИП) ˜ =
= ‖˜ij‖i,j=1,N и начальным распределением

p0 = col (p
1
0, . . . , p

N
0 ). Вторая компонента, Yt ∈

∈ R
M , — кусочно-постоянный процесс, терпящий

скачки синхронно с θt. Если {τi}i∈N — последова-
тельность моментов скачков θt, то при известной
траектории θt последовательность {Yτi

}i∈N состав-
лена из независимых случайных векторов, услов-
ное распределение которых определяется вектором
распределений š(·) = row (š1(·), . . . ,šN (·)):

P{Yτi
∈ B|θτi

= en} = šn(B),

∀B ∈ B(RM ), n = 1, N .

Распределение начального значения Y0 определя-
ется аналогично с помощью вектора распределе-
ний �0(·) = row (�10(·), . . . ,�N

0 (·)):

P{Y0 ∈ B|θ0 = en} = �n
0 (B),

∀B ∈ B(RM ), n = 1, N .

Известно [11], что процесс Zt , col (θt, Y
1
t θt, . . .

. . . , Y N
t θt) ∈ R

(M+1)N , ассоциированный с процес-
сом Zt, представим в виде решения линейной СДС

Zt = Z0 +

t∫

0

DZZs ds+ µ
Z
t , (1)

где DZ — известная неслучайная матрица; µZ
t —

мартингал.
Наблюдению доступен процесс ξt ∈ R

k:

ξt = g(Zt), (2)

где g(·) : R(M+1)N → R
K — известная функция, для

которойmaxt>0 E
{
‖g(Zt)‖2

}
<∞.

Задача оптимальной фильтрации заключается
в вычислении условного распределения состоя-
ния Zt относительно Ot , σ{ξs, 0 6 s 6 t} —
естественного потока σ-алгебр, порожденных про-
цессом наблюдений ξt.

3 Вспомогательные задачи
Ниже в изложении используются следующие

обозначения:

– I — единичная матрица подходящей размер-
ности;

– 1 — вектор-строка подходящей размерности,
составленная из единиц;

– IA(x) – индикаторная функция множества A;

– λ , row (˜11, . . . ,˜NN ) — вектор-строка,
составленная из диагональных элементов
МИП ˜; ˜ , ˜− diag (λ).

Для решения проблемы оптимальной фильтрации
необходимо решить две вспомогательные задачи.

Задача 1. Рассматривается специальный МСП Zt,
начальное распределение � которого сосредото-
чено на некотором множестве A ∈ B

(
S

N × R
M
)
.

Пусть σA — момент первого выхода Zt из множе-
ства A. Необходимо найти

(1) распределение марковского момента σA;

(2) распределение θt при условии, что σA к мо-
менту t еще не наступил;

(3) распределение Zt при условии, что σA к мо-
менту t еще не наступил.

Заметим, что любое множество A представимо
в виде

A =
N⋃

n=1

({en} ×An),

где An , {y ∈ R
M : (en, y) ∈ A} — «сечение» A

«плоскостью» e = en.
Введем в рассмотрение процессы

IA
t , col (θ1t IA1(Yt), . . . , θ

N
t IAN

(Yt));

UA
t , I[0,σA)(t); V

A
t , IA

t U
A
t ; W

A
t , θtU

A
t .
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Заметим, что при Z0 ∈ A и t < σA процессы V A
t

и WA
t тождественны: WA

t ≡ V A
t .

Ниже в изложении процессы типа IA
t называ-

ются индикаторными; согласно [11] они допускают
следующее разложение:

IA
t =

= θ0+

t∫

0

[
diag (λ)IA

s−+diag (š(A))˜
⊤
θs−

]
ds+M1

t ,

где M1
t — некоторый мартингал; š(A) ,

, row (š1(A1), . . . ,š
N (AN )).

Процесс UA
t имеет не более одного скачка; по

формуле Долеан [8]

UA
t = IA(Z0) +

t∫

0

UA
s−1 dIA

s = IA(Z0) +

+

t∫

0

[
λV A

s− +š(A)˜
⊤
WA

s−

]
ds+

t∫

0

UA
s−1 dM

1
s .

Найдем СДС, описывающую эволюцию V A
t , для

чего воспользуемся правилом Ито:

V A
t = θ0+

t∫

0

dIA
s U

A
s−+

t∫

0

IA
s− dU

A
s +
∑

s6t

–IA
s –U

A
s

︸ ︷︷ ︸
=−

∫
t

0
IA

s− dUA
s

=

= θ0+

t∫

0

[
diag (λ) + diag (š(A))˜

⊤
]
V A

s− ds+M
2
t ,

где M2
t — мартингал. Усредняя обе части послед-

него равенства, можно получить систему линей-
ных дифференциальных уравнений, описывающих
mA(t) = E

{
V A

t

}
:

‘mA =
[
diag (λ) + diag (š(A))˜

⊤
]
mA,

t > 0, mA(0) = p0. (3)

Из определения mA следует, что 1mA(t) =

=
∑N

n=1 P{θt = en, t < σA} = P{t < σA}— «функ-
ция дожития» σA, которая дает ответ на первый
вопрос задачи 1.

По формуле умножения вероятностей вектор-
функция

µA = µA(t) , mA
(
1mA(t)

)−1
(4)

состоит из компонент µA,n(t) = P{θt = en|t < σA},
n = 1, N ; из (4) следует, что она определяется ре-
шением системы нелинейных дифференциальных
уравнений

‘µA =
[
diag (λ) + diag (š(A))˜

⊤
]
µA −

− µA
(
λ+š(A)˜

⊤
)
µA, t > 0, µA(0) = p0. (5)

Функция µA(t) определяет распределение θt при
условии, что σA к моменту t еще не наступил, т. е.
дает ответ на второй вопрос задачи 1.

Рассмотрим множествоB =
⋃N

n=1({en}×Bn) ⊆
⊆ A и соответствующий индикаторный процесс
IB

t , col (θ1t IB1(Yt), . . . , θ
N
t IBN

(Yt)). Он допускает
представление

IB
t = IB

0 +

+

t∫

0

[
diag (λ)IB

s− + diag (š(B))˜
⊤
θs−

]
ds+M3

t ,

где M3
t — некоторый мартингал. По правилу Ито

процесс QB
t , IB

t U
A
t допускает представление

QB
t =

= IB
0 +

t∫

0

dIB
s U

A
s− +

t∫

0

IB
s− dU

A
s +

∑

s6t

–IB
s –U

A
s

︸ ︷︷ ︸
=−

∫
t

0
IB

s− dUA
s

=

= IB
0 +

t∫

0

[
diag (λ)QB

s− + diag (š(B))˜
⊤
WA

s−

]
ds+

+M4
t ,

гдеM4
t — мартингал. Усредняя обе части последнего

равенства, получаем систему уравнений, описыва-
ющих эволюцию qB(t) = q(t, B) = E

{
IB

t I[0,σA)(t)
}

:

‘qB = diag (λ)qB + diag (š(B))˜
⊤
mA,

t > 0, qB(0) = �(B),

где mA = mA(t) – решение системы (3).
По формуле умножения вероятностей функция

κ
B(t) = κ(t, B) , E

{
IB

t |t < σA
}

, определяющая
условное распределение процесса Zt относительно
события {t < σA}, вычисляется по формуле

κ(t, B) = q(t, B)(1mA(t))−1.

Она также служит решением следующей системы
нелинейных дифференциальных уравнений:

‘κB =
[
diag (λ)− (λ+š(A)˜⊤

)µAI)
]

κ
B +

+ diag
(
˜
⊤
µA
)
š(B), t > 0, κ(0, B) = �(B), (6)
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где вектор-функция µA(t) определяется систе-
мой (5).

При фиксированном значении t функ-
ция κ(t, B) определяет вероятностную меру на
(2S

N × R
M ,B(2SN × R

M )), однако описание ее эво-
люции с помощью (6) не вполне практично: для
приложений было бы удобнее описывать это рас-
пределение в терминах плотностей.

ФункцияµA(t)может быть вычислена независи-
мо от κ

B с помощью решения линейной системы (3)
и применения формулы (4) или путем решения не-
линейной системы (5). При известной µA(t) сис-
тема (6) распадается на N независимых линейных
неоднородных дифференциальных уравнений

κ
B,n(t) = E

{
θt = en, Yt ∈ Bn | t < σA

}
=

= αn(0, t)�n(Bn) + βn(t)šn(Bn);

αn(s, t) , exp






t∫

s



˜nn −
N∑

i=1



˜ii +

+
∑

j:j 6=i

šj(Aj)˜ij



µA,i(u)



 du




 ;

βn(t) =

t∫

0

αn(s, t)
∑

i:i6=n

µA,i(s) ds.






(7)

Пусть ν — такая мера на (2S
N × R

M ,B(2SN × R
M )),

что š ≪ ν; � ≪ ν и π(y) = col (π1(y), . . . , πN (y)),
φ(y) = col (φ1(y), . . . , φN (y)) — производные Радо-
на–Никодима:

š({en} ×Bn) =

∫

Bn

πn(y)ν(dy);

�({en} ×Bn) =

∫

Bn

φn(y)ν(dy)

для ∀en ∈ S
N и Bn ∈ B(RM ).

Из представления (7) следует, что мера κ
B(t)

также абсолютно непрерывна относительно ν
и ее производная Радона–Никодима ψ(t, y) =
= col (ψ1(t, y), . . . , ψN (t, y)) такова, что

P
{
θt = en, Yt ∈ Bn|t < σA

}
=

∫

Bn

ψn(t, y)ν(dy).

Из (7) следует, что ψ(t, y) представляет собой реше-
ние системы нелинейных дифференциальных урав-
нений

ψ′
t(t, y) =

=
[
diag (λ)−(λ+š(A)˜⊤

)µA(t)I)
]
ψ(t, y) +

+ diag
(
˜
⊤
µA(t)

)
π(y);

ψ(0, y) = φ(y).






(8)

Таким образом, ответ на третий вопрос задачи 1 по-
лучен: эволюция распределения состояния Zt при
условии t < σA описывается системами (7) или (8).

Задача 2. Пусть в условиях задачи 1 момент σA

таков, что P{σA < +∞} = 1, т. е. σA — момент
остановки. Найти распределение ZσA относитель-
но σA.

Рассмотрим такое множество C ∈ B(2SN ×R
M ),

что C ∩ A = ∅, и построим индикаторный про-
цесс IC

t :

IC
t = IC

0 +

+

t∫

0

[
diag (λ)IC

s− + diag (š(C))˜
⊤
θs−

]
ds+M4

t .

Из определения следует, что IC
t I[0,σA)(t) ≡ 0. Для

«остановленного» процессаIC
t∧σA верна цепочка ра-

венств

IC
t∧σA = IC

t I[0,σA)(t)︸ ︷︷ ︸
≡0

+IC
σAI[σA,+∞)(t) =

= IC
0︸︷︷︸
=0

+

t∧σA∫

0



diag (λ)IC
s−︸ ︷︷ ︸

≡0

+diag (š(C))˜
⊤
θs−



 ds+

+M4
t∧σA =

t∫

0

diag (š(C))˜
⊤
WA

s− ds+M
4
t∧σA ,

где процессWA
t определен выше. Осредняя обе час-

ти последнего равенства и используя теорему Дуба
об остановке [4], получаем, что

rC(t) = r(C, t) , E
{
IC

σAI[σA,+∞)(t)
}
=

=

t∫

0

diag(š(C))˜
⊤
mA(s) ds,

где mA(t) определяется системой (3). Компонен-
ты rC(t) несут следующий вероятностный смысл:

rC,n(t) = P
{
θσA = en, YσA ∈ Cn, σ

A 6 t
}
.

Определим функцию распределения ZσA отно-
сительно σA:

ρC(t) = E
{
ZσA |σA

}
, C ∈ B

(
2S

N × R
M
)
.

Используя выражение rC(t) и определение услов-
ного математического ожидания, можно показать,
что
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ρC(t) = ρ(t, C) = diag (š(C\A))˜⊤mA(σA)×
×
[
(1−š(A))˜⊤mA(σA)

]−1
. (9)

Если на (2S
N × R

M ,B(2SN × R
M )) существует та-

кая мера ν, что š ≪ ν, и π — соответствующая
производная Радона–Никодима, то условная плот-
ность ψ(y|σA) состояния ZσA относительно σA так-
же существует и определена формулой

ψ(y|σA) = diag (π(y))IA(y)˜
⊤mA(σA)×

×
[
(1−š(A))˜⊤mA(σA)

]−1
, (10)

где IA(y) , diag (IA1 (y), . . . , IAN
(y)). Формулы (9)

и (10) дают решение задачи 2.

4 Алгоритм оптимальной
фильтрации

Пара процессов (Zt, ξt) имеет кусочно-постоян-
ные траектории со скачками в моменты {τn}n∈Z+

скачков компонента θt (τ0 , 0) и поэтому одно-
значным образом определяется последовательно-
стью Xτ , {(τn, Zτn

, ξτn
)}n∈Z+ .

Предполагается, что все моменты {τn}n∈Z+ —
моменты остановки. Последовательность обла-
дает Xτ марковским свойством. Следует отме-
тить, что последовательность {σm}m∈Z+ (σ0 , 0)
скачков наблюдаемого процесса ξt в общем случае
определяет лишь подпоследовательность {τn}n∈Z+ .
Тем не менее {σm}m∈Z+ согласована с после-
довательностью σ-алгебр {FXτ

n }n∈Z+, порожден-
ной Xτ . Поэтому, благодаря строгому марков-
скому свойству, стохастическая последовательность
X

σ , {(σm, Zσm
, ξσm

)}m∈Z+ также сохраняет мар-
ковское свойство. Используем его при выводе фор-
мул оптимальной фильтрации как в дискретные
моменты скачков наблюдений {σm}m∈Z+ [13], так
и в промежутках между ними. Также будут исполь-
зованы решения задач 1 и 2. Уравнения, описыва-
ющие эволюцию условного распределения, имеют
непрерывно-дискретную структуру и представлены
с помощью метода индукции.

Начальное условие. РаспределениеZ0 определя-
ется из условия задачи:

P{θ0 = en, Y0 ∈ Bn} = pn
0�

n
0 (Bn).

В нулевой момент времени в качестве наблюдения
выступает ξ0 = g(Z0). Тогда решение определяется
�̂0(·|ξ0)— регулярной версией условного распреде-
ления Z0 относительно ξ0.

Шаг индукции. Пусть �̂ℓ(·|u0, s1, u1, . . . , sℓ, uℓ) =

= col (�̂1ℓ(·|u0, s1, u1, . . . , sℓ, uℓ), . . . , �̂
N
ℓ (·|u0, s1, u1,

. . . , sℓ, uℓ)) — регулярная версия условного рас-
пределения Zσℓ

относительно Oσℓ
и для любо-

го {en}×Bn ∈ B(SN ×R
M ) P{θσℓ}=en,Yσℓ

∈Bn|Oσℓ
=

= �̂n
ℓ (Bn|σ0, ξσ0 , . . . , σℓ, ξσℓ

) P-п. н. Также

обозначим через ā̂(t, ·) = col (ā̂1(t, ·), . . . , ā̂N(t, ·))
условное распределение Zt относительно Ot на со-
бытии {σℓ 6 t < σℓ+1}, т. е.

P {θt = en, Yt ∈ Bn|Ot} =
= ā̂n(t, Bn) {σℓ 6 t < σℓ+1} -п. н.

Согласно решению задачи 1 для любого множе-
ства B = ∪N

n=1 ({en} ×Bn) эволюция ā̂(t, B), t ∈
∈ [σℓ, σℓ+1) описывается системой

ā̂′
t(t, B) =

=
[
diag (λ)− (λ +š(g−1(ξσℓ

))˜
⊤
)µℓ(t)I

]
ā̂(t, B)+

+ diag
(
˜
⊤
)µℓ(t)

)
š(B);

µ′
ℓ(t) =

[
diag (λ) + diag (š(g−1(ξσℓ

)))˜
⊤
]
µℓ(t)−

− µℓ(t)
[
λ+š(g−1(ξσℓ

))˜
⊤
]
µℓ(t);

ā̂(σℓ, B) = �̂ℓ(B|u0, s1, u1, . . . , sℓ, uℓ);

µℓ(σσℓ
) = �̂ℓ(g

−1(ξσℓ
)|ξ0, σ1, ξσ1 , . . . , σℓ, ξσℓ

),

где µℓ(t) = E {θt|Ot} на событии {σℓ 6 t < σℓ+1};
g−1(u) , {(e, y) ∈ S

N×R
M : g(e, y) = u}— полный

прообраз значения u при преобразовании g(·).
В силу решения задачи 2 функция f̂ℓ+1(B) ,

, col (f̂1ℓ+1(B1), . . . , f̂
N
ℓ+1(BN )), задающая условное

распределениеZσℓ+1
относительноOσℓ

∨σℓ+1, опре-
деляется формулой:

f̂ℓ+1(B) , E
{
IB

σℓ+1
|Oσℓ

∨ σℓ+1

}
=

= diag
(
š(B\g−1(ξσℓ

))
)
˜
⊤
µℓ(σσℓ+1)×

×
[(
1−š(g−1(ξσℓ

))
)
˜
⊤
µℓ(σσℓ+1)

]−1
. (11)

На основании f̂ℓ+1(·) строится �̂ℓ+1(·|u0, s1, u1, . . .
. . . , sℓ+1, uℓ+1)— регулярная версия условного рас-
пределения Zσl+1

относительноOσℓ+1
.

Рассмотрим безусловное распределе-
ние P (σℓ+1, B)МСП Z в момент времени σℓ+1:

P (σℓ+1, B) = diag (š(B))p(σℓ+1) P − п. н.

В отличие от него, условное распределение
f̂ℓ+1(B) (11) определяется распределением š(·),
«усеченным» значением предыдущего наблюде-
ния ξσℓ

: вместо всего пространства R
M в качестве
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носителя распределения выступает R
M\g−1(ξσℓ

).
При этом веса этих компонент зависят от векто-
ра µℓ(·)— условного распределения θσℓ+1

.
Условное распределение вектора Z относитель-

но наблюдения g(Z) может быть представлено
в терминах плотностей относительно некоторых аб-
страктных распределений [10]. Тем не менее в ряде
значимых с практической точки зрения частных
случаев может быть получено явно. Такая ситуация
возникает, когда

– распределение š дискретно;

– отображение g имеет конечный полный про-
образ;

– отображение g линейно и пр.

Таким образом, явная формула вычисления
�̂ℓ+1(·|u0, s1, u1, . . . , sℓ+1, uℓ+1) будет зависеть от
конкретного вида системы наблюдения (1), (2).

5 Заключение

В работе предложено решение задачи оптималь-
ной фильтрации состояний специальных МСП [11]
по косвенным наблюдениям в отсутствии шумов.
Условное распределение процесса описывается
системой связанных обыкновенных дифференци-
альных уравнений, терпящих разрывы в моменты
смены наблюдений. Полученный теоретический
результат может быть полезен при решении при-
кладных задач мониторинга процессов обработки
информации [14], а также стохастического управ-
ления в системах массового обслуживания по не-
полной информации [15, 16].
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Abstract: The paper investigates the problem of optimal state filtering of a class of stochastic differential observation
systems. The state to be estimated consists of two compound components. The first is a finite-state Markov jump
process. The second component changes synchronously with the first one and, given a fixed first component,
forms a sequence of independent vectors. The available statistical information includes the known functions of the
estimated state observed without noise. The problem is to construct the conditional distribution of the system’s state
given the available observations. In observation systems with degenerate noise, it is impossible to apply standard
filtering techniques, which typically involve reducing the observations to a combination of Wiener and Poisson
processes using a suitable Girsanov measure transform. The conditional distribution of the state can be represented
using a recursively linked sequence of ordinary differential and difference equations.

Keywords: Markov jump process; stochastic differential observation system; indirect perfect observations;
martingale decomposition; regular version of conditional distribution

DOI: 10.14357/19922264250104 EDN: MZAJVZ

Acknowledgments
The research was carried out using the infrastructure of the Shared Research Facilities “High Performance
Computing and Big Data” (CKP “Informatics”) of FRC CSC RAS (Moscow).

References
1. Bryson, A., and D. Johansen. 1964. Linear filtering for

time-varying systems using measurements containing col-
ored noise. IEEE T. Automat. Contr. 10(1):4–10. doi:
10.1109/TAC.1965.1098063.

2. Wong, E., and B. Hajek. 1985. Stochastic processes in en-
gineering systems. New York, NY: Springer. 361 p. doi:
10.1007/978-1-4612-5060-9.

3. Butov, A. 1980. Optimal linear filtering with degenerate
observation noise. Automat. Rem. Contr. 41(11):1506–
1511.

4. Liptser, R. S., and A. N. Shiryaev. 1974. Statistika
sluchaynykh protsessov (nelineynaya fil’tratsiya i smezh-
nye voprosy) [Statistics of random processes. Nonlinear
filtering and related problems]. Seriya “Teorya veroyat-
nostey i matematicheskaya statistika” [Probability theory
and mathematical statistics ser.]. Moscow: Nauka. 696 p.

5. Qian, H., Q. Zhang, and G. Yin. 2022. Filtering with
degenerate observation noise: A stochastic approxima-
tion approach. Automatica 142:110376. doi: 10.1016/j.
automatica.2022.110376.

6. Joannides, M., and F. LeGland. 1997. Nonlinear filter-
ing with continuous time perfect observations and non-
informative quadratic variation. 36th IEEE Conference on
Decision and Control Proceedings. San Diego, CA: IEEE.
2:1645–1650. doi: 10.1109/CDC.1997.657750.

7. Borisov, A. 1998. Optimal filtering in systems with de-
generate noises in observations. Automat. Rem. Contr.
59(11-1):1526–1537. EDN: LFDCVH.

8. Liptser, R. Sh., and A. N. Shiryayev. 1989. Theory of mar-
tingales. New York, NY: Springer. 812 p.

9. Confortola, F., and M. Fuhrman. 2012. Filtering of
continuous-time Markov chains with noise-free obser-
vation and applications. Stochastics 85(2):216–251. doi:
10.1080/17442508.2011.651214.

10. Calvia, A. 2020. Stochastic filtering and optimal control
of pure jump Markov processes with noise-free partial
observation. ESAIM Contr. Opt. Ca. Va. 26:25. 47 p. doi:
10.1051/cocv/2019020.

11. Borisov, A., Yu. Kurinov, and R. Smeliansky. 2024. Vero-
yatnostnyy analiz klassa markovskikh skachkoobraznykh
protsessov [Probabilistic analysis of a class of Markov
jump processes]. Informatika i ee Primeneniya — Inform.
Appl. 18(3):30–37. doi: 10.14357/19922264240304. EDN:
XPVTGJ.

12. Borisov, A., Yu. Kurinov, and R. Smeliansky. 2024.
Fil’tratsiya sostoyaniy klassa markovskikh skachkoobraz-
nykh protsessov po raznorodnym nablyudeniyam s addi-
tivnymi shumami [Filtering of a class of Markov jump pro-
cesses by heterogeneous observations with additive noises].
Informatika i ee Primeneniya — Inform. Appl. 18(4):45–53.
doi: 10.14357/19922264240402. EDN: FEMNQL.

13. Bertsekas, D., and S. Shreve. 1978. Stochastic optimal
control: The discrete-time case. New York, San Francisco,
London: Academic Press. 323 p.

14. Konovalov, M. G., and R. V. Razumchik. 2024. O dispet-
cherizatsii v odnom klasse dvukhfaznykh sistem mas-
sovogo obsluzhivaniya [On one problem of load bal-
ancing in two-phase tandem queues]. Informatika i ee
Primeneniya — Inform. Appl. 18(4):52–58. doi: 10.14357/
19922264240407. EDN: KGCBFL.

INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2025 volume 19 issue 1 31



A. V. Borisov

15. Agalarov, Ya. 2022. Optimal’noe upravlenie podklyuche-
niem rezervnogo pribora v sisteme massovogo obslu-
zhivaniya G/M/1 [Optimal control of a queue-length
dependent additional server in GI/M/1 queue]. Infor-
matika i ee Primeneniya — Inform. Appl. 16(4):34–41. doi:
10.14357/19922264220406. EDN: QGZLUX.

16. Agalarov, Ya. 2023. Optimizatsiya skhemy raspredeleniya
bufernoy pamyati uzla paketnoy kommutatsii [Optimiza-
tion of the buffer memory allocation scheme of the packet
switching node]. Informatika i ee Primeneniya — Inform.
Appl. 17(3):39–48. doi: 10.14357/19922264230306. EDN:
QLXCKV.

Received December 5, 2024
Accepted January 15, 2025

Contributor
Borisov Andrey V. (b. 1965) — Doctor of Science in physics and mathematics, principal scientist, Federal Research
Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str., Moscow 119333,
Russian Federation; aborisov@frccsc.ru

32 INFORMATIKA I EE PRIMENENIYA — INFORMATICS AND APPLICATIONS 2025 volume 19 issue 1



éîæïòíáôéëá é å¿ ðòéíåîåîéñ, 2025. ô. 19. ÷ÙÐ. 1. ó. 33�43

АНАЛИЗ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ДОПЛЕРОВСКИХ ИЗМЕРЕНИЙ

ДЛЯ ИДЕНТИФИКАЦИИ ПАРАМЕТРОВ ДВИЖЕНИЯ

ПО НАБЛЮДЕНИЯМ СО СЛУЧАЙНЫМИ ЗАПАЗДЫВАНИЯМИ∗

А. В. Босов1

Аннотация: Для постановки задачи позиционирования движущегося объекта использована модель сто-
хастической динамической системы наблюдения, учитывающая случайные временные задержки между
поступившим наблюдением и фактическим состоянием объекта и наличие неизвестных параметров
движения. Для такой модели на примере подводного аппарата (ПА) анализируются варианты формиро-
вания наблюдений. В первом используются только стационарные акустические сенсоры, позволяющие
измерять только угловые координаты. Во втором варианте углы дополняются измерениями скорости,
выполненными как на борту движущегося объекта, так и внешними наблюдателями. Каждая модель
используется в двух видах: в предположении наличия полной априорной информации о параметрах
движения ПА и при отсутствии данных о значениях части параметров. В последнем варианте задача
позиционирования решается совместно с задачей идентификации неизвестных параметров движения.
Модели и результаты их экспериментального применения сравниваются с целью качественной оценки
эффективности использования измерений скорости. Для этого к задаче применен условно-минимаксный
нелинейный фильтр (УМНФ). Сравнительный анализ моделей системы наблюдения выполнен в рамках
масштабного вычислительного эксперимента.

Ключевые слова: нелинейная стохастическая система наблюдения; байесовская идентификация пара-
метров; наблюдения со случайными временными запаздываниями; условно-минимаксный нелинейный
фильтр; позиционирование; акустические сенсоры; эффект Доплера

DOI: 10.14357/19922264250105 EDN: MZKWCI

1 Введение

Рассматриваемая модель системы наблюдения
и задача оценивания ориентированы на приклад-
ную область автономных ПА [1]. Для наблюде-
ния за движущимся ПА водная среда прежде всего
ограничивает возможные к использованию изме-
рительные средства акустическими сенсорами [2].
Ключевым фактором для таких устройств становит-
ся скорость распространения звуковых волн, кото-
рая зависит от множества факторов [3], но в любом
случае она не слишком велика, чтобы пренебречь
временем распространения. Для математической
модели системы наблюдения это обстоятельство
требует учитывать случайную временн‚ую задержку
поступления результатов измерений, выполняемых
акустическими сенсорами. В [4] показано, что та-
кая модель может быть приведена к типовому виду
нелинейной стохастической системы наблюдения,
что позволило записать для нее соотношения опти-
мальной байесовской фильтрации. Формально это
позволяет применять известные эвристические ме-
тоды оценивания, субоптимальные фильтры. Од-
нако практически реализовать любой известный

эвристический алгоритм оценивания без предва-
рительной доработки и тем более оптимальный
фильтр не представляется возможным. Приведение
модели с временн‚ой задержкой к виду типовой мар-
ковской системы наблюдения обеспечивается рас-
ширением вектора состояния. Размер расширен-
ного вектора пропорционален времени задержки
и частоте измерений, что в приближенных к реаль-
ным условиях делает эту размерность гигантской
и исключает возможность выполнения даже мо-
дельных расчетов. Применить удается только метод
условно-оптимальной фильтрации Пугачёва [5, 6]
и его развитие — УМНФ Панкова и его модифи-
кации [7, 8]. Расчетами на простом модельном
примере это подтверждено в [9, 10]. Но реализо-
вать измерения дальности от наблюдателей до ПА
на практике не так просто, поэтому в предлагаемой
в следующем разделе модели измеряются только
угловые координаты ПА и его скорость.

Вторая особенность модели касается традици-
онного предположения о том, что уравнения со-
стояния движущего объекта известны точно. Если
движущийся объект и его система управления до-
ступны априорному исследованию, то можно ис-

∗Работа выполнялась с использованием инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычис-
ления и большие данные» (ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).
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пользовать уравнения движения с неизвестными
параметрами, оценивать их заранее, выполняя
таким образом идентификацию системы [11].
К идентифицированной системе можно применять
типовые фильтры. Такой сценарий уместно охарак-
теризовать как кооперативный. В противном слу-
чае можно игнорировать неизвестные параметры,
применяя нечувствительные, робастные алгорит-
мы [12], но точность при этом будет существенно
падать: неспроста одним из синонимов для таких
методов стал термин «грубый». Поскольку осо-
бых сложностей в моделировании движения ПА
нет, наилучшим представляется даже в некоопера-
тивном сценарии выполнять идентификацию па-
раметров движения, объединяя задачи фильтрации
и идентификации. Для этого подойдет байесовский
подход к параметрической идентификации. Далеко
не все подходы к нелинейной фильтрации позво-
ляют так делать. В [13] показано, что УМНФ оста-
ется эффективным средством решения как задачи
позиционирования, так и задачи идентификации
параметров движения как в традиционной поста-
новке синхронных наблюдений, так и в модели
с временн‚ыми задержками по результатам угловых
измерений. Открытым при этом остается вопрос
повышения качества оценивания за счет реализа-
ции прямых измерений скорости. В выполненном
исследовании такие измерения моделируются как
на борту ПА, так и внешними наблюдателями и ана-
лизируется их эффективность.

2 Модель движения подводного
аппарата и измерений
со случайными задержками

Движение ПА и комплекс измерений описы-
ваются дискретной стохастической динамической
системой наблюдения с неизвестными параметра-
ми. Дискретное время t = −T, . . . , 0, 1, . . .представ-
ляет разбиение интервала наблюдения на равные
отрезки времени длины δ, так что значение ре-
ального времени в дискретный момент t равно δt.
Априорно заданная величина T определяет макси-
мально возможную временн‚ую задержку поступа-
ющих наблюдений, т. е. в момент tнаблюдателю до-
ступно измерение положения и/или скорости ПА,
которые аппарат имел в неизвестный момент в ин-
тервале [t, t−T ]. Вызвана эта задержка тем, что акус-
тическое воздействие на ПА будет получено через
время, необходимое звуковой волне на преодоле-
ние расстояния между ПА и сенсором. Поскольку
можно считать известной скорость звука в воде,
величина T получается в результате оценки макси-

мального расстояния между измерителями и ПА,
что не должно представлять затруднения.

Положение ПА X(t) = (x(t), y(t), z(t))′ задается
декартовыми координатами в некоторой связанной
с землей системе отсчета Oxyz. Движение описы-
вается вектором скорости

V (t) = (vx(t), vy(t), vz(t))
′
,

который формируется неизвестной регулярной
составляющей (средней постоянной скоростью),
описываемой параметром µ = (v0x, v

0
y , v

o
z)

′, и слу-
чайными аддитивными возмущениями W (t) =
= (wx(t), wy(t), wz(t))

′, так что V (t) = µ + W (t).
Здесь и далее «′» используется для обозначения
транспонированного вектора или матрицы. По-
ложение ПА X(t) получается в результате интегри-
рования скорости:

x(t) = x(t− 1) + δvx(t), vx(t) = v
0
x + wx(t) ;

y(t) = y(t− 1) + δvy(t), vy(t) = v
0
y + wy(t) ;

z(t) = z(t− 1) + δvz(t), vz(t) = v
0
z + wz(t) .





(1)

Начальное положение ПА задается вектором
X0 = X(−T − 1), элементы которого предпола-
гаются независимыми гауссовскими случайными
величинами x0, y0 и z0 с известными средними
E{x0}, E{y0} и E{z0} и дисперсиями D{x0}, D{y0}
и D{z0}. Также гауссовским и с независимыми
элементами предполагается вектор параметров µ,
а величины моментов E{v0x}, E{v0y} и E{v0z} иD{v0x},
D{v0y} и D{v0z}— заданными. Таким образом, сред-
няя постоянная скорость движения ПА в модели (1)
изменяется от траектории к траектории, априорно
не задана и описывается известным распределени-
ем, что отвечает байесовскому подходу к оценива-
нию. При наблюдении за движением ПА кроме
оценки его положения X(t), т. е. решения задачи
фильтрации, требуется оценивать реализовавшееся
значение µ, т. е. решать задачу идентификации.

Измерения обеспечивают два стационарных
акустических маяка (пассивное устройство опре-
деления направления движения, direction of arrival,
DOA) [14]. Такие устройства позволяют измерять
пеленг ϕ и угол возвышения λ на борту ПА, как
проиллюстрировано на рис. 1. Из возможных ва-
риантов таких измерений воспользуемся моделью
из [15]. Для ПА (X1, Y1, Z1) и маяка (XM, YM, ZM)
измеряются

tanϕM =
YM − Y1
XM −X1

;

tanλM =
ZM − Z1
|XM −X1|

cosϕM.
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Рис. 1 Углы положения ПА

Рис. 2 Схема взаимного расположения ПА и измери-
тельных комплексов

Такая модель удобна для выполнения расчетов,
если в процессе движения ПА не пересекает ли-
ниюXM −X1 = 0, что можно обеспечить выбором
системы координатOxyz. В описываемом экспери-
менте она выбрана так, чтобы плоскостьOxy совпа-
дала с дном, маяки расположены на одной глубине,
первый (F , ¦rst) находится в плоскости Oyz, вто-
рой (S, second) — в плоскости Oxz. Таким образом,
координаты маяков: (0, YF , h) и (XS , 0, h), где h —
глубина расположения маяков. Далее можно вы-
брать начало координат так, что XF > 0 и YF > 0,
и считать, что на протяжении всего периода движе-
ния ПА выполняются условия x(t) < 0 и y(t) < 0.
Тогда все измеряемые углы ϕF , ϕS , λF и λS будут
изменяться в диапазоне (0, π/2), так что

cosϕF =
1

(1 + tan2 ϕF )
1/2
;

cosϕS =
1

(1 + tan2 ϕS)
1/2

.

Взаимное положение маяков и ПА иллюстрирует
рис. 2.

В итоге маяки позволяют измерять следующие
величины

tanϕF =
y(t)− YF
x(t)

;

tanϕS =
y(t)

x(t) −XS
;

tanλF =
z(t)− h
x(t)

cosϕF ;

tanλS =
z(t)− h
x(t) −XS

cosϕS .






(2)

Из уравнений (2) можно определить положение
ПА как точку пересечения акустических лучей.

Наряду с сенсорами DOA предполагается ис-
пользование сенсоров для измерения скорости.
В водной среде этот процесс имеет некоторые осо-
бенности по сравнению с измерениями на поверх-
ности, но физические законы, лежащие в основе
как акселерометров и одометров, так и гироско-
пов [16, 17], движение под водой не отменяют.
Определять ориентацию ПА не требуется, поэтому
нужны только измерения скорости. Обеспечивают-
ся эти измерения эффектом Доплера, таким же для
акустической волны, как и для электромагнитной.
Доплеровские сенсоры для ПА появились не очень
давно, но успешно используются и дают прекрас-
ные результаты в позиционировании [18–21]. Для
применения эти устройства располагаются на борту
движущегося ПА, хотя теоретически ограничений
на использование технологии внешним наблюда-
телем нет. Кроме того, есть интересная альтерна-
тива [15, 22]. Идея состоит в том, чтобы эксплу-
атировать известное понятие оптического потока,
используемого для измерений параметров движе-
ния летательных аппаратов по результатам видео-
съемки. Аналогично можно поступать и под водой,
используя вместо фото данные от высокоточных
гидролокаторов. Скорость определяется в резуль-
тате анализа смещения «картинки». Такие измере-
ния могут выполняться и внешним наблюдателем.
Измеряться могут как модуль скорости ПА |V (t)|,
так и элементы вектора скорости vx(t), vy(t) и vz(t).

Итак, в вектор наблюдений Y (t) за положением
ПАX(t) будут входить: измерения Y1(t), Y2(t), Y3(t)
и Y4(t) четырех углов положения ПА относительно
маяковϕF ,ϕS ,λF иλS ; Y5(t)— абсолютного значе-
ния скорости (опционально); Y6(t), Y7(t) и Y8(t) —
проекций скорости на оси (опционально). Измере-
ния скорости будут выполняться на борту ПА или
вторым маяком.

Моделью временн‚ой задержки измерения, по-
лученного в момент t с помощью маяков, служат
дискретные случайные величины τF (t) и τS(t) со
значениями в множестве {0, 1, . . . , T}. Для изме-
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рений скорости на борту ПА задержка равна нулю.
Исходя из текущего положения ПА (x(t), y(t), z(t))
и координат маяков (0, YF , h) и (XS , 0, h), задержки
будут иметь вид:

τF (t) = min





T,





(
(x(t))

2
+ (y(t)− YF)2 + (z(t)− h)2

)1/2

δvs









;

τS(t) = min





T,





(
(x(t)−XS)

2
+ (y(t))2 + (z(t)− h)2

)1/2

δvs









,






(3)

где предполагается известной постоянная скорость
звука vs в воде и [x] обозначает целую часть x.

Наконец, каждая из измеряемых величин
предполагается искаженной аддитивным шумом
v1(t), . . . , v8(t), все vi(t) независимы и имеют нор-
мальное распределение с нулевым средним и из-
вестной дисперсией D{vi(t)}.

Таким образом, окончательный состав измере-
ний принимает вид:

Y1(t) =
y(t− τF (t))− YF
x(t− τF (t))

+ v1(t) ;

Y2(t) =
z(t− τF (t)) − h
x(t− τF (t))

×

×
(
1 +

(
y(t− τF(t)) − YF
x(t− τF (t))

)2)−1/2

+ v2(t) ;

Y3(t) =
y(t− τS(t))

x(t − τS(t))−XS
+ v3(t) ;

Y4(t) =
z(t− τS(t))− h
x(t− τS(t)

×

×
(
1 +

(
y(t− τS(t))

x(t− τS(t))−XS

)2)−1/2

+ v4(t) ;

Y5(t) =
(
(vx(t− τ))2 +

+ (vy(t− τ))2 + (vz(t− τ))2
)1/2

+ v5(t) ;

Y6(t) = vx(t− τ) + v6(t) ;

Y7(t) = vy(t− τ) + v7(t) ;

Y8(t) = vz(t− τ) + v8(t) , τ = 0 или τS(t).






(4)

3 Алгоритм
условно-минимаксной
фильтрации

К модели движения (1) для оценивания как
положения ПА, так и неизвестных параметров
движения по наблюдениям (4) можно применить
УМНФ [7]. Адаптированный для идентифика-
ции УМНФ [13] определяет оценку положения ПА
�X(t) = (�x(t), �y(t), �z(t))′ и оценку средней постоян-

ной скорости �µ(t) = (�v0x(t), �v
0
y(t), �v

0
z(t))

′. Оценки
имеют вид прогноз-коррекции:

�X(t) = “X(t) + – �X(t) ; �µ(t) = �µ(t− 1) + –�µ(t) .

Для вычисления прогноза положения “X(t) =
= (“x(t), “y(t), “z(t))′ нужно выбрать базовую прогно-
зирующую функцию ξ(t) = ξ( �X(t−1), �µ(t−1)), для
обеих коррекций – �X(t) и –�µ(t) – базовую кор-
ректирующую функцию ζ(t) = ζ( “X(t), Y (t)). В [7]
показано, что оптимальные в минимаксном смыс-
ле функции, преобразующие ξ(t) и ζ(t) в прогноз
и оценку фильтрации, линейны:

“X(t) = Ftξ(t) + ft ;
(
�X(t)
�µ(t)

)
=

(
“X(t)
�µ(t− 1)

)
+Htζ(t) + ht .

Здесь

Ft = cov (X(t), ξ(t)) cov
+ (ξ(t), ξ(t)) ;

ft = E{X(t)} − FtE{ξ(t)} ;

Ht = cov

((
X(t)
µ

)
−
(
“X(t)
�µ(t− 1)

)
, ζ(t)

)
×

× cov+ (ζ(t), ζ(t)) ;
ht = −HtE{ζ(t)},






(5)

где E{X} — математическое ожидание X;
cov (X,Y ) — ковариация X и Y ; «+» — опера-
ция псевдообращения по Муру–Пенроузу. При
этом прогноз положения “X(t) и оценки �X(t) и �µ(t)
являются несмещенными с ковариациями ошибок
оценивания

“Kt = cov
(
X(t)− “X(t), X(t)− “X(t)

)
=

= cov (X(t), X(t))− Ftcov (ξ(t), X(t)) ;

�Kx
t = cov

(
X(t)− �X(t), X(t)− �X(t)

)
=

= “Kt −– �KX
t ; “K0 = cov (X

0, X0) ;

�Kµ
t = cov (µ− �µ(t), µ− �µ(t)) =

= �Kµ
t−1 −– �Kµ

t ,
“K0 = cov (µ, µ),






(6)
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где матрицы – �KX
t и – �Kµ

t — верхний и нижний
диагональные блоки матрицы

Htcov

(
ζ(t),

(
X(t)
µ

)
−
(
“X(t)
�µ(t− 1)

))
=

=

(
– �KX

t · · ·
· · · – �Kµ

t

)
.

Вместо аналитического вычисления коэффи-
циентов Ft, ft, Ht и ht в (5) согласно концеп-
ции УМНФ в практических расчетах используются
оценки Монте-Карло, т. е. вместо E{X} в (5) под-
ставляются

E{X} = 1
N

N∑

i=1

Xi ,

где {Xi}Ni=1 — выборочные значения X, смодели-
рованные на компьютере.

Выбор структурных функций ξ(t) и ζ(t) обосно-
ван в [13]. Линейность (1) определяет выбор базо-
вого прогноза в силу системы, т. е. в виде

ξ1(t) = �x(t− 1) + δ�v0x(t− 1) ;
ξ2(t) = �y(t− 1) + δ�v0y(t− 1) ;
ξ3(t) = �z(t− 1) + δ�v0z(t− 1).

Базовую коррекцию сформируем, исходя из
геометрического смысла углов ϕF , ϕS , λF и λS ,
который выражают соотношения (2). Если не учи-
тывать ошибки измерения в (4), то четыре уравне-
ния (2) позволяют определить три координаты ПА
x(t), y(t) и z(t) (подробнее см. [13]), причем един-
ственное решение, расположенное на пересечении
линий акустических лучей двух маяков, формаль-
но можно записать четырьмя способами, выбирая
из четырех имеющихся угловых измерений любые
три. В результате получится двенадцать равенств,
из которых восемь будут различны, а именно:

x(t) =
YF + y3XS

y3 − y1
;

y(t) =
y3(YF + y1XS)

y3 − y1
;

z(t) = h+ y2
YF + y3XS

y3 − y1
(
1 + (y1)

2
)1/2

;

z(t) = h+ y4

(
YF + y3XS

y3 − y1
−XS

)(
1 + (y3)

2
)1/2
;

x(t) =
y4XS

y4 − y2((1 + (y1)2)/(1 + (y3)2))1/2
;

y(t) =
y1y4XS

y4 − y2((1 + (y1)2)/(1 + (y3)2))1/2
+ YF ;

y(t) =
y2y3XS

y4
(
(1 + (y3)

2)/(1 + (y1)
2)
)1/2 − y2

;

z(t) = h+
y2y4XS

y4/(1 + (y1)
2)1/2 − y2/(1 + (y3)2)1/2

,

где y1 = tanϕF ; y2 = tanλF ; y3 = tanϕS ;
y4 = tanλS . Использованные обозначения y1, y2,
y3 и y4 подразумевают, что в расчетах эти величины
будут заменены на Y1(t), Y2(t), Y3(t) и Y4(t) из (4),
т. е. на четыре измеренных тангенса. Эти восемь
прямых оценок текущих координат ПА в фильтре
заменяются на невязку, что и дает базовую коррек-
цию ζt вида

ζ1(t) = x1 −
YF + y3XS

y3 − y1
;

ζ2(t) = x2 −
y3(YF + y1XS)

y3 − y1
;

ζ3(t) = x3 − h−

− y2
YF + y3XS

y3 − y1
(
1 + (y1)

2
)1/2

;

ζ4(t) = x3 − h−

− y4
(
YF + y3XS

y3 − y1
−XS

)(
1 + (y3)

2
)1/2

;

ζ5(t) = x1 −

− y4XS

y4 − y2((1 + (y1)2)/(1 + (y3)2))1/2
;

ζ6(t) = x2 −

− y1y4XS

y4 − y2((1 + (y1)2)/(1 + (y3)2))1/2
− YF ;

ζ7(t) = x2 −

− y2y3XS

y4
(
(1 + (y3)

2)/(1 + (y1)
2)
)1/2 − y2

;

ζ8(t) = x3 − h−

− y2y4XS

y4(1 + (y1)
2)−1/2 − y2(1 + (y3)2)−1/2

,






(7)

где

(x1, x2, x3)
′ = “X (t−max(�τF (t), �τS(t))) ;

y1(2) = Y1(2) (t−max (�τF(t), �τS(t)) + �τF (t)) ;

y3(4) = Y3(4) (t−max (�τF (t), �τS(t)) + �τS(t)) .





(8)

Применяемые в (8) оценки временн‚ых задер-
жек �τF (t) и �τS(t) вычисляются согласно (3) и име-
ющемуся прогнозу положения ПА:
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�τF (t) = min





T,





(
(“x(t))

2
+ (“y(t)− YF )2 + (“z(t)− h)2

)1/2

δvs









;

�τS(t) = min





T,





(
(“x(t)−XS)

2
+ (“y(t))

2
+ (“z(t)− h)2

)1/2

δvs









.






(9)

Надо отметить, что поскольку в наблюдени-
ях Y (t) есть измерения, относящиеся к момен-
там времени, сдвинутым на разные величины τF (t)
и τS(t), то сдвиг, применяемый в (7), комбиниру-
ет обе оценки (9) так, чтобы измерения относи-
лись к одному и тому же моменту времени. Таким
образом, прогноз “X(t) сдвинут на б‚ольшую из ве-
личин �τF (t) или �τS(t), а наблюдения Y (t) — на
разницу |�τF (t)− �τS(t)|, т. е. в сторону более раннего
измерения.

Оставшаяся часть базовой коррекции нужна для
измерений скорости. Здесь подходит типовая не-
вязка:

ζ9(t) = y5 −
((
�v0x(t− 1)

)2
+

+
(
�v0y(t− 1)

)2
+
(
�v0z(t− 1)

)2)1/2
;

ζ10(t) = y6 − �v0x(t− 1);
ζ11(t) = y7 − �v0y(t− 1);
ζ12(t) = y8 − �v0z(t− 1).






(10)

В (10) нет необходимости сдвигать прогноз из-
меряемой величины (модуля или проекций ско-
рости), поскольку скорость в модели (1) имеет по-
стоянное среднее значение.

В обсуждаемых в следующем разделе численных
экспериментах комбинируются модели наблюде-
ний и соответствующих коррекций:

– (E{V (t)} =?) идентификация E{V (t)} по угло-
вым измерениям;

– (E{V (t)} =?, |V (t)|) модуль скорости (на борту
или на втором маяке);

– (E{V (t)} =?, V (t)}) проекции скорости (на
борту или на втором маяке).

4 Численные эксперименты
Для расчета параметров фильтра (5) и показа-

телей качества �Kx
t и �Kµ

t оценок (6) выполнялось

моделирование N = 10 000 траекторий. Столько
же траекторий моделировалось для объективного
контроля точности оценивания, который дают ве-
личины σ�x(t) = E{|�x(t) − x(t)|2}, σ�y(t) = E{|�y(t) −
− y(t)|2} и σ�z(t) = E{|�z(t)− z(t)|2} для оценок X(t)
и σ�vx

(t) = E{|�v0x(t)− v0x|2}, σ�vy
(t) = E{|�v0y(t)− v0y|2}

и σ�vz
(t) = E{|�v0z(t)− v0z |2} для оценок µ.

Заданы следующие параметры системы наблю-
дения (1), (4):

– для начального положения ПА X0 =
= (x0, y0, z0)′: E{x0} = −1 км, E{y0} = −1 км,
E{z0} = 1 км, D{x0} = D{y0} = D{z0} =
= (0,1 км)2;

– для вектора параметров µ: E{v0x} = −25 км/ч,
E{v0y} = −12,5 км/ч, E{v0z} = −1 км/ч, D{v0x} =
= D{v0y} = (5 км/ч)2, D{v0z} = (1 км/ч)2;

– дисперсии возмущенийD{wx(t)} = D{wy(t)} =
= D{wz(t)} = (25 км/ч)2;

– шаг дискретизации δ = 0,0001 ч, фильтрация
выполняется для 1000 шагов дискретизации,
t = −T, . . . , 1000, т. е. 6 мин движения;

– расстояние между ПА и более удаленным мая-
ком не превышает 8 км, поэтому T = 15, что
соответствует 5,4 с (при vs = 5400 км/ч);

– ошибки измерения тангенсов: D{vi(t)} =
= 0,0001, i = 1, 2, 3, 4;

– ошибки измерения модуля скорости:
D{v5(t)} = (0,1 км/ч)2;

– ошибки измерения проекций скорости:
D{vi(t)} = (0,1 км/ч)2; (1 км/ч)2; (5 км/ч)2,
i = 6, 7, 8.

Характер движения ПА и точность фильтрации
иллюстрирует рис. 3, качественный характер оце-
нивания параметров — рис. 4.

В качестве объективной числовой характери-
стики качества оценивания положения ПА можно
взять средние по времени от σ�x(t), σ�y(t) и σ�z(t).

Они обозначены σ
(2)
�x , σ(2)�y и σ(2)�z (например, σ(2)�x =

= (1/1000)
∑1000

t=1 σ�x(t)). Это реальные точности,
поскольку они вычислены на втором (2), контроль-
ном, наборе траекторий. Аналогично черезσ(1)�x ,σ(1)�y
иσ(1)�z обозначены усредненные по времени ( �Kx

t )
1/2
11 ,

( �Kx
t )
1/2
221 и ( �Kx

t )
1/2
33 , вычисленные на первом (1),

обучающем, наборе. Близость теоретических и ре-
альных средних отклонений ошибок должна под-
твердить успешность синтеза УМНФ методом Мон-
те-Карло. Качество идентификации можно также
охарактеризовать интегралами, но для этого ис-
пользуется уже не вся траектория, а только 100 по-
следних шагов. Так, σ(1)�vx

= (1/100)
∑1000

t=901(
�Kµ

t )
1/2
11
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Рис. 3 Примеры таректорий: (а) проекция положения (x(t), y(t)) (1) и оценка фильтрации (�x(t), �y(t)) (2); (б) вре-
менные задержки τF (1) и τS (2)

Рис. 4 Результаты идентификации: (а) средние скорости v0x (1), v0y (2) и v0z (3) и оценки �v0x (4), �v0y (5) и �v0z (6);

(б) точность идентификации теоретическая (1 — σ�vx ; 2 — σ�vy ; 3 — σ�vz ) и реальная (1 — ( �Kµ
t )
1/2
11 ; 2 — ( �Kµ

t )
1/2
22 ; 3 —

( �Kµ
t )
1/2
33 )

и σ
(2)
�vx
= (1/100)

∑1000
t=901 σ�vx

(t). Эти числа точнее
отражают смысл решения задачи идентификации.
Результаты вычислений приведены в таблице.

5 Заключение

Полнота знаний о модели, используемой для
описания стохастической системы наблюдения,
принципиально важна для успешного применения
алгоритмов оценивания. Неточное задание отдель-
ных параметров может оказать принципиальное
влияние на точность оценки. Параметрическая не-
определенность требует анализа устойчивости и ис-
пользования робастных алгоритмов. Недостаток
такого подхода и цена устойчивости — потеря в ка-
честве оценивания. Поэтому сохраняют актуаль-
ность другие подходы, в частности примененный
в данном исследовании метод байесовской иденти-

фикации. Робастный алгоритм для модели (1), (4)
получается просто: вместо оценивания неизвест-
ной средней скорости можно взять ее априорную
оценку. Фильтр будет работать так же, как на пер-
вых шагах, когда информация о текущей скорости
ограничена только априорными данными. Но мо-
дель (1) допускает альтернативный подход, бай-
есовская постановка дает возможность оценивать
неизвестные параметры параллельно с решением
основной задачи фильтрации.

Судить о результативности этого подхода можно
по графикам на рис. 5, сравнивая погрешности на
начальном этапе фильтрации (первые 10–15 с) и на
всем оставшемся интервале. Нетрудно видеть, что
у фильтра есть переходной процесс, который сле-
дует не столько за динамикой движущегося объек-
та, сколько за динамикой оценок идентификации,
показанной на рис. 4. Кроме того, очевидное пре-
имущество оценкам состояния обеспечивают изме-
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Сравнение качества позиционирования и идентификации

Модель σ
(1)
�x /σ

(2)
�x σ

(1)
�y /σ

(2)
�y σ

(1)
�z /σ

(2)
�z σ

(1)
�vx

/σ
(2)
�vx

σ
(1)
�vy

/σ
(2)
�vy

σ
(1)
�vz

/σ
(2)
�vz

E{V (t)} =?, Y (t) ∈ R
4, ζ(t) ∈ R

8

T = 0 11,27/11,62 11,45/11,78 8,81/8,92 0,67/1,00 0,66/0,98 0,48/0,80
T = 15 13,80/14,22 13,93/14,32 11,61/11,77 0,68/0,99 0,67/0,97 0,49/0,79

E{V (t)} =?, |V (t)|, Y (t) ∈ R
5, ζ(t) ∈ R

9, σ{v5} = 0,1 км/ч,
скорость измеряется или на маяке (T = 15), или на борту ПА (T = 0)

T = 0 9,80/10,20 10,45/10,76 8,68/8,80 0,66/1,03 0,65/1,00 0,47/0,83
T = 15 (углы),
T = 0 (скорость)

11,72/12,20 12,88/13,27 11,53/11,69 0,66/1,01 0,64/1,01 0,46/0,81

T = 15 (углы и скорость) 12,57/13,06 13,10/13,50 11,52/11,58 0,66/1,01 0,65/1,01 0,45/0,80

E{V (t)} =?, V (t), Y (t) ∈ R
7, ζ(t) ∈ R

11, σ{v8} = 0,1; 1; 5 км/ч,
скорость измеряется или на маяке (T = 15), или на борту ПА (T = 0)

T = 0,
σ{v8} = 1 км/ч

2,12/2,60 2,62/3,14 2,01/2,27 0,61/1,04 0,62/1,03 0,43/0,83

T = 15 (углы),
T = 0 (скорость),
σ{v8} = 0,1 км/ч

2,28/2,80 2,84/3,45 2,24/2,67 0,61/1,02 0,61/1,06 0,43/0,82

T = 15 (углы и скорость),
σ{v8} = 0,1 км/ч

8,47/8,79 8,65/8,93 8,23/8,43 0,61/1,05 0,62/1,04 0,43/0,82

T = 15 (углы и скорость),
σ{v8} = 1 км/ч

8,51/8,84 8,70/8,98 8,25/8,47 0,61/1,05 0,62/1,04 0,43/0,83

T = 15 (углы и скорость),
σ{v8} = 5 км/ч

9,22/9,58 9,38/9,69 8,69/8,88 0,61/1,05 0,62/1,05 0,43/0,83

Рис. 5 Результаты фильтрации: (а) модель с угловыми измерениями; (б) модель с измерениями проекций скорости:
1 — σ�x; 2 — σ�y; 3 — σ�z; 4 — реальная ( �Kx

t )
1/2
11 ; 5 — реальная ( �Kx

t )
1/2
221; 6 — реальная ( �Kx

t )
1/2
33

рения скорости. Это ответы на вопросы, нужно ли
идентифицировать параметры и повышать качество
измерений.

Другие заключительные положения сформули-
рованы как выводы к результатам выполненного
эксперимента.

1. Во всех расчетах оказалась небольшой разница
между теоретической точностью оценок фильт-
рации �Kx

t , рассчитанных на обучающем наборе
из сравнительно небольшого числа N = 10 000
траекторий, и реальной точностью σ�x(t), σ�y(t)
и σ�z(t), показанной фильтром на втором кон-

трольном пучке. Это важный аспект синтеза
УМНФ, поскольку устойчивый характер оцен-
ки в отношении неточного задания коэффи-
циентов фильтра никакими свойствами не
гарантирован. Этот результат также можно
интерпретировать как подтверждение приме-
нимости метода в выбранной предметной об-
ласти.

2. Задача идентификации во всех моделях имеет
решение примерно одинакового качества. При
этом отличие теоретического качества иденти-
фикации �Kµ

t и реальной точности σ�vx
(t), σ�vy

(t)
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и σ�vz
(t) существенно больше, чем у оценок

состояния. Важно, что это не мешает решать
основную задачу позиционирования, оценки
идентификации остаются для этого достаточно
точными и не демонстрируют неконтролиру-
емого поведения. Добиться близости теорети-
ческой и реальной точности можно, увеличивая
число моделируемых траекторий обучающего
набора. Но при таких размерностях издерж-
ки вычислительных ресурсов становятся зна-
чительными. Таким образом, хотя иденти-
фикация и оказалась гораздо требовательнее
к методу Монте-Карло, это компенсировалось
ограниченным влиянием точности оценок па-
раметров на точность оценки состояния.

3. В задаче позиционирования угловые измерения
сильно проигрывают измерениям скорости.
При этом нужно учитывать технические огра-
ничения возможности измерения скорости ПА
и сравнительную простоту акустических сенсо-
ров DOA.

4. Наличие автономных измерителей на борту ПА
ожидаемо делает результат позиционирования
существенно лучше. Цель эксперимента была
в том, чтобы ответить на вопрос, будет ли подоб-
ный эффект в модели с временн‚ой задержкой
наблюдений. Если бы движение ПА носило бо-
лее регулярный характер, то, конечно, знание
его скорости значительно компенсировало бы
эту погрешность. В модели движения (1) посто-
янство средней скорости очень сильно скрыто
за возмущениями, смысл которых не столько
в том, чтобы учитывать воздействие сильных
океанских течений, сколько в том, чтобы ими-
тировать хаотичное управление ПА в ситуации,
когда слежение за ним не ставится коопера-
тивной задачей, а наоборот, решается наблюда-
телем-антагонистом. Но даже в таком сцена-
рии наличие измерений скорости значительно
улучшает точность оценки. И если в случае из-
мерения только модуля скорости это незначи-
тельное улучшение порядка 5%, то измерения
координатных проекций дают улучшение уже
порядка 25%. При этом, что очень любопытно,
от измерений скорости не требуется большая
точность, оценка фильтра даже с ошибкой из-
мерения скорости порядка 5 км/ч (а это очень
грубое измерение) все равно дает фильтру ощу-
тимые преимущества.
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DOPPLER MEASUREMENTS APPLICATION ANALYSIS

TO IDENTIFY MOTION PARAMETERS

FROM OBSERVATIONS WITH RANDOM DELAYS

A. V. Bosov

Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str.,
Moscow 119333, Russian Federation

Abstract: The moving object positioning problem statement uses a model of a stochastic dynamic observation
system with random time delays between the subsequent observation and the actual state of the object and the
presence of unknown motion parameters. For such a model, using the example of an underwater vehicle (UV),
the variants of the observation formation are analyzed. The first uses only stationary acoustic sensors which
allow measuring only angular coordinates. In the second variant, the measurements are supplemented by velocity
measurements performed both on board the moving object and by external observers. Each model is used in
two ways: assuming that there is complete a priori information about the parameters of the UV movement and
in the absence of data on the values of some of the parameters. In the latter variant, the positioning problem is
solved in conjunction with the task of unknown motion parameters identification. The models and the results
of their experimental application are compared in order to qualitatively assess the effectiveness of using velocity
measurements. To do this, a conditionally minimax nonlinear filter is applied to the problem. A comparative
analysis of the models of the observation system was performed as a part of a large-scale computational experiment.
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МЕТОДЫ НОРМАЛЬНОЙ УСЛОВНО-ОПТИМАЛЬНОЙ

ФИЛЬТРАЦИИ ДЛЯ НАБЛЮДАЕМЫХ НЕЯВНЫХ

СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМ

И. Н. Синицын1

Аннотация: Рассмотрены методы синтеза нелинейных нормальных условно-оптимальных фильтров
(НУОФ) по среднеквадратичному критерию (т. е. в смысле В. С. Пугачёва) для обработки информации
во взаимосвязанных наблюдаемых непрерывных и дискретных гауссовских и негауссовских неявных сто-
хастических систем (СтС), приводимых к явным. Представлены уравнения наблюдаемых непрерывных
и дискретных явных и неявных гауссовских и негауссовских СтС, методы приведения неявных гладких
и разрывных СтС к явным. Для взаимосвязанных неявных объектовых и явных систем наблюдения раз-
работаны методы синтеза НУОФ, основанные на решении методом нормальной аппроксимации (МНА)
совместных приведенных уравнений объекта, системы наблюдения и уравнений линейных и нелинейных
условно-оптимальных фильтров (УОФ) для гауссовских и негауссовских СтС. В качестве дискретных
неявных СтС, приводимых к дискретным, рассмотрены нелинейные регрессионные и авторегрессион-
ные уравнения. Предложены обобщения методов синтеза УОФ для сложных неявных непрерывных
и дискретных СтС.

Ключевые слова: метод нормальной аппроксимации распределения; неявная стохастическая система;
нормальный условно-оптимальный фильтр (НУОФ); стохастический процесс (СтП); условно-оптималь-
ный фильтр Пугачёва
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1 Введение

Теория условно-оптимальной фильтрации
в среднеквадратичном смысле (по В. С. Пугачёву)
стохастических процессов (СтП), описываемых яв-
ными стохастическим дифференциальными урав-
нениями, нашла практическое применение при ре-
шении задач обработки информации в реальном
масштабе времени. Для неявных дифференциаль-
ных СтС, допускающих приведение к явным диф-
ференциальным, развиты соответствующие методы
условно-оптимальной фильтрации В. С. Пугачёва.
Так, в [1] разработаны математические модели на-
блюдаемых неявных дифференциальных СтС, при-
водимых к дифференциальным, для задач фильт-
рации. Получены базовые уравнения нелинейных
УОФ. Сформулированы основные выводы, обсуж-
дены примеры синтеза и даны предложения по
развитию УОФ для неявных дифференциальных
и функционально-дифференциальных СтС.

Развитие методов условно-оптимальной фильт-
рации при автокоррелированных помехах в наблю-
дениях на случай неявных непрерывных и дис-
кретных СтС, приводимых к явным, дано в [2].
Представлены математические модели неявных не-

прерывных и дискретных гауссовских и негауссов-
ских СтС, приводимых к явным. Для приведен-
ных неявных СтС в условиях, когда наблюдения не
оказывают влияния на объект наблюдения и опи-
сываются явными уравнениями, разрешенными
относительно производных (разностей), получе-
ны уравнения базовых методов УОФ. Обсуждены
три примера, представлены выводы и направления
дальнейших исследований.

Статья [3] посвящена методам условно-опти-
мального синтеза фильтров для неявных дискрет-
ных СтС, приводимых к явным, путем эквивалент-
ной гауссовской и негауссовской линеаризации.
Предполагается, что наблюдения не влияют на объ-
ект наблюдения и описываются дискретными не-
линейными уравнениями с некоррелированными
и автокоррелированными помехами. Дан обзор ра-
бот в области синтеза УОФ для явных и неявных
дискретных наблюдаемых СтС. Приведены основ-
ные модели дискретных неявных СтС и методы их
эквивалентной линеаризации. Получены уравне-
ния УОФ. В качестве примера рассмотрены УОФ
для авторегрессионных приведенных уравнений.
Обсуждены примеры и направления дальнейших
исследований.

∗Работа выполнялась с использованием инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычис-
ления и большие данные» (ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, sinitsin@dol.ru
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Методы нормальной условно-оптимальной фильтрации для наблюдаемых неявных стохастических систем

Рассмотрим методы синтеза НУОФ по средне-
квадратичному критерию для обработки инфор-
мации во взаимосвязанных наблюдаемых непре-
рывных и дискретных гауссовских и негауссовских
неявных СтС, приводимых к явным.

2 Уравнения наблюдаемых
непрерывных и дискретных
неявных стохастических систем

Как известно [4, 5], для наблюдаемых непрерыв-
ных явных дифференциальных СтС задача сред-
неквадратичной фильтрации ставится следующим
образом. Векторный СтП [XTt Y

T
t ]
T определяется

векторными стохастическими дифференциальны-
ми уравнениями Ито:

‘Xt = ϕ(Xt, Yt, t) + ψ(Xt, Yt, t)V ;

‘Yt = ϕ1(Xt, Yt, t) + ψ1(Xt, Yt, t)V,

}
(1)

где Yt — ny-мерный наблюдаемый СтП; Xt —
nx-мерный ненаблюдаемый процесс; V = ‘W ,
W — nw-мерный процесс с независимыми при-
ращениями; ϕ(Xt, Yt, t) и ϕ1(Xt, Yt, t) — известные
векторные функции, отображающие пространство
Rnx × Rny × R соответственно в пространства Rnx

и Rny ; ψ(Xt, Yt, t) и ψ1(Xt, Yt, t) — известные мат-
ричные функции, отображающие Rnx × Rny × R
в Rnxnw и Rnynw соответственно. Требуется найти
оценку �Xt вектора состояния Xt системы в любой
момент t > t0 по результатам непрерывного на-
блюдения процесса Yt в интервале времени [t0, t],
Y t

t0 = {Y (τ) : t0 ≤ τ ≤ t}.
В общем случае уравнения наблюдаемых диф-

ференциальных СтС имеют вид:

dXt = ϕ(Xt, Yt, t) dt+ ψ
′(Xt, Yt, t) dW0 +

+

∫

Rq
0

ψ′′(Xt, Yt, t, v)P
0(dt, dv);

dYt = ϕ1(Xt, Yt, t) dt+ ψ
′
1(Xt, Yt, t) dW0 +

+

∫

Rq
0

ψ′′
1 (Xt, Yt, t, v)P

0(dt, dv).






(2)

Здесь Yt = Y (t) — ny-мерный наблюдаемый СтП;
Xt = X(t) — nx-мерный ненаблюдаемый СтП;
W0 = W0(t) – nw-мерный винеровский процесс
(nw ≥ ny); P 0(–, A) — центрированная пуассо-
новская мера, независимая от винеровского про-
цесса W0(t), а интегрирование распространяется
на все пространство Rq

0 с выколотым началом ко-
ординат, ϕ = ϕ(Xt, Yt, t), ϕ1 = ϕ1(Xt, Yt, t), ψ′ =
= ψ′(Xt, Yt, t) и ψ′

1 = ψ′
1(Xt, Yt, t) — известные

функции, отображающие Rnx × Rny × R соот-

ветственно в Rnx , Rny , Rnxnw и Rnynw ; ψ′′ =
= ψ′′(Xt, Yt, t, v) и ψ′′

1 (Xt, Yt, t, v) — известные
функции, отображающие Rnx × Rny × Rq в Rnx ,
Rny . Требуется найти оценку �Xt процессаXt в каж-
дый момент времени t по результатам наблюдения
процесса Y (τ) до момента t, Y t

t0 = {Y (τ) : t0 ≤ τ <
< t}.

Уравнения (2) приводятся к уравнениям (1)
в случае, когда

ψ′′(Xt, Yt, t, v) = ψ
′(Xt, Yt, t) �ψ

′′(v);

ψ1(Xt, Yt, t, v) = ψ
′
1(Xt, Yt, t) �ψ

′′(v);

W (t) =W0(t) +

∫

Rq
0

�ψ′′(ρ)P 0(t, dρ).

Для наблюдаемых дискретных явных СтС задача
фильтрации формулируется следующим образом [4,
5]. Пусть векторный дискретный СтП [XTk Y

T
k ]
T

определяется явными стохастическими разностны-
ми уравнениями нелинейной регрессии вида

Xk+1 = ωk(Xk, Yk, Vk); Yk = ω1k(Xk, Yk, Vk)

(k = 1, 2, . . .).

Здесь Xk — ненаблюдаемый nx-мерный вектор-
ный дискретный СтП (вектор состояния); Yk —
наблюдаемый ny-мерный дискретный СтП; Vk —
дискретный nv-мерный векторный белый шум
с известной характеристической функцией hk =
= hk(ε); ωk и ω1k — известные векторные nx- и ny-
мерные функции отмеченных переменных. Требу-
ется оценить вектор состояния системыXk в любой
момент времени k > 1 по результатам наблюдения
дискретного процесса Yk в интервале времени [1, k],
Y k
1 = {Yj , j = 1, . . . , k}.

Аналогично ставятся задачи оценивания для
дискретных СтС, описываемых уравнениями ав-
торегрессии вида

Xk+1 = ϕk (Xk, Yk) + ψk (Xk, Yk)Vk;

Yk = ϕ1k (Xk, Yk) + ψk (Xk, Yk)Vk.

Далее, обобщая [1–3], рассмотрим векторную
неявную дифференциальную СтС с нелинейностя-
ми, описываемыми гладкими детерминированны-
ми функциями размерности (n� × 1):

� = �
(
t, Zt, ‘Zt, . . . , Y

(k)
t , Ut

)
= 0,

Z(t0) = Z0, ‘Z(t0) = ‘Z0, . . . , Y
(k)(t0) = Z

(k)
0 . (3)

При этом уравнение нелинейного формирующего
фильтра для стохастических возмущений Ut возь-
мем в виде, разрешенном относительно белых шу-
мов:

‘Ut = a
U (t, Ut) + b

U (t, Ut)V
U

t , U(t0) = U0. (4)
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Здесь aU (t, Ut) и bU (t, Ut)— (nZ × 1)- и (nZ × nV )-
мерные функции;V U

t — белый шум в строгом смыс-
ле, допускающий представление вида

V U
t =

‘WU
t , W

U
t =W

U
0 (t) +

∫

Rq
0

cU (ρ)P 0(t, dρ),

где νt — его интенсивность:

νt = ν
W
t = ν

W0
t +

∫

Rq
0

cU (ρ)
[
cU (ρ)

]T
νP (t, ρ) dρ ;

cU = cU (ρ)— известная векторная функция той же
размерности, что и WU

0 , а интеграл при любом t ≥
≥ t0 представляет собой стохастический интеграл
по центрированной пуассоновской мере P 0(dt,A),
независимой от WU

0 и имеющей независимые зна-
чения на попарно непересекающихся множествах,
A— борелевское множество пространстваRq

0 с вы-
колотым началом; νW

t , νW0
t и νP — интенсивности

СтП WU
t , WU

0 и P 0. Уравнение (4) понимается
в смысле Ито и имеет единственное среднеквадра-
тичное решение.

Для гладких функций в (3), допускающих сто-
хастические производные Ито до h-го порядка, вы-
полним следующие преобразования. Будем диф-
ференцировать по t левые части уравнений (3) по
обобщенной формуле Ито [4, 5] до тех пор, пока не
появятся производные белого шума. В результате
получим следующую систему неявных нелинейных
дифференциальных уравнений:

� = 0; ‘� = 0 . . . ; �(h) = 0 . (5)

Далее введем составной вектор [ �ZTt Z
′
t
T
]T, где

�Zt =
[
ZTt
‘ZTt · · ·Z(k−1)Tt

]T
,

и вспомогательный вектор Z ′
t, определяемый урав-

нениями (5) в виде конечного (функционального)
уравнения

ā
(
�Zt, Z

′
t

)
= 0. (6)

Таким образом, если неявные гладкие вектор-
функции и конечные неявные уравнения (3) и (6)
допускают гладкую замену переменных, то они
приводятся к системе, состоящей из векторно-
го стохастического дифференциального уравнения
Ито и конечного неявного векторного уравнения
(теорема 2.1):

d �Zt = a
š
(
t, �Zt

)
dt+ bš

(
t, �Zt

)
dW0 +

+

∫

Rq
0

cš
(
t, �Zt, ρ

)
P 0(dt, dρ), āš

(
�Zt, Z

′
t, t
)
= 0.

Приводимые неявные дискретные регрессион-
ные и авторегрессионные СтС описываются раз-
ностными уравнениями вида (теоремы 2.2 и 2.3)

�Zk+1 = ω
š
k ( �Zk, Vk); āšk ( �Zk, Z

′
k) = 0; (7)

�Zk+1 = a
š
k ( �Zk) + b

š
k ( �Zk)Vk; ā

š
k ( �Zk, Z

′
k) = 0. (8)

Здесь функции ωš(�zk, υk), ašk (�zk) и bšk (�zk) имеют
размерности (n �Z × 1), (n �Z × 1) и (n �Z × nv) соответ-
ственно, k = 1, 2, . . .

В задачах фильтрации и идентификации пара-
метров в условиях теоремы 2.1 обычно принимает-
ся, что объектовая неявная СтС допускает приве-
дение к явной СтС, измерительная система вполне
наблюдаема, причем уравнение наблюдения раз-
решено относительно вектора наблюдения. Вве-
дем новые обозначения для составных векторов со-
стояния объекта Xt, вспомогательного вектора Z ′

t

и системы наблюдения Yt. Тогда в качестве приве-
денных уравнений состояния объекта и наблюде-
ний будем рассматривать для дифференциальных
СтС следующие уравнения (теорема 2.4):

‘Xt = ϕ
š(Xt, Yt, t) + ψ

š(Xt, Yt, t)V,

āš(Xt, Z
′
t, t) = 0,

‘Yt = ϕ1(Xt, Yt, t) + ψ1(Xt, Yt, t)V, V = ‘W. (9)

Здесь

V = ‘W, W (t) =W0(t) +

∫

Rq
0

c(ρ)P 0(t, dρ),

где c(ρ)— векторная функция размерности (nW ×1)
q-мерного аргумента ρ, а интеграл при любом t ≥
≥ t0 представляет собой стохастический интеграл
по центрированной пуассоновской мере P 0, не-
зависимой от СтП W0 и имеющей независимые
значения на непересекающихся множествах. Ин-
тенсивность ν = ν(t) СтП W (t) в этом случае опре-
деляется формулой:

ν(t) = ν0(t) + ν
′(t), ν′(t) =

=

∫

Rq
0

c(ρ)c(ρ)TνP (t, ρ) dρ, (10)

где ν0(t) и νP (t, ρ)— интенсивности СтП W0 и P 0.
Для разностного случая в условиях теорем 2.2

и 2.3 приведенные уравнения состояния и наблю-
дения будут следующими (теоремы 2.5 и 2.6):

Xk+1 = ω
š
k (Xk, Yk, Vk) , ā

š (Xk, Z
′
k) = 0,

Yk = ω1k (Xk, Yk, Vk) ; (11)

Xk+1 = ϕ
š
k (Xk, Yk) + ψ

š
k (Xk, Yk)Vk,

āšk (Xk, Z
′
k) = 0,

Yk = ϕ1k(Xk, Yk) + ψ1k(Xk, Yk)Vk, (12)

где Vk — дискретные негауссовские в общем случае
белые шумы с известной одномерной характери-
стической функцией hk = hk(ε; t).
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3 Нормальные
условно-оптимальные фильтры

3.1 Непрерывные фильтры

Введем составной нормальный вектор Zt =
= [Y Tt X

T
t
�XTt ]

T и его одномерную характеристи-
ческую функцию

g1(λ; t) = exp

{
iλTmt −

1

2
λTKtλ)

}
,

g1(λ; t0) = g0(λ), λ = (λ1, λ2, λ3).

Здесь mt иKt — вектор математического ожидания
и ковариационной матрицы вектора Zt. Зададим
НУОФ следующим уравнением Пугачёва [4, 5]:

‘�Xt = αtξ
(
Yt, �Xt, t

)
+ βtη

(
Yt, �Xt, t

)
‘Yt + γt, (13)

где ξ(Yt, �Xt, t) и η(Yt, �Xt, t) — известные структур-
ные функции; αt, βt и γt определяются известными
формулами [5]:

αtm1 + βtm2 + γt = m0, m0 = MNϕ
š,

m1 = MNξ, m2 = MNηϕ1; (14)

αtκ11 +MN

(
�Xt −Xt

) (
ξTαTt + γ

T
t

) ∂ξT

∂ �Xt

=

= κ′01 − βtκ
′
21, κ11 = MN (ξ −m1) ξT,

κ′01 = κ01 +MN

(
Xt − �Xt

) ∂ξT

∂t
+

+MN

{(
Xt − �Xt

)[
ϕT1 −

∫

Rq
0

c(ρ)TνP (t, ρ) dρψ
T
1

]
+

+ ψšν0ψ
T
1 − βtηψ1ν0ψ

T
1

}(
∂

∂y
+ ηTβTt

∂

∂ �Xt

)
ξT +

+
1

2
MN

(
Xt − �Xt

){
tr

[
ψ1ν0ψ

T
1 ×

×
(
∂

∂y
+ 2ηTβTt

∂

∂ �Xt

)
∂T

∂y

]
+

+ tr

[
βtηψ1ν0ψ

T
1 η
TβTt

∂

∂ �Xt

∂T

∂ �Xt

]}
ξT +

+

∫

Rq
0

MN

[
Xt − �Xt + (ψ

š − βtηψ1)c(ρ)
]
×

×
[
ξ
(
Yt + ψ

šc(ρ)
)
, �Xt + (βtηψ1c(ρ), t)

T − ξT
]T
×

× νP (t, ρ) dρ,

κ′21 = MN (ηϕ1 −m2) ξT,
κ01 = MN

(
ϕš −m0

)
ξT; (15)

βt = κ02κ
−1
22 ,

κ02 = MN

(
Xt − �Xt

)
ϕT1 η

T +MNψ
šνψT1 η

T,

κ22 = MNηψ1νψ
T
1 η
T. (16)

Далее решим МНА [4, 5] уравнения (9) и (13).
В результате придем к следующим уравнениям:

‘mt = B1 = MNa
š, mt0 = m0; (17)

‘Kt = B2 = B21 +B
T
21 +B22, Kt0 = K0. (18)

Здесь

B21 = MNa
š
(
ZTt −mTt

)
=

[(
∂

∂mt

)
BT1

]T
Kt; (19)

B22 = MNb
šTν(t)bš, (20)

где

aš =





ϕ1(Xt, Yt, t)

ϕš(Xt, Yt, t)

αtξ(Yt, �Xt, t) +

+ βtη(Yt, �Xt, t)ϕ1(Xt, Yt, t) + γt




;

bš =




ψ1(Xt, Yt, t)

ψš(Xt, Yt, t)

βtη(Yt, �Xt, t)ψ1(Xt, Yt, t)



 ;






(21)

MN — символ математического ожидания для нор-
мального распределения с параметрами mt и Kt;
интенсивность белого шума V определяется (10).

Теорема 3.1. Пусть в условиях теоремы 2.4 взаи-
мосвязанная наблюдаемая неявная дифференциальная
негауссовская СтС (4) приводима к явной (12), (13).
Тогда непрерывный НУОФ определяется уравнения-
ми (13), (17), (18) при условиях (14)–(16), (19)–(21).

3.2 Дискретные фильтры

Теорема 3.2. Пусть в условиях теоремы 2.5 взаи-
мосвязанная наблюдаемая дискретная регрессионная
неявная негауссовская СтС (7) приводима к явной (11),
а УОФ описывается уравнением

�Xk+1 = δkζk

(
ω1k, �Xk

)
+ γk.

Тогда дискретный НУОФ описывается уравнениями
вида [5]

mk+1 = B1k = MNω
š
k , m1 = MNZ1;

Kk+1 = B2k = MNω
š
k ω
šT
k −MNω

š
kMNω

šT
k ,

K1 = MN (Z1 −m1) (Z1 −m1)T ;

γk = mk+1 − δkρk, δk = D
š
k B

−1
k ;

mk+1 = MNω
š
k ;

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 19 выпуск 1 2025 47



И. Н. Синицын

ρk = MNζk

(
ω1k, �Xk

)
;

Bk = MN

[
ζk

(
ω1k, �Xk

)
− ρk

]
ζk

(
ω1k, �Xk

)T
;

Dšk = MN

[
ωšk −mk+1

]
ζk

(
ω1k, �Xk

)T
.

Теорема 3.3. Пусть в условиях теоремы 2.6 вза-
имосвязанная наблюдаемая дискретная неявная не-
гауссовская СтС (8) приводима к явной (12), а УОФ
описывается уравнением

�Xk+1 = αkξk + βkηkYk + γk. (22)

Тогда дискретный НУОФ удовлетворяет уравнени-
ям (22) при следующих условиях:

ρk =
[
ρ
(k)T
1 ρ

(k)T
2

]T
, ρ

(k)
1 = MNξk, ρ

(k)
2 = MNηk;

Bk =




κ
(k)
11 κ

(k)
12

κ
(k)
21 κ

(k)
22



 , det |Bk| 6= 0,

κ11 = MN

[
ξk − ρ(k)1

]
ξT,

κ
(k)
12 = κ

(k)T
12 = MN

[
ξk − ρ(k)1

]
ϕT1kη

T
k ,

κ
(k)
22 = MN

[
ηkϕ1k − ρ(k)2

]
ϕT1kη

T
k+MNηkψ1kνkψ

T
1kη

T
k ;

Dšk =
[
κ
(k)
01 κ

(k)
02

]
, κ

(k)
01 = MN

[
ϕšk −mk+1

]
ξTk ,

κ
(k)
02 = MN

[
ϕšk −mk+1

]
ϕT1kη

T
k +MNψ

š
k νkψ

T
1kη

T
k ,

mk+1 = ρ
(k)
0 , ρ

(k)
0 = MNϕ

š
k ,

αkκ
(k)
11 + βkκ

(k)
21 = κ

(k)
01 , αkκ

(k)
12 + βkκ

(k)
22 = κ

(k)
02 ;

γk = ρ
k
0 − αkρ

(k)
1 − βkρ

(k)
2 ,

гдеMNVk = 0;MNVkV
T
k = νk.

Замечание 3.1. В условиях теорем 3.1–3.3, когда
функции приведенных систем ϕš, ϕšk , ψš, ψšk , ϕ1,
ϕ1k, ψ1 и ψ1k, а также структурные функции ξ,
ξk, η, ηk, γ и γk не зависят от Y и Yk достаточно
знать параметры нормального распределения толь-
ко переменных Xt, �Xk, �Xt и �Xk. Соответствующие
результаты приведены в [1–3].

Замечание 3.2. При синтезе НУОФ используют
только априорные данные и не опираются на ре-
зультаты наблюдений. Поэтому их надо выпол-
нять для каждой конкретной задачи (или класса
задач) лишь один раз — при синтезе фильтра (ал-
горитма фильтрации). Практическое применение
НУОФ при каждом конкретном эксперименте тре-
бует только решения уравнения УОФ при известных
функциях времени αt, βt и γt (αk, βk и γk).

Замечание 3.3. В общем случае НУОФ хуже опти-
мального, но зато легко реализуем. Если оптималь-
ный фильтр в каком-либо классе допустимых филь-
тров удовлетворяет уравнениям теоремы 3.1 (13)
при каких-нибудь функциях времени αt, βt и γt

(αk, βk и γk), то по теории УОФ будем иметь имен-
но этот фильтр.

Замечание 3.4. Теория НУОФ также дает возмож-
ность оценивать не все компоненты состояния при-
веденной системы, а только некоторые из них. Для
этого достаточно взять структурные функции ξ и η
зависящими от соответствующих компонент век-
тора �Yt ( �Yk). Так, взяв ξ и η зависящими лишь от
Yt (Yk), tk и оценок неизвестных параметров при-
веденной системы, можно оценивать только пара-
метры приведенной системы, не оценивая ее со-
стояние. В таких случаях будут получаться НУОФ,
порядок которых меньше размерности вектора со-
стояния приведенной системы.

Замечание 3.5. Линейные НУОФ, когда струк-
турные функции в (13) ξ = (y, �x, t) = [yT�xT]T,
η(y, �x, t) = Iny

, могут применяться для обработ-
ки информации в гладких квазилинейных гауссов-
ских и негауссовских взаимозависимых объектовых
и системах наблюдения. Для негладких наблюда-
емых объектов в прикладных задачах достаточно
провести регрессионную линеаризацию нелиней-
ных функций. В этом случае коэффициенты ли-
неаризации будут зависеть от mt и Kt. Последние
находятся путем решения соответствующих урав-
нений [5].

Замечание 3.6. Нелинейные НУОФ также могут ис-
пользоваться для обработки информации в разрыв-
ных системах переменной явной стохастической
структуры [6–8], а также неявной стохастической
структуры.

Замечание 3.7. Для приведенных СтС большой
размерности НУОФ будут предпочтительней нор-
мальных субоптимальных фильтров [9].

4 Заключение

Для задач обработки информации в реальном
времени в предположении, что наблюдения влия-
ют на объект наблюдения, для неявных объекто-
вых гауссовских и негауссовских СтС, приводимых
к явным, разработаны непрерывные и дискретные
методы синтеза НУОФ. Такие фильтры основаны на
среднеквадратичной оптимизации. Большую прак-
тическую ценность представляют НУОФ в случае,
когда объектовые приведенные функции не зависят
от результатов наблюдений [1–3]. Особый интерес
представляет развитие модифицированных версий
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НУОФ, а также негауссовских УОФ на основе пара-
метризации одномерного распределения методами
вероятностных моментов квазимоментов.

Полученные методы допускают обобщение на
случай приводимых неявных СтС, зависящих от
случайных параметров, определяемых стохастиче-
скими каноническими представлениями [10, 11],
для приводимых явных и неявных функционально-
дифференциальных (функционально-разностных)
СтС [12–17], а также управляемых систем [18, 19].
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ОБ ОДНОЙ СИСТЕМЕ ОБСЛУЖИВАНИЯ

С КОРРЕЛИРОВАННЫМ ВХОДЯЩИМ ПОТОКОМ∗

А. К. Берговин1, А. М. Рязанов2, В. Г. Ушаков3

Аннотация: Изучена однолинейная система массового обслуживания с бесконечным числом мест для
ожидания, произвольным распределением времени обслуживания и пуассоновским входящим потоком
со случайной интенсивностью, которая подчиняется авторегрессионной зависимости первого порядка.
Найдено распределение количества пакетов, а также виртуальное время пребывания пакета в системе
в нестационарном режиме. Найдены стационарные распределения и их вероятностные характеристики:
среднее и дисперсия. Графически проиллюстрировано среднее время задержки передачи пакета данных
в стационарном режиме в разных предположениях на распределение времени обслуживания пакетов и на
характеристики входящего потока, проведено сравнение с классической системой обслуживания M |G|1.

Ключевые слова: случайная интенсивность; длина очереди; время ожидания; пассивный анализ трафика;
качество обслуживания
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1 Введение

Статистический анализ трафика в различных
вычислительных и телекоммуникационных сетях
показывает ярко выраженную статистическую за-
висимость соседних интервалов времени между по-
ступлениями пакетов сообщений. В последние
годы появилось много работ, в которых при по-
строении математических моделей учитывается это
явление.

В контексте изучения систем массового обслу-
живания значительный интерес представляет при-
менение методов пассивного сбора трафика для
оценки качества обслуживания в сетях. Пассив-
ный анализ трафика, не требующий вмешательства
в передачу данных, позволяет адекватно оценивать
параметры трафика, не оказывая на него влияние.
Этот подход особенно ценен при анализе реальных
сетей, где важно сохранение естественного поведе-
ния трафика без искусственных воздействий.

Ключевым аспектом в этом направлении явля-
ется возможность использования данных о времен-
н‚ых интервалах между пакетами для вычисления
характеристик качества обслуживания, таких как
задержка (latency), джиттер (jitter) и потери пакетов
(loss rate). Эти характеристики имеют критическое
значение для определения уровня качества в сетях
передачи данных. Адекватная оценка этих пара-

метров позволяет не только анализировать текущее
состояние сети, но и прогнозировать ее поведение
в будущем, опираясь на статистическую обработку
наблюдаемых данных.

При моделировании процесса передачи инфор-
мации важно концентрироваться на тех характери-
стиках трафика, которые могут быть эффективно
оценены из реальных данных и поддаются физиче-
ской интерпретации (см., например, [1–6]). С этой
точки зрения перспективными представляются
модели, в которых те или иные параметры вхо-
дящих потоков предполагаются случайными вели-
чинами, связанными регрессионной зависимостью
небольшого порядка. В работах [7–13] содержатся
различные постановки задач в этом направлении
и приведена обширная библиография. Потоки,
рассматриваемые в настоящей работе, также от-
носятся к потокам с регрессионной зависимостью
параметров, в качестве которых выступают интен-
сивности.

2 Описание модели

В настоящей работе изучается одноканальная
система с неограниченным числом мест для ожида-
ния и произвольным распределением времени пе-
редачи пакета. Входящий поток имеет следующую

∗Работа выполнена при поддержке Программы развития МГУ, проект № 23-Ш03-03.
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2Факультет вычислительной математики и кибернетики Московского государственного университета имени М. В. Ломоносова,
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3Факультет вычислительной математики и кибернетики Московского государственного университета имени М. В. Ломоносова;

Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, vgushakov@mail.ru

52



Об одной системе обслуживания с коррелированным входящим потоком

структуру. Интервал времени до поступления пер-
вого пакета z1 и интервалы между поступлениями
(n − 1)-го и n-го пакетов zn имеют показатель-
ное распределение со случайным параметром a(n),
n = 1, 2, . . . Значение a(n) выбирается непосред-
ственно перед началом промежутка zn, причем
P(a(1) = a1) = c, P(a(1) = a2) = 1 − c, a1 6=
6= a2, и a(n) = αna

(n−1) + (1 − αn)b
(n), где b(n),

n = 1, 2, . . . , — последовательность независимых
и не зависящих от последовательности a(n), n =
= 1, 2, . . . , одинаково распределенных случайных
величин, распределение которых такое же, как
у a(1), а αn не зависят от a(n) и b(n), n = 1, 2, . . .:

αn =

{
1, p ;

0, 1− p .

Легко видеть, что

P(zn < t) = c
(
1− e−a1t

)
+ (1− c)

(
1− e−a2t

)
;

P (zn < t1, zn+1 < t2) =

= (1− p)
(
c
(
1− e−a1t1

)
+ (1− c)

(
1− e−a2t1

))
×

×
(
c
(
1− e−a1t2

)
+ (1− c)

(
1− e−a2t2

))
+

+ p
(
c
(
1− e−a1t1

) (
1− e−a1t2

)
+

+ (1 − c)
(
1− e−a2t1

) (
1− e−a2t2

))
, n = 1, 2, . . .

В частности, приp = 0входящий поток будет гипер-
экспоненциальным. При p = 1 получается система,
в которой в начальный момент времени случайно
выбирается значение интенсивности из множества
a1, a2 с вероятностями c, 1− c, и в дальнейшем сис-
тема функционирует как система с пуассоновским
входящим потоком с выбранной интенсивностью.
В работе этот случай рассматриваться не будет.

Известно, что для любых µ > 0 и σ > µ суще-
ствует гиперэкспоненциальное распределение вто-
рого порядка, у которого математическое ожидание
и дисперсия равны µ и σ2. Для этого параметры
a1, a2 и c необходимо задавать в виде

a−11 = µ+

√
(1 − c)(σ2 − µ2)

2c
,

a−12 = µ−
√
c(σ2 − µ2)
2(1− c) ,

а c взять любым из интервала 0 < c < 2µ2/(µ2 + σ2).
При таком выборе параметров коэффициент кор-
реляции двух соседних интервалов для рассматри-
ваемых в работе потоков равен (p/2)(1 − (µ/σ)2).
Таким образом, появляется возможность не только
подогнать первые два момента интервалов меж-
ду поступлениями пакетов реального потока, но
и учесть их зависимость.

3 Обозначения и определения

Пусть B(x) и b(x) — соответственно функция
распределения и плотность распределения времен
передачи пакетов. Обозначим

β(s) =

∞∫

0

e−sxb(x) dx;

βi =

∞∫

0

xib(x) dx, i = 1, 2, . . . ;

η(x) =
b(x)

1−B(x) , δij =
{
1, i = j,

0, i 6= j.

Введем следующие случайные процессы:

— L(t) — число пакетов в системе в момент вре-
мени t;

— j(t) — процесс с состояниями 1 и 2 такой, что
j(t) = j, если в момент времени t интенсив-
ность входящего потока есть aj;

— x(t)— время, прошедшее с начала передачи па-
кета, находящегося в канале, до момента t, если
L(t) > 0, и x(t) = 0, если L(t) = 0;

— V (t) — виртуальное время задержки (вирту-
альное время пребывания в системе, см. [14])
пакета в момент времени t.

Трехмерный случайный процесс (L(t), x(t),
j(t))— однородный марковский процесс. Положим

Pj(n, x, t) =
∂

∂x
P (L(t) = n, j(t) = j, x(t) < x) ,

n > 0, x > 0;

P (n, t) = P(L(t) = n), n > 0;

pj(z, x, s) =

∞∑

n=1

zn

∞∫

0

e−stPj(n, x, t) dt;

p(z, s) =

∞∫

0

e−st
∞∑

n=0

znP (n, t) dt;

P0j(t) = P(L(t) = 0, j(t) = j),

p0j(s) =

∞∫

0

e−stP0j(t) dt, j = 1, 2 ;

V (w, t) = E e−wV (t); v(w, s) =

∞∫

0

e−stV (w, t) dt;
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µ1(z) =
1

2

(
(−(a1 + a2)(1− pz)−

− (ca1 + (1− c)a2) (1− p)z) +
√
D
)
; (1)

µ2(z) =
1

2

(
− ((a1 + a2)(1− pz)−

− (ca1 + (1 − c)a2) (1− p)z)−
√
D
)
, (2)

где

D = ((a1 + a2) (1 − pz)−
− (ca1+(1− c)a2)(1 − p)z)2−4a1a2(1−pz)(1−z).

Легко видеть, что при 0 6 z < 1

µ1(z) < 0; µ2(z) < 0 ;

µ1(1) = 0; µ2(1) = −(1− p)(a1(1− c) + a2c) < 0.

4 Нестационарный режим

Лемма 1. При каждом k = 1, 2 уравнение

z = β (s− µk(z))

имеет при s > 0 единственное решение z = zk(s),
причем |zk(s)| < 1.

Положим µ∗
k(s) = µk(zk(s)). При ρ1 = aβ1 < 1,

a =
(
ca−11 + (1− c)a−12

)−1
, имеем lims→0 z1(s) = 0.

В дальнейшем условие ρ1 < 1 будем считать выпол-
ненным (ρ1 — загрузка системы). Основное вни-
мание будет уделено изучению стационарного (при
t → +∞) распределения процесса (L(t), x(t), j(t)),
которое не зависит от его начального состояния.
Поэтому при изучении нестационарного случая бу-
дем предполагать, что L(0) = 0 и j(0) = 1 или 2
с вероятностями c и 1 − c соответственно. Это не-
сколько упрощает вывод основных соотношений.

Лемма 2. Функция pj(z, x, s) при каждом j = 1, 2
определяется по формуле

pj(z, x, s) =

= (1−B(x))cj
2∑

k=1

γ(k)(z, s)

µk(z) + aj(1− pz)
e−(s−µk(z))x,

c1 = c, c2 = 1− c, (3)

а функции γ(k)(z, s), k = 1, 2, удовлетворяют соот-
ношениям

2∑

k=1

1− z−1 β(s− µk(z))

µk(z) + aj(1 − pz)
γ(k)(z, s) = fj(z, s), (4)

где

fj(z, s) = 1− (s+ aj − ajpz))c
−1
j p0j(s) +

+ (1− p)z
2∑

k=1

akp0k(s), j = 1, 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассматривая при x > 0
возможные изменения состояний процесса
(L(t), x(t), j(t)) в интервале времени (t, t + –)
и устремляя–→ 0, получаем

∂Pj(n, x, t)

∂t
+
∂Pj(n, x, t)

∂x
=

= − (aj + η(x))Pj(n, x, t) +

+ (1− δn,1) (pajPj(n− 1, x, t) +
+ (1− p)cj (a1P1(n− 1, x, t) +

+ a2P2(n− 1, x, t))) . (5)

Начальные условия при t = 0 имеют вид:

Pj(n, x, 0) = 0, n > 0, P0j(0) = cj , j = 1, 2.

Переходя в (5) к производящим функциям и пре-
образованиям Лапласа, получаем

∂pj(z, x, s)

∂x
= − (s+ aj − pajz + η(x)) pj(z, x, s)+

+ (1− p)cjz
2∑

k=1

akpk(z, x, s). (6)

Аналогично находим краевые условия при x = 0
и уравнения для P0j(t):

Pj(n, 0, t) =

∞∫

0

Pj(n+ 1, x, t)η(x) dx +

+ δn,1

(
pajP0j(t) + (1− p)cj

2∑

k=1

akP0k(t)

)
;

∂P0j(t)

∂t
= −ajP0j(t) +

∞∫

0

Pj(1, x, t)η(x) dx.

Отсюда

pj(z, 0, s) =

= z−1
∞∫

0

pj(z, x, s)η(x) dx + cj − (s+ aj)p0j(s) +

+ z

(
pajp0j(s) + (1− p)cj

2∑

k=1

akp0k(s)

)
,

j = 1, 2. (7)
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Общее решение системы дифференциальных урав-
нений (6) имеет вид (3), где функции γ(k)(z, s) опре-
деляются из краевых условий. Подставляя (3) в (7),
получаем (4).

Теорема 1. Функция p(z, s) определяется по формуле:

p(z, s) =

2∑

k=1

(
p0k(s) +

+
z − 1
(1− p)z

(1 − β(s− µk(z)))γ
(k)(z, s)

µk(z)(s− µk(z))

)
, (8)

где

(
1− z−1β(s− µk(z))

)
γ(k)(z, s)=

(−1)k
µ2(z)− µ1(z)

×

× (µk(z) + a1(1− pz)) (µk(z) + a2(1 − pz))×

×
(
1− (1 − p)z(s− µk(z))

(
a1p01(s)

µk(z) + a1(1− pz)
+

+
a2p02(s)

µk(z) + a2(1− pz)

))
, k = 1, 2; (9)

p01(s) = a
−1
1 ×

× (µ
∗
1(s) + a1(1− pz1(s))) (µ∗

2(s) + a1(1 − pz2(s)))
(a1 − a2) ((1− pz2(s))µ∗

1(s)− (1− pz1(s))µ∗
2(s))

×

×
(
µ∗
1(s) + a2(1 − pz1(s))
(1− p)z1(s)(s− µ∗

1(s))
−

− µ∗
2(s) + a2(1 − pz2(s))
(1− p)z2(s)(s− µ∗

2(s))

)
; (10)

p02(s) = a
−1
2 ×

× (µ
∗
1(s) + a2(1− pz1(s))) (µ∗

2(s) + a2(1 − pz2(s)))
(a1 − a2) ((1− pz1(s))µ∗

2(s)− (1− pz2(s))µ∗
1(s))

×

×
(
µ∗
1(s) + a1(1 − pz1(s))
(1− p)z1(s)(s− µ∗

1(s))
−

− µ∗
2(s) + a1(1− pz2(s))
(1 − p)z2(s)(s− µ∗

2(s))

)
. (11)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как

p(z, s) =
2∑

k=1



p0k(s) +
∞∫

0

pk(z, x, s) dx



 ,

то, учитывая (1) и (2), из (3) получаем (8). Ре-
шая систему уравнений (4) относительно γ(k)(z, s),
имеем
(
1− z−1β(s− µk(z))

)
γ(k)(z, s) =

= (−1)k(µ2(z)−µ1(z))−1(1−p)z(µk(z)+a1(1−pz))×

× (µk(z) + a2(1− pz))
(

c1a1f1(z, s)

µk(z) + a1(1− pz)
+

+
c2a2f2(z, s)

µk(z) + a2(1− pz)

)
, k = 1, 2.

Подставляя сюда выражения для fj(z, s), j = 1, 2,
через p0k(s), k = 1, 2, получаем (9). В силу лем-
мы 1 левая часть (9) обращается в 0 при z = z(k)(s).
Значит,

a1p01(s)

µ∗
k(s) + a1(1− pzk(s))

+
a2p02(s)

µ∗
k(s) + a2(1− pzk(s))

=

=
1

(1− p)zk(s)(s − µ∗
k(s))

, k = 1, 2.

Решение последней системы уравнений имеет
вид (10), (11). �

Теорема 2. Функция v(w, s) определяется по формуле

v(w, s) =

2∑

k=1

p0k(s)β(w) +
β(w) − 1
(1− p)β(w) ×

×
2∑

k=1

(
β(w) − β(s− µk(β(w)))

s− w − µk(β(w))
×

× 1

µk(β(w))
γ(k)(β(w), s)

)
. (12)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если в момент времени t сис-
тема свободна от пакетов, то виртуальное время
задержки пакета в момент времени t равно времени
передачи пакета. Если в момент времени t в системе
находится n пакетов, причем один из них уже пере-
дается время x, то время задержки складывается из
времени завершения передачи пакета, находящего-
ся в канале, и времен передачи остальных пакетов.
Отсюда следует, что

P(V (t) < x) = (P01(t) + P02(t))B(x) +

+
2∑

k=1

∞∑

n=1

∞∫

0

Pk(n, y, t) (B
∗n ∗By(x)) dy, (13)

где F ∗G(x) =
∫∞

0
F (x − u) dG(u)— свертка функ-

ций распределения F (x) и G(x) неотрицательных
случайных величин; B∗n(x) — n-кратная свертка
функции распределения B(x); By(u) — условная
функция распределения времени до завершения
передачи пакета при условии, что оно уже пере-
давалось время y :

By(u) =
B(u + y)−B(y)
1−B(y) .

Из (13) получаем

v(w, s) =

2∑

k=1

p0k(s)β(w) +

+

2∑

k=1

∞∫

0

pk(β(w), y, s)βy(w) dy, (14)
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где

βy(w) =

∫ ∞

0

e−wub(u+ y) du

1−B(y) .

Подставляя (3) в (14), получаем (12).

5 Стационарный режим

При загрузке системы ρ1 < 1 существуют пре-
делы

lim
t→+∞

∞∑

n=0

znP (n, t) = p(z); lim
t→+∞

V (w, t) = v(w),

причем в силу тауберовых теорем

p(z) = lim
s→0

sp(z, s); v(w) = lim
s→0

sv(w, s).

Это дает возможность для нахождения предельного
при t → +∞ (стационарного) распределения про-
цессов L(t) и V (t) использовать результаты разд. 4.
Обозначим через L и V число пакетов в системе
и время задержки пакета соответственно в стацио-
нарном режиме.

Теорема 3. Функция p(z) определяется по формуле

p(z) = 1−ρ1+
z − 1
(1− p)z

2∑

k=1

(1−β(−µk(z)))γ
(k)(z)

µk(z)(−µk(z))
,

где

(
1− z−1β(−µk(z))

)
γ(k)(z) =

(−1)k+1
µ2(z)− µ1(z)

×

× (µk(z) + a1(1− pz)) (µk(z) + a2(1 − pz))×

×
(
(1− p)z(−µk(z))

(
a1p01

µk(z) + a1(1 − pz)
+

+
a2p02

µk(z) + a2(1− pz)

))
, k = 1, 2,

p01 =
µ∗
2(0) + a1(1− pz2(0))
(a2 − a1)µ∗

2(0)
a2(1 − ρ1),

p02 =
µ∗
2(0) + a2(1− pz2(0))
(a1 − a2)µ∗

2(0)
a1(1 − ρ1).

Теорема 4. Функция v(w) определяется по формуле

v(w) = (1 − ρ1)β(w) +
β(w) − 1
(1− p)β(w) ×

×
2∑

k=1

β(w) − β(−µk(β(w))

−w − µk(β(w))

1

µk(β(w))
γ(k)(β(w)).

Отметим, что стационарное среднее время за-
держки пакета в системе EV можно получить и из

формулы Литтла EV = a−1EL, причем стационар-
ное среднее число пакетов в системеEL равно:

EL = aβ1 +
a2β2

2(1− aβ1)
+ µ′′

1(1)
aβ21

2(1− aβ1)
+

+
a(a1p01 + a2p02)

(1 − p)a1a2
− a2(1− aβ1)
(1− p)a1a2

+

+
β1

1− aβ1

(
a2(a1p01 + a2p02)

(1− p)a1a2
− ap(1− aβ1)

1− p −

− a2(1− aβ1)
(1− p)a1a2

(a− µ′
2(1))

)
,

где

µ′
2(1) = −a+ (a1 + a2) p+ (ca1 + (1 − c)a2) (1− p);

µ′′
1 (1) =

2a
(
a2
(
ca−21 + (1− c)a−22

)
− 1
)

1− p .

При загрузке системы, стремящейся к едини-
це, длина очереди и время задержки неограничено
возрастают. При этом численные процедуры, опи-
санные выше, работают менее эффективно. Пусть

d =
aβ2
2
+
a2
(
ca−21 + (1− c)a−22

)
− 1

a(1− p) .

Справедлива следующая предельная теорема.

Теорема 5.

lim
ρ1↑1
P((1 − ρ1)L < x) = 1− e(ad)−1x;

lim
ρ1↑1
P((1 − ρ1)V < x) = 1− ed−1x.

Таким образом, при загрузках, близких к1, вмес-
то реальных распределений L и V можно использо-
вать предельные. Поэтому, в частности,

EL ≈ ad

1− ρ1
; DL ≈ (ad)2

(1− ρ1)2
;

EV ≈ d

1− ρ1
; DV ≈ d2

(1− ρ1)2
.

6 Численный анализ

Посмотрим на поведение стационарного сред-
него времени задержки пакета в системе EV при
различных типах распределения времени переда-
чи B(x). Пусть µ = 1, σ = 2 и c = 0, 2, а в каче-
стве B(x) рассмотрим:

(1) постоянное время передачи:

β(s) = e−sβ1 , β2 = β
2
1 ;
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Рис. 1 Среднее время задержки при постоянном (а), экс-
поненциальном (б) и гиперэкспоненциальном (в) време-
ни обслуживания: 1 — p = 0; 2 — 0,45; 3 — p = 0,9; 4 —
M |G|1

(3) время передачи с экспоненциальным распре-
делением:

β(s) =
1

sβ1 + 1
, β2 = 2β

2
1 ;

(4) время передачи с гиперэкспоненциальным
распределением второго порядка:

Рис. 2 Среднее время задержки при p = 0,45: 1 — по-
стоянное время обслуживания; 2 — экспоненциальное
время обслуживания; 3 — гиперэкспоненциальное время
обслуживания

β(s) =
5

16sβ1 + 10
+

5

4sβ1 + 10
, β2 =

68

25
β21 .

Изменение загрузки системы производилось путем
варьирования среднего времени передачи пакета.
На рис. 1 для каждого типа распределения приведе-
ны графики зависимости математического ожида-
ния времени задержки передачи пакета от загрузки
при трех значениях параметра p (0, 0,45 и 0,9),
а также для пуассоновского потока. Из графиков
видно значительное увеличение времени задержки
как при переходе от пуассоновского потока (это
часто предполагается при моделировании различ-
ных реальных систем) к гиперэкспоненциальному
(p = 0), так и при увеличении коэффициента кор-
реляции (увеличение p) интервалов между поступ-
лениями пакетов. Также наблюдается увеличение
времени задержки (при любых p) в зависимости от
дисперсии длительности передачи пакета, которая
при рассмотренных типах ее распределения мини-
мальна для постоянного времени и максимальна
для гиперэкспоненциального. Это увеличение вы-
ражено менее ярко, чем при изменении величиныp,
поэтому на рис. 2 приведены графики при различ-
ных типах распределения времени передачи пакета
при фиксированном p = 0,45.

На рис. 3 приведены графики зависимости ма-
тематического ожидания времени задержки от ве-
роятности p. Можно выделить два случая: если
a2β1 < 1, то математическое ожидание времени
задержки остается ограниченным при всех 0 6 p 6
6 1; если a2β1 > 1, то математическое ожидание
времени задержки стремится к бесконечности при
p→ 1. Это свойство объясняется тем, что при p = 1
изменяется условие существования стационарного
распределения времени задержки: оно принимает
вид a2β1 < 1.
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Рис. 3 Среднее время задержки при ρ = 0,2 (а) и 0,4 (б): a1 = 0,29; a2 = 2,58; a = 1,0; c = 0,2; 1 — постоянное время
обслуживания; 2 — экспоненциальное время обслуживания; 3 — гиперэкспоненциальное время обслуживания

7 Заключение

В статье рассмотрена система массового обслу-
живания, входящий поток которой служит обобще-
нием классических потоков: пуассоновского и ги-
перэкспоненциального. Рассматриваемый поток
позволяет моделировать более широкий класс ре-
альных потоков, так как можно не только «подо-
гнать» первый и второй моменты интервалов между
поступлениями пакетов, но и корреляцию сосед-
них интервалов. Найдены нестационарное и ста-
ционарное распределения числа пакетов в систе-
ме и (виртуального) времени пребывания пакета
в системе. В стационарном случае также найде-
ны среднее и дисперсия указанных распределений.
Результаты исследования проиллюстрированы чис-
ленными примерами для различных распределений
времени обслуживания. Одним из возможных на-
правлений дальнейших исследований представля-
ется рассмотрение входящего потока с зависимыми
интервалами между поступлениями пакетов, но ко-
эффициент вариации которого будет меньше 1.
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Abstract: A single-line queuing system with an infinite number of waiting places, an arbitrary distribution of service
time, and a Poisson incoming flow with random intensity is considered. The intensities are subordinated to the
autoregressive dependence of the first order. The joint distribution of the number of total customers in the system is
obtained as well as the sojourn time of a customer in the system in a nonstationary regime. Expressions for stationary
distributions and their probabilistic characteristics are also presented. The average sojourn time in the system in the
stationary regime is numerically studied and illustrated under different assumptions on the distribution of service
time and on the characteristics of the incoming flow. Comparison is made with the classical M |G|1 queue.
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ТЕСТОВ СТАБИЛЬНОСТИ

СИСТЕМЫ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ

М. П. Кривенко1

Аннотация: Рассматриваются два типа процедур статистического контроля стабильности системы мас-
сового обслуживания (СМО): сравнение интенсивностей входного и выходного потоков и обнаружение
нестационарности последовательности времен пребывания заявок в системе. В первом случае речь идет
о методах обработки согласованных пар, а во втором — о тестах единичного корня для моделей авторе-
грессии первого порядка. Уточняется процедура сбора и фиксации исходных данных, так как в одном
случае она привязана к моментам времени, а во втором — к номерам событий. Используемые тесты ста-
бильности двух типов относятся к слабым критериям значимости, для которых базовые нулевые гипотезы
различны и дополняют друг друга. Это сразу же проявляется при их сравнении: результаты получаются
лучше, когда предположения соответствующих нулевых гипотез выполняются. Для учета подобных
особенностей строится составной критерий на основе консенсуса и рандомизации, что приводит к увели-
чению числа безошибочных решений. Дальнейшего повышения качества принимаемых решений удается
добиться в процедуре сравнения критических уровней значимости отдельных критериев. Результаты
были получены методом статистических испытаний и для конкретного типа СМО, функционирующей
при простейшем пуассоновском входном потоке. Нарушение этого предположения может стать деста-
билизирующим фактором, для описания чего была введена модель пакетного пуассоновского процесса.
Для него, варьируя интенсивность поступления пакетов и средний размер пакета, можно формировать
входные потоки различной структуры с одной и той же интенсивностью. Было выяснено: с ростом
размера пакета увеличивается число порождаемых СМО реализаций, демонстрирующих нестабильность;
размер пакета может оказаться источником существенного роста времени пребывания заявок в системе
по сравнению с вариантом единичных пакетов; применение тестов единичного корня может привести
к ошибочным выводам относительно нестабильности.

Ключевые слова: СМО (система массового обслуживания); стабильность выборочной траектории; крите-
рии для согласованных пар; тесты единичного корня; тесты Дики–Фуллера; составной тест стабильности;
пакетный пуассоновский процесс; размер пакета как дестабилизирующий фактор

DOI: 10.14357/19922264250108 EDN: XDTUNK

1 Введение

Сравнительный анализ процедур контроля ста-
бильности обусловлен существующими теоретиче-
скими результатами, свойствами реальных данных,
фактическими возможностями проведения экспе-
риментов. Далее распространенное предположе-
ние о простейшем пуассоновском входном потоке
было расширено за счет необходимости обраба-
тывать пакеты заявок. Подобная ситуация оказа-
лась весьма распространенной и существенно вли-
яющей на возможности процедур статистического
анализа данных [1].

2 Критерии стабильности

Можно выделить две основные идеи ста-
тистического контроля стабильности СМО [2,
3]: сравнение интенсивностей входного-выход-
ного потоков и обнаружение нестационарности

последовательности времен пребывания заявок
в системе. В случае первой из них речь прежде
всего идет о методах обработки согласованных пар,
поэтому соответствующие процедуры назовем MP-
тестами (Matched Pairs). В случае выявления не-
стационарности целесообразно обратить внимание
на DF-тесты (Dickey–Fuller) для моделей авторе-
грессии первого порядка без и с добавлением кон-
станты.

Для сравнения эффективности тестов необхо-
димо уточнить процедуру сбора и фиксации исход-
ных данных, так как в одном случае она привязаны
к моментам времени, а во втором — к номерам
поступающих заявок. Обычно журнал трассировки
функционирования СМО отражает последователь-
ное во времени поступление заявок, что естествен-
но приводит к заданию их номера k, фиксации
надлежащих значений Ak и Dk соответственно для
входного A(t) и выходногоD(t) потоков, нахожде-
нию времени пребывания Vk = Ak −Dk. Заметим,

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, mkrivenko@ipiran.ru
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что для получения D(t) необходимо переупорядо-
чение данных журнала.

По примеру существующих журналов трасси-
ровки строится и процедура моделирования СМО,
используемая для сравнительного анализа тестов:
генерируются события входного потока и просле-
живается функционирование системы до заверше-
ния обработки всех заявок. Обозначим соответству-
ющее общее время жизни системы как T . Для учета
особенностей функционирования СМО и возмож-
ностей процедур анализа данных этот период де-
лится на Ns последовательных, идущих одна за
другой фаз одинаковой длительности Tp. Каждая
фаза включаетNf фрагментов одинаковый продол-
жительности Tf , которые служат для оценивания
интенсивности; их насыщенность данными долж-
на обеспечивать возможность корректной аппрок-
симации распределения оценок. По совокупности
фрагментов в фазе строится статистический вывод
о свойствах наблюдаемых процессов, рост числа
фрагментов повышает мощность критерия, приме-
няемого к данным фазы.

Таким образом, для сравнительного анализа тес-
тов необходимо наряду с параметрами СМО указы-
вать период ее наблюдения: время начала t0 и дли-
тельность Tp. Для MP-тестов, кроме того, требуется
задать значение параметра Nf . В случае DF-тестов
выделение фрагментов не нужно, но необходимо
уточнить, какие и как заявки учитывать. Было
принято, что в последовательность {Vk} входят по-
ступившие в СМО за период [t0, t0 + Tp) заявки
с зафиксированным временем пребывания в виде
Vk = min{Dk − Ak, t0 + Tp − Ak}, т. е. учитывается
ограниченность периода наблюдения.

При моделировании будем считать предопре-
деленными значения следующих характеристик:
λin — интенсивность входного потока заявок; Lf —
среднее число событий во фрагменте; Nf — чис-
ло фрагментов в фазе; Np — число фаз в общем
времени жизни системы. Тогда определяющими
становятся последовательно вычисляемые
значения параметров: N = LfNfNp — число мо-
делируемых событий; T = N/λin — время жизни
системы; Tf = T/Nf — длительность фазы; Ip —
индекс анализируемой фазы (статистическому ана-
лизу обычно подвергаются «внутренние» фазы,
чтобы исключить краевые эффекты).

При применении DF-тестов возникает необ-
ходимость подсчета критического уровня значи-
мости α∗, который основывается на имеющихся
табличных данных процентилей для отдельных зна-
чений объема выборки Ns [4]. С целью унифика-
ции обработки данных была реализована следу-
ющая последовательность действий: нахождение
с помощью линейной аппроксимации поNs требу-

Рис. 1 Зависимость доли правильных решений MP- (1),
DF- (2), OT- (3) и OC-тестов (4) стабильности от степени
нестабильности Cλ

емого набора процентилей, затем выявление для
него и заданного значения статистики интерва-
ла требуемых значений и, наконец, линейная ап-
проксимация по границам полученного интервала
и соответствующим вероятностям для определения
нужного α∗. Для хвостов распределения использо-
вались значения α∗ = 0 или 1.

Используемые MP- и DF-тесты стабильности
относятся к так называемым слабым критериям
значимости, опирающимся на задание нулевой ги-
потезы H, которую на основе данных принимают
или отвергают. Последнее реализуется с помощью
критического уровня значимостиα∗, который срав-
нивается с заданным уровнем значимости α. Таким
образом, принятие решения о стабильности (ее на-
личие обозначим как S) или ее отсутствии (соответ-
ственноS) осуществляется с помощью выборочных
величинα∗

MP иα∗
DF. Особенность возникающей си-

туации придает то, что базовые нулевые гипотезы
HMP : S и HDF : S для принятых критериев раз-
личны и дополняют друг друга. Своеобразие сразу
же проявляется при сравнении рассматриваемых
тестов (см. 1 и 2 на рис. 1), результаты которых луч-
ше при предположениях соответствующих нулевых
гипотез.

Фактически здесь получаем ситуацию с много-
критериальным принятием решения для, казалось
бы, простейшего случая всего лишь двух тестов. Но
возникают специфические осложнения: ориента-
ция критериев на использование слабых критериев
значимости, различные нулевые гипотезы, мно-
гопараметрический характер решающих процедур.
Логичным решением в этом случае становится объ-
единяющий рандомизированный тест:

– предпочтение отдается тому решению, кото-
рое принимается MP- и DF-тестами одинаково
(консенсус), а именно: констатируется S, ес-
ли α∗

MP ≤ α и α∗
DF > α, и S, если α∗

MP > α
и α∗

DF ≤ α;
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– при отсутствии консенсуса случайным образом
выбирается одно из двух равновероятных реше-
ний: S или S.

Данный критерий пометим как OT (Omnibus
Trivial) и подтверждение его преимуществ сразу же
получим из графиков рис. 1: число безошибочных
решений увеличивается.

Дальнейшему улучшению процедуры принятия
решений о стабильности предпошлем следующие
рассуждения. Если имеет место S, то α∗

MP преиму-
щественно принимает б‚ольшие на [0, 1] значения,
а α∗
DF — меньшие. Для S все наоборот. Приведен-

ное обоснование позволяет детализировать области
принятия решений и, исключив рандомизацию,
принять S, если α∗

DF < α∗
MP, и принять S, если

α∗
DF ≥ α∗

MP. Данный критерий пометим как OC
(Omnibus Complex) и, прибегнув снова к графикам
рис. 1, увидим подтверждение роста эффективности
принятых решений.

Выбор наиболее подходящего теста из сравни-
ваемых зависит от условий их использования:

– особенности доступа к реализациям процесса
функционирования СМО, допускающего од-
норазовый или многократный характер;

– приоритеты выбора априорных предположе-
ний относительно стабильности;

– допустимость корректного применения име-
ющихся теоретических результатов;

– возможности практической реализации стати-
стических процедур.

Если ограничиться разведочным анализом дан-
ных, то сравнительный анализ критериев стабиль-
ности приводит к следующим выводам:

– с точки зрения правильности классификации
критерии упорядочиваются по возрастанию как
MP или DF, OT, OC;

– с точки зрения «практичности» использова-
ния все критерии не свободны от недостат-
ков (необходимость выбора вспомогательных
параметров обработки, использование асимп-
тотических свойств разной степени точности,
высокая для целей статистических испытаний
вычислительная сложность обработки данных);

– неустойчивое поведение критериев на «грани-
це» значений параметров СМО, отделяющей
стабильность от нестабильности.

Сформулированные выводы были получены
методом статистических испытаний и для конкрет-
ного типа СМО, т. е. для определенной совокуп-
ности условий, одним из которых было предпо-
ложение о простейшем пуассоновском входном
потоке заявок. Как показывает практика (см.,

в частности, [5]), это далеко не так, и, что важ-
нее, отклонения могут повлечь за собой нарушение
стабильности.

3 Пакетный пуассоновский
процесс

Специфика составной структуры потока за-
явок [1] естественно приводит к модели пакетно-
го пуассоновского процесса, который формируется
из последовательности поступлений на обработку
пакетов, каждый из которых содержит случайное
число S отдельных заявок, не меньшее 1. Предпо-
лагается, что основной процесс порождения паке-
тов и их размеры независимы друг от друга. Можно
оставить в силе допущение, что основной поток —
пуассоновский с интенсивностью λ. На практике
это не совсем так: достаточно явными оказываются
периодические суточные изменения. В этом случае
их можно нивелировать сглаживанием (заменить
реальный суточный поток с изменениями на пуас-
соновский процесс со среднесуточной интенсив-
ностью), что не должно принципиально изменить
сути решаемой задачи о стабильности на протя-
жении существенно более длительных интервалов,
чем сутки. Как и в [1], дляS удобно принять геомет-
рическое распределение в форме S ∼ Geom (p), ес-
ли s = 1, 2, . . . с вероятностями (1− p)s−1p, E{S} =
= 1/p и D{S} = (1− p)/p2.

Для оценивания p для последовательности вре-
мен поступления заявок Ai, i = 1, N , выделим
серии подряд идущих одинаковых значений Ai,
число которых sj, j = 1,M ,

∑M
j=1 sj = N . Не-

посредственно устанавливается, что оценка макси-
мального правдоподобия p∗ по последовательности
наблюденных значений s1, . . . , sM принимает вид
p∗ =M/N .

Удивительно, но в случае данных Mustang [1]
привлечение в первую очередь из-за удобства
геометрического распределения дает к тому же
и хорошие статистические результаты (см. табли-

Сравнение распределений размера пакета для ста-
ционарных фрагментов M1s, M2s и M3s данных
Mustang, полученных в виде гистограммной оценки
(Hist) и теоретическим путем на основе p∗ (Geom);
значения частот и оценок вероятности даны в %

M1s M2s M3s
s

Hist Geom Hist Geom Hist Geom
1 96 96 81 83 86 85
2 3 4 19 14 12 13
3 1 0 0 2 2 2
4 0 0 0 0 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
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цу). Подобная адекватность физически объяснима
в рамках теории восстановления (интерпретация
геометрического распределения через число шагов
в испытаниях Бернулли до первого успеха), но при
образовании пакетов ее происхождение пока не
ясно.

Теперь, комбинируя интенсивности входного
потока λin, интенсивность основного процесса λ
и среднего размера пакета E(S), получаем:

1

λin
=

1

λE(S)
или λin =

λ

p
.

Отсюда видно, что, варьируя λ (интенсивность по-
ступления пакетов) и 1/p (средний размер пакета),
можно формировать входные потоки различной
структуры с одной и той же интенсивностью λin,
но с разными значениями λ и E{S} = 1/p.

В первую очередь была исследована связь раз-
мера пакета и характера функционирования СМО.
Были оставлены прежние значения предустанов-
ленных параметров [2], а именно: характеристики
СМО — p1 = 0,5, µ = 1, Cλ = 0,95 (стабильная
система для простейшего пуассоновского входно-
го потока) и, соответственно, λin = 1,09; харак-
теристики моделирования — Lf = 100, Nf = 50,
Np = 10, Ip = 9. Далее методом статистических
испытаний (100 экспериментов) исследовалась
зависимость оценки вероятности выявления не-
стабильности СМО с одним и тем же значением
интенсивности входного потока, но различными
средними размерами пакетов E{S}, при этом ис-
пользовался DF-тест. Соответствующие результаты

Рис. 2 Относительные частоты принятия гипотезы о не-
стабильности для различных размеров пакетов: 1 — Tf =

= 30; 2 — 40; 3 — 50; 4 — 60; 5 — Tf = 70

представлены на рис. 2. Они говорят о том,
что с ростом размера пакета увеличивается чис-
ло порождаемых системой реализаций, демонстри-
рующих с точки зрения DF-теста нестабильность.
При этом наблюдается некоторый спад числа вы-
явленных случаев нестабильности при росте общего
объема анализируемых данных Tf .

Одна из реализаций процесса Vi для случая
E{S} = 50 изображена на рис. 3, где на оси абсцисс
полужирными отрезками выделены области приня-
тия гипотезы о нестабильности на основе DF-теста.

Рисунок 3 наглядно иллюстрирует выявленные
в процессе исследований важные моменты стати-
стического анализа стабильности:

– размер пакета может оказаться источником су-
щественного роста времени пребывания заявок

Рис. 3 Вариант реализации Vi, i = 1, 500 000, с выделением по оси абсцисс областей принятия гипотезы о неста-
бильности по последовательным фазам, состоящим из 5 000 заявок
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в системе по сравнению с вариантом единич-
ных пакетов (для варианта на рис. 3 имеет место
увеличение среднего с 20 до 1 102, среднеквад-
ратичного отклонения с 19 до 1 195, максималь-
ного значения со 137 до 5 446); статистические
тесты DF с последующим подтверждением MP
уверенно отвергают гипотезу о стабильном по-
ведении СМО на анализируемом промежутке
ее жизни;

– статистический вывод о нестабильности может
вылиться в заключение о нестабильности СМО
только после его распространения на промежу-
ток [0,∞) (в необходимости этого убеждаешься
при рассмотрении фактически убывающих зна-
чений Vi при i > 390 000), что на практике не
реализуемо, хотя бы из-за существенных вплоть
до непреодолимых вычислительных ограниче-
ний (непосредственное применение регресси-
онного анализа в DF-тесте включает операции
с N ×N матрицей);

– применение DF-тестов может привести к оши-
бочным выводам относительно нестабильности
СМО (принятие нулевой гипотезы DF-тестом
при i < 390 000 говорит о возможной перегрузке
и нестабильной работе СМО, но одновременно
при б‚ольших значениях i — о восстановлении
работы системы, которое в итоге гипотетически
может привести к позиционированию СМО как
стабильной).

4 Заключение

Сравнительный анализ тестов стабильности по-
зволил выявить особенности применения двух раз-
нородных критериев, что позволило путем их
комбинирования повысить эффективность полу-
чаемых результатов.

Внешняя простота процедур тестирования нейт-
рализуется проблемами выбора вспомогательных

взаимосвязанных параметров обработки, а также
высокой для целей статистических испытаний вы-
числительной сложностью алгоритмов манипуля-
ции с данными.

Выявленная дестабилизация протекающих
в СМО процессов при пакетной организации вход-
ного потока заявок позволила обратить внимание
на противоречивость принятого определения ста-
бильности, основанного на предельном переходе,
и результатов применения статистических тестов
стабильности, базирующихся на выборке (конеч-
ном наборе). Это несоответствие усугубляется ре-
альными ограничениями на возможность обработ-
ки реально больших объемов экспериментальных
данных.
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COMPARATIVE ANALYSIS OF QUEUING SYSTEM STABILITY TESTS

M. P. Krivenko

Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov Str.,
Moscow 119333, Russian Federation

Abstract: The article discusses two types of procedures for statistical control of the stability of the queuing system:
comparison of the intensities of input and output flows and detection of nonstationarity of the sequence of sojourn
times. In the first case, we are talking about methods for processing matched pairs and in the second case, we
are talking about single-root tests for first-order autoregression models. The procedure for collecting and fixing
initial data is specified, since in one case, it is tied to moments in time and in the second — to event numbers. The
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two types of stability tests used refer to weak significance tests, for which the basic null hypotheses are different
and complement each other. This is immediately evident when they are compared: the results are better when the
assumptions of the corresponding null hypotheses are satisfied. To take into account such features, a composite
criterion is built on the basis of consensus and randomization, which leads to an increase in the number of error-free
solutions. Further improvement in the quality of decisions can be achieved in the procedure for comparing the
critical levels of significance of individual criteria. The results were obtained by the Monte-Carlo method for
a specific type of queuing system operating with a simple Poisson input flow. Violation of this assumption can
become a destabilizing factor, for the description of which the model of the batch Poisson process was introduced.
For it, by varying the intensity of batch arrival and the batch size mean, it is possible to form input streams of
different structures with the same intensity. It was found that as the batch increases, the number of implementations
generated by the queuing system that demonstrate instability increases; the size of the batch can be a source of
a significant increase in the time spent in the system in comparison with the option of single batches; and the use of
single root tests can lead to erroneous conclusions about instability.

Keywords: queueing system; sample-path stability; matched pairs tests; unit root tests; Dickey–Fuller tests;
omnibus test of stability; batch Poisson process; size of batch as a destabilizing factor
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PERTURBATION AND TRUNCATION BOUNDS

FOR ONE CLASS OF MARKOV PROCESSES

OF BIRTH-AND-DEATH TYPE WITH CATASTROPHES

I. A. Usov1, Y. A. Satin1, A. I. Zeifman1,2, and V. Yu. Korolev2,3,4

Abstract: A class of inhomogeneous continuous-time Markov chains of birth-and-death type with a countable
state space is considered. Two types of additional transitions are allowed in the chain, which bring it either to the
boundary state or to the state adjacent to it. It is assumed that with an increase in the state number, the birth (death)
intensities monotonically decrease (increase). Perturbation bounds are obtained using special weighted norms
associated with the total variation. An estimate of the approximation error, when one replaces the original chain by
a process with a finite number of states, is constructed. For the case when all the intensities are state-dependent,
conditions are provided (using the logarithmic norm method), which guarantee (weak) ergodicity in the norm of
total variation. Results are accompanied by illustrative examples.
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1 Introduction

The role of the term “catastrophes” in many fields of
science and technology is quite similar and well-known.
Sometimes, it resets to zero the system occupancy or
causes a temporary failure of the equipment, etc. In
particular, queueing systems with catastrophes and cor-
responding Markov chains are the well-established sub-
ject of systematic research (see, for example, [1–10]).
And the Markov chain considered further in this paper
is particularly adopted (but not restricted to) queues.

In a number of previous studies, there were derived
various estimates for limiting characteristics of (pos-
sibly inhomogeneous) continuous-time Markov chains
with discrete state space, describing the total occupan-
cy of (various variants of the) M/M/S queues with
catastrophes. Subsequent research has focused on mod-
els incorporating additional conditions, such as server
breakdowns/repairs (see, for example, [11–15]). Often,
in order to obtain an estimate, solutions of the (possi-
bly infinitely many) Kolmogorov forward equations are
required. There exists quite a rich set of techniques
(see, for example, [16–20]) which allows one to do this.
Each time a technique is applied, it would be benefi-
cial to know a priori about when the limiting regime is
reached and how to properly deal with infinitely many

equations. One of the methods, which allows one to
obtain estimates related to stability, rate of convergence
to the limiting regime (i. e., when the chain “forgets” its
initial state), and truncation bounds, is the logarithmic
norm method. In a recent paper [21], it was adopted
to obtain the ergodicity properties of inhomogeneous
Markov chains with the two types of catastrophes that
were analysed. Those allowed one, in particular, to
provide easy-to-compute upper bounds for its moments.
This paper complements the previous analysis by pro-
viding new perturbation and truncation bounds.

In what follows, 1T is the vector of ones and ‖ · ‖
(or ‖ · ‖1) denotes the usual l1-norm, i. e., ‖x(t)‖
=
∑

i |xi(t)| for any vector x(t) = (x0(t), x1(t), . . . )T

and ‖B(t)‖ = supj

∑
i |bij(t)| for any matrix B(t)

= (bij(t)). The differential equations will be consid-
ered not only in l1 but also in the embedded sub-
space

{
x(t) = (x0(t), x1(t), · · · )T : ‖Dx(t)‖1 <∞

}

(with a suitable linear operator D), which is denoted
by l1D and the norm in it by ‖ · ‖1D.

Recall that a Markov chain X(t) is called weakly
ergodic, if ‖p∗(t)−p∗∗(t)‖ → 0 as t→∞ for any initial
conditions p∗(0) and p∗∗(0) where p∗(t) and p∗∗(t)
are the corresponding solutions of forward Kolmogorov
system.
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2 Model Description

Consider a continuous time inhomogeneous Markov
chain X(t) with (possibly) state-dependent transition
intensities, countable state space {0, 1, 2, . . .} and the
(transposed) generator A(t) = (aij(t)) of the form:

A(t)

=





− (λ0+β) µ1+α α
λ0+β − (λ1+µ1+α) µ2+β
0 λ1 − (λ2+µ2+α+β)
0 0 λ2
0 0 0
0 0 0
...

...
...

α α · · ·
β β · · ·
µ3 0 · · ·

−(λ3 + µ3 + α+ β) µ4 · · ·
λ3 −(λ4 + µ4 + α+ β) · · ·
0 λ4 · · ·
...

...
. . .





.

In the queueing theory context (see [22]), X(t) may
describe the evolution of the total number of customers
in the single-server infinite capacity (say, FIFO (first
in, first out)) queue with the state-dependent service
intensity µn = µn(t) and with the three Poisson arrival
flows of customers: flow of ordinary customers (with
the intensity λn = λn(t) when the total system occu-
pancy is n) and two flows of catastrophes (with the
state-independent intensities α = α(t) and β = β(t),
respectively). If a customer of the α-flow finds the
system busy, it empties the system and itself leaves it.
A customer of the β-flow on arrival immediately oc-
cupies the server and removes all other customers from
the system (if any). It is assumed that all the intensities
are nonnegative and locally integrable on [0,∞) (not
necessarily continuous) functions and bounded in the
following sense: there exists some constant L ∈ (0,∞)
such that supn |λn(t) + µn(t) + α(t) + β(t)| ≤ L for
almost all t ≥ 0. Moreover, we assume that the sequence
{λn(t), n ≥ 0} ({µn(t), n ≥ 1}) is monotonically de-
creasing (increasing) with n for any fixed t.

For all t ≥ 0, we represent the distribution of X(t)
as a probability vector p(t) = (p0(t), p1(t), . . . )T. Giv-
en any proper initial condition p(0), the Kolmogorov
forward equations for the distribution of X(t) is

d

dt
p(t) = A(t)p(t), p(t)T1T = 1 .

If one subtracts α from the first row of A(t) and β from
its second row, the latter system can be rewritten as

d

dt
p(t) = A∗(t)p(t) + f(t) (1)

with f(t) = (α(t), β(t), 0, · · · )T and the matrixA∗(t)be-
ing now triagonal, with the entries a∗ij : a∗11 = λ0+α+β,
a∗ii = λi−1+µi−1+α+β, a∗i,i−1 = λi−1, and a∗i,i+1 = µi.
Fix some ε > 0 and choose such a sequence {dn, n ≥ 0}
that 1 = d0 ≤ d1 ≤ d2 ≤ · · · and dn+1 = (1 + ε)dn,
n ≥ 0. Then, if one puts D = diag (d0, d1, . . . ),
it is straightforward to check that ‖A∗(t)‖1D
= ‖DA∗(t)D−1‖1. Since all the intensities are as-
sumed to be bounded, it is possible to choose such
constants B < ∞ and f < ∞ that ‖A∗(t)‖1D ≤ B and
‖f(t)‖1D = α(t) + d1β(t) ≤ f for almost all t ≥ 0.

3 Perturbation Bounds

Consider a “perturbed” Markov chain �X(t) with the
same state space as X(t), state probabilities �p(t), and
the transposed generator �A(t). Denote the ingredients
of the system analogous to (1) but which holds for �p(t)
by �A∗(t) and �f(t).

Assume that for almost all t ≥ 0 it holds that

‖A∗(t)− �A∗(t)‖1D ≤ ε1, ‖f(t)− �f(t)‖1D ≤ ε2

for some ε1 > 0 and ε2 > 0 and the Cauchy operators
of V ∗(t, s) and �V ∗(t, s) of (1) and its perturbed version
satisfy

‖V ∗(t, s)‖1D ≤Me−a(t−s);

‖ �V ∗(t, s)‖1D ≤Me−(a−Mε1)(t−s)

for some M > 0, a > 0, and 0 ≤ s ≤ t. The lat-
ter means that both Markov chains are assumed to be
1D-eponentially ergodic. Since

p(t) = V ∗(t, 0)p(0) +

t∫

0

V ∗(t, τ)f(τ) dτ,

then for t ≥ 0, one has that

‖p(t)‖1D ≤Me−at‖p(0)‖1D +
M f

a
.

By representing system (1) in the form

d

dt
p(t) = �A∗(t)p(t) +

(
A∗(t)− �A∗(t)

)
p(t) + f(t)

one has the following upper bound for the difference
p(t)− �p(t) in the 1D-norm:
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‖p(t)− �p(t)‖1D

≤
t∫

0

‖ �V ∗(t, τ)‖1D
(
‖A∗(τ) − �A∗(τ)‖1D‖p(τ)‖1D

+ ‖f(τ)− �f (τ)‖1D
)
dτ

≤
t∫

0

Me−(a−Mε1)(t−τ) (ε1‖p(τ)‖1D + ε2) dτ.

By utilizing now the upper bound for ‖p(t)‖1D for any
p(0) ∈ l1D, one obtains

‖p(t)− �p(t)‖ ≤ 1

infn dn
‖p(t)− �p(t)‖1D

≤ 1

infn dn

(
M (Mε1f+ aε2)

a (a−Mε1)
+ o (1)

)
.

These findings can be summarized in the following state-
ment.

Theorem 1. Given an 1D-exponentially ergodic Markov
chain X(t) in a subspace l1D ⊂ l1, let the perturbed
chain �X(t) be 1D-exponentially ergodic. Then

lim sup
t→∞

‖p(t)− �p(t)‖ ≤ 4M (Mε1f+ aε2)

a (a−Mε1) infn dn
.

4 Truncation Bounds

Consider the copy of the process X(t) but with
the finite state space {0, 1, . . . , N} (denote it by
XN (t)). Denote its probability vector by pN (t)
= (p0(t), p1(t), . . . , pN (t), 0, 0, . . . )

T and transposed
generator corresponding to it by AN (t). Denote the in-
gredients of the system analogous to (1) but which holds
for pN (t) byA∗

N (t) and fN (t). Noting that fN (t) = f(t),
one can rewrite the Kolmogorov forward equations for
the distribution of the XN (t) in the form

d

dt
pN (t)

= A∗(t)pN (t) + f(t) + (A
∗
N (t)−A∗(t))pN (t). (2)

Let pN (0) = p(0). Then, by utilizing the solutions
of the systems (1) and (2), one gets the upper bound

‖p(t)− pN (t)‖

≤
t∫

0

‖V ∗(t, τ)‖‖ (A∗
N (τ) −A∗(τ))pN (τ)‖ dτ. (3)

Define such a sequence { “dn, n ≥ 0} that dn < “dn

and that the Markov chain X(t) is both 1D- and 1 “D-
expoenentially ergodic ( “D = diag ( “d0, “d1, . . . )), i. e.,
there exist positive constants M , “M , a, and “a such that

‖V ∗(t, s)‖1D ≤Me−a(t−s);

‖V ∗(t, s)‖1 “D ≤ “Me−“a(t−s), 0 ≤ s ≤ t.

}
(4)

Theorem 2. If (4) holds, then, for any initial condition
pN (0) = p(0) and any t > 0, the difference between
the probability distributions of X(t) and XN(t) is upper
bounded by

‖p(t)− pN (t)‖ ≤
M(dN+1 − dN ) supn supt λn(t)

a “dN inf
n
dn

×
(
“Me−“at‖pN (0)‖1 “D +

“M

“a

(
α(t) + “d1β(t)

))
. (5)

P r o o f.
On the one hand, since ‖V ∗

N (t, s)‖1 “D ≤ ‖V ∗(t, s)‖1 “D,
fN (t) = f(t), and

‖p(t)‖1 “D = ‖V ∗(t, 0)p(0) +

t∫

0

V ∗(t, τ)f(τ) dτ‖1 “D

≤ ‖V ∗(t, 0)‖1 “D‖p(0)‖1 “D +
t∫

0

‖V ∗(t, τ)‖‖f(τ)‖1 “D dτ

≤ “Me−“at‖p(0)‖1 “D +
“M

“a
‖f(t)‖1 “D,

it holds that

‖pN(t)‖1 “D ≤ “Me−“at‖pN(0)‖1 “D +
“M

“a
‖f(t)‖1 “D. (6)

On the other hand, since pn(t) = “dnpn(t)/ “dn

≤ ‖pN(t)‖1 “D/ “dn for any 0 ≤ n ≤ N , one has from (6)
that

pN(t) ≤
“M
“dN

e−“at‖pN (0)‖1 “D +
“M

“a “dN

‖f(t)‖1 “D.

By considering the difference A∗(t) − A∗
N (t), it is

straightforward to see that

(A∗(t)−A∗
N (t))pN (t)

=



0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
N+1

,−λN (t)pN (t), λN (t)pN (t), 0, . . .




T

and, therefore,

‖(A∗(t)−A∗
N (t))pN (t)‖1D
≤ (dN+1 − dN ) pN (t) sup

n
sup

t
λn(t).

Plugging now the obtained estimates into (3) and noting
that

‖p(t)− pN (t)‖ ≤
1

infn dn
‖p(t)− pN (t)‖1D

≤ 1

infn dn
‖p(t)− pN (t)‖1 “D,

one obtains (5).
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5 Numerical Example

Let us conveniently fix all the transition intensities and
look at how the obtained estimates look like. Assume
that

λn(t) =
1

n
λ(t)=

1

n
(9.5 + 2 sin(2πt)) , λ0(t) = λ(t);

µn(t) = min(n, 90)(2.5− cos(2πt));
α(t) = 0; β(t) = 1.5 + sin(2πt).

Therefore, the Markov chain X(t) is 1-periodic, i. e.,
for any initial condition p(0) for a probability pn(t),
there exists a periodic function, say, πn(t) (i. e., πn(t)
= πn(t+ 1)), such that limt→∞(pn(t)− πn(t)) = 0.

Computation of the perturbation bound starts with
the computation of the logarithmic norm γ(DA∗D)
of the operator DA∗D which is equal to γ(DA∗D)
= −(1.5 + sin(2πt)). Given that, the values of the
other constants are as follows: a ≥ 1.5; M ≤ 1.4;
and f ≤ 3.51. Therefore, if ‖f(t) − f(t)‖1D ≤ ε2 and
‖B(t)− �B(t)‖1D ≤ ε1, Theorem 1 yields

lim sup
t→∞

‖p(t)− �p(t)‖ ≤ 5.6 (3.51ε1 + 1.5ε2)
1.5d (1.5− 1.4ε1)

.

Proceeding to the truncation bounds, in order to
compute the constants M , “M , a, and “a required in
Theorem 2, it is necessary to obtain the logarithmic
norms γ(DA∗D−1) and γ( “DA∗ “D−1) of the operators
DA∗D−1 and “DA∗ “D−1, respectively. This can be per-
formed using Theorems 1 and 2 from [21] that yield

γ(DA∗D−1) = − (1.5 + sin(2πt)
− ε (9.5 + 2 sin(2πt))) , M ≤ 1.4, a ≥ 1.49;

γ( “DA∗ “D−1) = − (1.5 + sin(2πt)
− “ε (9.5 + 2 sin (2πt))) , “M ≤ 1.4, “a ≥ 0.075.

Let ε = 10−6 and “ε = 0.15. Then, since
supn supt λn(t) ≤ 11.5, for the initial condition
pN (0) = p(0) = (1, 0, 0, · · · )T, one has from (5) that

‖p(t)− pN (t)‖ ≤
1.4 · 11.5 · 10−6
1.49 · 1.15N−1

×
(
1.4e−0.075t‖p(0)‖1 “D +

1.4 · 2.5 · 1.15
0.075

)
≤

≤ 0.000579888 · 1.151−N .

Therefore, for example, for N = 90, the truncation
error (in l1-norm) is less than 2.2974 · 10−9. The trun-
cated system of Kolmogorov forward equations can be
solved numerically with any known differential equation

Figure 1 Convergence of the probability p0(t) under two
different initial conditions: 1 — X90(0) = 0; and 2 —
X90(0) = 90

Figure 2 Limiting version of the probability p0(t) under
two different initial conditions: 1 — X90(0) = 0; and 2 —
X90(0) = 90

solver. For illustrative purposes, the graphs of the prob-
ability p0(t) under two different initial conditions as t
increases are given in Figs. 1 and 2.

6 Concluding Remarks

One of the possible ways to generalize the Markov
chain X(t) is to allow for state-dependent catastro-
phes with intensities {αn(t), n ≥ 1} and {βn(t), n ≥ 2}.
Prior to the analysis of perturbation and truncation
bounds, one needs to have some estimates of its con-
vergence rate. Let p∗(t) and p∗∗(t) be two solutions
of the Kolmogorov forward equations for such a chain,
corresponding to two different initial conditions p∗(0)
and p∗∗(0). It is possible to show that the following
statement holds.

Theorem 3. Assume that β2(t) + µ2(t) ≥ λ0(t) + β0(t)
and βn(t) ≥ β0(t) + λ0(t) for n ≥ 3. Denote
γ(t) = λ0(t) + β0(t) + infn αn(t). Then, for any initial
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conditions p∗(0) and p∗∗(0) and any t > 0, it holds that
‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ ≤ 2e−

∫
t

0
γ(τ)dτ .

The following example shows that the assumptions
in Theorem 3 are feasible. Let

αn(t) =






α(t) = 1 + 0.5 sin(2πt) if n = 1;

min

(
n

2
, 100

)
+ α(t) if n ≥ 2;

βn(t) = min(n+ 1, 100) (1 + α(t)) ;

λn(t) =






β0(t) + 3α(t) if n = 0;
1

n
3α(t) if n ≥ 1;

µn(t) = min(n, 100) (3− cos(2πt)) .
Then, γ(t) ≤ 8 + 3 sin(2πt) and, therefore,

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ = 4e−8t.
It would be interesting to know whether the conditions
of Theorem 3 can be weakened as well as whether the
assumption of positivity of both αn(t) and βn(t) can be
relaxed.
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НЕКОТОРЫЕ ОЦЕНКИ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА МАРКОВСКИХ

ПРОЦЕССОВ ТИПА РОЖДЕНИЯ И ГИБЕЛИ С ДВУМЯ ТИПАМИ

КАТАСТРОФ
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Аннотация: Рассматривается класс неоднородных марковских цепей с непрерывным временем со счетным
множеством состояний типа рождения и гибели. В цепи возможны два типа дополнительных переходов,
переводящих ее либо в граничное состояние, либо в соседнее с ним. Предполагается, что с ростом номера
состояния интенсивности рождения (гибели) монотонно убывают (возрастают). Впервые получены
оценки устойчивости с использованием специальных весовых норм, связанных с полной вариацией.
В той же норме построена оценка погрешности аппроксимации исходной цепи процессом с конечным
числом состояний. Наконец, для случая, когда все интенсивности зависят от состояния цепи, с по-
мощью метода логарифмической нормы представлены некоторые условия, гарантирующие (слабую)
эргодичность в норме полной вариации. Результаты сопровождаются иллюстративными примерами.

Ключевые слова: система массового обслуживания; процесс рождения и гибели; катастрофы; аппрокси-
мации; устойчивость
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РЕШЕНИЕ ОБРАТНЫХ СТАТИСТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ

С ПОМОЩЬЮ МЕТОДОВ ПОРОГОВОЙ ОБРАБОТКИ,

ДОПУСКАЮЩИХ ПОСТРОЕНИЕ НЕСМЕЩЕННОЙ ОЦЕНКИ

СРЕДНЕКВАДРАТИЧНОГО РИСКА∗

О. В. Шестаков1

Аннотация: Методы вейвлет-анализа в сочетании с процедурами пороговой обработки широко исполь-
зуются в задачах оценивания функции сигнала по зашумленным данным. Их популярность объясняется
адаптивностью к локальным особенностям исследуемых функций и высокой скоростью алгоритмов обра-
ботки. Плодотворным данный подход оказался также при обращении линейных однородных операторов,
возникающих в некоторых задачах обработки сигналов и изображений. Наиболее распространенными
видами пороговой обработки стали жесткая и мягкая пороговая обработка. Однако при использовании
жесткой пороговой обработки получаются оценки с большой дисперсией, а мягкая пороговая обра-
ботка приводит к появлению дополнительного смещения. В попытке избавиться от этих недостатков
в последние годы были предложены различные альтернативные виды пороговой обработки. В данной
работе рассматривается класс пороговых функций, допускающих построение несмещенной оценки сред-
неквадратичного риска. Эта оценка позволяет анализировать погрешность методов подавления шума.
Исследование свойств несмещенной оценки риска представляет собой важную практическую задачу,
поскольку позволяет оценить качество как самих методов, так и используемого оборудования. В рабо-
те обсуждаются стратегии выбора пороговых значений и приводятся утверждения об асимптотической
нормальности и сильной состоятельности оценки риска.

Ключевые слова: вейвлеты; пороговая обработка; линейный однородный оператор; несмещенная оценка
риска
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1 Введение
В медицинских, физических, астрономических

и других научных исследованиях часто возника-
ет задача получить представление об объекте, ко-
торый описывается некоторой функцией f , имея
возможность наблюдать только функцию Kf , где
K — некоторый линейный оператор. При этом час-
то для получения приемлемой оценки функции f
нельзя просто применить к наблюдаемым данным
обратный оператор K−1, поскольку эти данные,
как правило, содержат шум и задача обращения
оператора K оказывается некорректно поставлен-
ной. Традиционные подходы к регуляризации зада-
чи обращения используют линейные методы, такие
как оконное сингулярное разложение. Однако даже
при оптимальном выборе параметров данные мето-
ды полностью определяются видом оператора K
и не учитывают особенностей самой функции f .

В работах [1,2] при дополнительном условии од-
нородности операторов были разработаны методы

их обращения, основанные на вейвлет-разложе-
нии. Данные методы дают возможность учитывать
локальные особенности восстанавливаемой функ-
ции, такие как резкие изменения и наличие особых
точек. При этом подавление шума, как правило,
осуществляется с помощью методов пороговой об-
работки вейвлет-коэффициентов.

Наиболее часто используется жесткая или мяг-
кая пороговая обработка, однако каждая из них
имеет свои недостатки. Жесткая пороговая обра-
ботка использует разрывную пороговую функцию,
что приводит к появлению артефактов и невоз-
можности построения несмещенной оценки риска,
а при мягкой пороговой обработке в функции сиг-
нала появляется дополнительное смещение.

В ряде работ предложены некоторые альтерна-
тивные функции пороговой обработки, справля-
ющиеся с указанными недостатками [3–11]. При
этом одним из самых популярных методов вычис-
ления значения порога стала минимизация оценки

∗Работа выполнена при поддержке проекта № 075-15-2024-544 Министерства науки и высшего образования Российской Феде-
рации.
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Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук; Московский центр фундамен-
тальной и прикладной математики, oshestakov@cs.msu.ru
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среднеквадратичного риска, построенной по мето-
ду Стейна [12].

В данной работе рассматривается задача обра-
щения линейного однородного оператора при по-
мощи вейвлет-разложения и пороговой обработки,
в которой пороговая функция имеет достаточно
общий вид. Обсуждается метод вычисления адап-
тивного порога, минимизирующего оценку риска,
а также асимптотические свойства этой оценки,
такие как сильная состоятельность и асимптотиче-
ская нормальность. Аналогичные результаты для
других моделей и методов пороговой обработки по-
лучены в работах [13–17].

2 Обращение линейных
однородных операторов
с помощью
вейглет-вейвлет-разложения

Линейный операторK называется однородным,
если

K [f(a(x− x0))] = a−β(Kf) [a(x− x0)]

для любого x0 и любого a > 0. Параметр β на-
зывается показателем однородности. Примерами
линейных однородных операторов служат оператор
интегрирования, преобразование Гильберта и пре-
образование Абеля. В дальнейшем будем полагать,
что β > 0. В этом случае задача обращения опера-
тора K некорректно поставлена.

Для обращения линейных однородных операто-
ров оказались весьма эффективными методы, осно-
ванные на вейвлет-разложениях [1, 2]. Эти методы
дают возможность адаптироваться не только к ви-
ду оператора, как традиционные линейные методы
обращения, но и к особенностям восстанавливае-
мых функций.

Вейвлет-разложение функции f ∈ L2(R) имеет
вид:

f =
∑

j,k∈Z

〈f, ψj,k〉ψj,k, (1)

где ψj,k(t) = 2
j/2ψ(2jt − k), а ψ(t)— некоторая ма-

теринская вейвлет-функция. Семейство {ψj,k}j,k∈Z

образует ортонормированный базис в L2(R). Ин-
декс j в (1) называется масштабом, а индекс k —
сдвигом.

Поскольку оператор K линеен и однороден,
существуют такие функции ξj,k, что 〈Kf, ξj,k〉 =
= 〈f, ψj,k〉 [1]. Функции ξj,k называются «вейглета-
ми». По своим свойствам они похожи на вейвлеты
и также представляют собой сдвиги и растяжения

некоторой материнской функции ξ. Пусть ξj,k =
= λj,kuj,k, где λj,k =

∥∥(K∗)−1ψj,k

∥∥. Можно по-
казать, что λj,k = 2

βjλ0,0. При этом функция f
представляется в виде ряда

f =
∑

j,k∈Z

λj,k〈Kf, uj,k〉ψj,k. (2)

Как видно, в (2) коэффициенты разложения вы-
ражаются через Kf , а не через f . Эта формула
лежит в основе метода обращения K, который
называется вейвлет-вейглет-разложением. По-
следовательность {uj,k} в (2) не образует орто-
нормированную систему, однако если выполнены
некоторые условия гладкости, то она образует
устойчивый базис [18].

Аналогично по базису вейвлет-функций можно
разложить Kf :

Kf =
∑

j,k∈Z

〈Kf,ψj,k〉ψj,k.

Функции ψj,k не обязаны совпадать с функциями
в разложении (1), но для удобства будем обозна-
чать их так же. Пусть λj,k =

∥∥K−1ψj,k

∥∥, тогда
λj,k = 2

βjλ0,0, а функция f представляется в виде
ряда [2]

f =
∑

j,k∈Z

λj,k〈Kf,ψj,k〉uj,k, (3)

где uj,k = K
−1ψj,k/λj,k. Функции uj,k не совпадают

с функциями в разложении (2), однако по аналогии
также называются «вейглетами».

Формула (3) лежит в основе еще одного мето-
да обращения, который называется вейглет-вейв-
лет-разложением. В данном методе по орто-
нормальному базису раскладывается наблюдаемая
функция Kf , а не f , как в методе вейвлет-вейг-
лет-разложения. По этой причине далее будем
рассматривать именно метод вейглет-вейвлет-раз-
ложения (3).

В дальнейшем будем предполагать выполнение
некоторых условий гладкости. Будем считать, что
функцияKf задана на конечном отрезке [a, b]и рав-
номерно регулярна по Липшицу с некоторым по-
казателем γ > 0. Также предположим, что вейв-
лет-функцияM раз непрерывно дифференцируема
(M > γ), имеет M нулевых моментов и достаточно
быстро убывает на бесконечности, т. е. существует
такая константа CA > 0, что

∞∫

−∞

(1 + |t|γ) |ψ(t)| dt 6 CA.

Тогда для коэффициентов разложения в (3) спра-
ведливо

|〈Kf,ψj,k〉| 6
Cf

2j(γ+1/2)
,
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где Cf — некоторая положительная константа.
Причем, как правило, в рассматриваемых задачах
линейный оператор K обладает тем свойством, что
функцияKf оказывается более гладкой, чем функ-
ция f . Таким образом, ограничения на гладкость f
могут быть менее жесткими.

3 Подавление шума с помощью
пороговой обработки

На практике в наблюдениях, как правило, при-
сутствует шум. В большинстве случаев можно счи-
тать, что это аддитивный белый гауссовский шум,
т. е. наблюдения описываются следующей моделью:

Xi = (Kf)i + zi, i = 1, N (N = 2
J),

где (Kf)i — «чистые» значения наблюдаемой функ-
ции Kf ; zi — независимые нормально распреде-
ленные случайные величины с нулевым средним
и дисперсией σ2. Дискретное вейвлет-разложение
представляет собой умножение вектора значений
функции Kf на ортогональную матрицу W , опре-
деляемую вейвлет-функциейψ. При этом получает-
ся набор дискретных вейвлет-коэффициентов µj,k,
для которых справедливо µj,k ≈

√
N〈Kf,ψj,k〉 [19].

Поскольку матрица W ортогональна, дискретные
вейвлет-коэффициенты имеют вид:

Yj,k = µj,k + ǫj,k, j = 0, J − 1, k = 0, 2j − 1,

где ǫj,k также независимы и нормально распределе-
ны с нулевым средним и дисперсией σ2.

Для подавления шума к вейвлет-коэффициен-
там применяется функция пороговой обработки,
смысл которой заключается в обнулении достаточ-
но маленьких коэффициентов, которые считаются
шумом. Наиболее распространены функция жест-
кой пороговой обработки

ρH(y, Tj) =

{
y при |y| > Tj;

0 при |y| 6 Tj

и функция мягкой пороговой обработки

ρS(y, Tj) =






y − Tj при y > Tj;

y + Tj при y < −Tj;

0 при |y| 6 Tj

с некоторым порогом Tj, который может зависеть
от масштаба j. Каждая из этих функций имеет свои
недостатки. Функция ρH разрывна, что приводит
к отсутствию устойчивости и появлению дополни-
тельных артефактов, а использование функции ρS

приводит к появлению дополнительного смещения
в оценке функции сигнала. В ряде работ предло-
жены некоторые альтернативные функции порого-
вой обработки ρ(y, Tj), которые, по сути, служат
компромиссом между жесткой и мягкой пороговой
обработкой [3–11]. Эти функции непрерывны, как
и функция ρS(y, Tj), но при этом ρ(y, Tj) → y при
|y| → ∞, т. е. для больших абсолютных значений
коэффициентов они похожи на функцию жесткой
пороговой обработки. Некоторые из этих функций
зависят от дополнительных параметров.

В связи с появлением разнообразных видов
функций пороговой обработки имеет смысл рас-
смотреть некоторый общий класс таких функций.
Пусть h(y, Tj) обладает следующими свойствами:

(1) h(−y, Tj) = −h(y, Tj) (нечетность);

(2) 0 6 h(y, Tj) 6 Tj при y > 0 (ограниченность);

(3) h(Tj, Tj) = Tj (непрерывность пороговой
функции).

Определим функцию пороговой обработки

ρh(y, Tj) =

{
y − h(y, Tj) при |y| > Tj ;

0 при |y| 6 Tj .

Такой вид имеют, например, функция мягкой по-
роговой обработки, функция гибридной пороговой
обработки [4,10], функция пороговой обработки на
основе гиперболического тангенса [9], сигмоидная
функция [11] и некоторые другие.

4 Значение порога
и статистические свойства
оценки риска

Среднеквадратичный риск метода пороговой
обработки определяется по формуле

RJ (T ) =

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

λ2j,kE (ρh (Yj,k, Tj)− µj,k)
2
, (4)

где T = (T0, . . . , TJ−1). Методы выбора порого-
вых значений Tj, как правило, ориентированы на
минимизацию риска (4). Заметим, что в выраже-
нии (4) присутствуют неизвестные величины µj,k,
и вычислить значение RJ(T ) нельзя. Поэтому при
вычислении Tj используется минимаксный подход
в предположении о принадлежности функции сиг-
нала какому-либо классу [20–22]. Отметим также,
что популярен так называемый универсальный по-
рог TU

j = σ
√
2 ln 2J . Этот порог в определенном

смысле максимален (в работах [23, 24] показано,
что можно не рассматривать Tj > TU

j ).
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Другой подход к вычислению порогового зна-
чения основан на минимизации статистической
оценки риска (4), построенной по методу Стей-
на [12]. Если h(y, Tj) дифференцируема по пере-
менной y, то справедливо соотношение

E (ρh (Yj,k, Tj)− µj,k)
2
=

= σ2 + Eg2 (Yj,k)− 2σ2Eg′ (Yj,k) ,

где g(Yj,k) = Yj,k − ρh(Yj,k, Tj). Таким образом,
в качестве несмещенной оценки риска можно ис-
пользовать следующую величину:

R̂J (Tj) =

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

λ2j,kF (Yj,k, Tj) , (5)

где

F (y, Tj) =

=

{
y2 − σ2 при |y| 6 Tj;

h2(y, Tj) + σ
2 − 2σ2h′y(y, Tj) при |y| > Tj.

Пороги T S
j выбираются для каждого j так, чтобы

вектор значений T S = (T S
0 , . . . , T

S
J−1)минимизиро-

вал оценку (5):

R̂J(T
S) = min

T : Tj∈[0,T U
j ], j=0,J−1

R̂J(T ).

Этот вектор значений имитирует вектор теоретиче-
ских «идеальных» пороговых значений TMin, мини-
мизирующих теоретический риск (4):

RJ(TMin) = min
T : Tj∈[0,T U

j ], j=0,J−1
RJ(T ).

Если дополнительно предположить, что при лю-
бом фиксированном y функция h(y, Tj) возрастает
по Tj, а h′y(y, Tj) убывает по Tj (этим условиям
удовлетворяют, например, функция гибридной по-
роговой обработки и функция пороговой обработки
на основе гиперболического тангенса), то алгоритм
вычисления значения T S

j в общем случае станет
аналогичен алгоритму вычисления этого порога для
мягкой пороговой обработки [19].

При каждом фиксированном j ∈ {0, . . . , J − 1}
упорядочим Yj,k по убыванию их абсолютных зна-
чений и обозначим черезYj,(i) i-ю координату полу-
ченного упорядоченного вектора. Пусть l — такой
индекс, что

|Yj,(l)| 6 Tj < |Yj,(l−1)|.
Тогда

2j−1∑

i=0

F (Yj,(i), Tj) =

=
l−1∑

i=0

F (Yj,(i), Tj) +
2j−1∑

i=l

F (Yj,(i), T ) =

=

l−1∑

i=0

(
h2(Yj,(i), T ) + σ

2 − 2σ2h′y(Yj,(i), T )
)
+

+

2j−1∑

i=l

(Y 2j,(i) − σ2) =

=
l−1∑

i=0

(
h2(Yj,(i), T )− 2σ2h′y(Yj,(i), T )

)
+

+

2j−1∑

i=l

Y 2j,(i) + (2l − 2j)σ2. (6)

При введенных ограничениях на функцию h(y, T )
выражение (6) при фиксированном l возрастает
по Tj . Следовательно, минимум достигается при
T = |Yj,(l)|. Пороговые значения T S

j , j = 0, J − 1,
минимизирующие R̂J(T ), ищутся при каждом j
сравнением 2j значений выражения (6) в точках
Tm = |Yj,(m)|, 0 6 m 6 2j − 1. То значение |Yj,(m)|,
на котором достигается минимум, принимается
за T S

j .
Для регулярных по Липшицу функций сигнала f

можно установить асимптотические свойства оцен-
ки риска. Если дополнительно предположить, что
существует положительная константа c такая, что∣∣h′y(y, T )

∣∣ 6 cT 2, |h′T (y, T )| 6 cT 2 и
∣∣h′′yT (y, T )

∣∣ 6

6 cT 2 при всех y (что, как правило, выпол-
нено), то справедливы следующие утверждения,
доказательство которых полностью аналогично до-
казательству соответствующих утверждений в рабо-
тах [25–27].

Теорема 1. Пусть Kf задана на некотором отрезке
[a, b] и равномерно регулярна по Липшицу с показате-
лем γ > (8β + 2)−1. Тогда

P

(
R̂J(T

S)−RJ (TMin)

DJ
< x

)
→ �(x) при J →∞,

где

DJ =
√
2σ4λ40,0(2

4β+1 − 1)−12(2β+1/2)J ;

�(x) — функция распределения стандартного нор-
мального закона.

Теорема 2. Пусть Kf ∈ L2(R) задана на некотором
отрезке [a, b]. Тогда при любом θ > 1/2 + 2β

R̂J (T
S)−RJ (TMin)

2θJ
→ 0 п. в. при J →∞.

Данные теоремы обосновывают использова-
ние величины R̂J(TS) для оценивания погреш-
ности и позволяются строить асимптотические
доверительные интервалы для теоретического
риска RJ (TMin).
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5 Заключение
В работе анализируется метод обращения

линейных однородных операторов, основанный
на пороговой обработке вейвлет-коэффициентов.
Рассматривается класс пороговых функций, ко-
торые позволяют построить несмещенную оценку
среднеквадратичного риска. Эта оценка дает воз-
можность проанализировать погрешность методов
подавления шума на основе только наблюдаемых
данных. В статье исследуются стратегии выбора
пороговых значений и приводятся утверждения об
асимптотической нормальности и сильной состоя-
тельности оценки риска.
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Abstract: The methods of wavelet analysis in combination with threshold processing procedures are widely used
in the tasks of estimating the signal function from noisy data. Their popularity is explained by their adaptability
to the local features of the studied functions and the high speed of processing algorithms. This approach has also
proved fruitful for the inversion of linear homogeneous operators that arise in some signal and image processing
tasks. The most common types of threshold processing are hard and soft threshold processing. However, when
using hard threshold processing, estimates with large variance are obtained and soft threshold processing leads to
an additional bias. In an attempt to get rid of these disadvantages, various alternative types of threshold processing
have been proposed in recent years. In this paper, the author considers a class of threshold functions that allow
the construction of an unbiased estimate of the mean-square risk. This estimate makes it possible to analyze the
error of noise reduction methods. The study of the properties of unbiased risk estimate is an important practical
task, since it allows one to assess the quality of both the methods themselves and the equipment used. The paper
discusses strategies for choosing threshold values and provides statements about the asymptotic normality and
strong consistency of the risk estimate.
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МЕТРИЗАЦИЯ ДИСКРЕТНЫХ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ

ПРОСТРАНСТВ В КОНТЕКСТЕ ТЕОРИИ РЕШЕТОК.

ЧАСТЬ 1. О НОРМАЛЬНОСТИ ПРОСТРАНСТВ

И. Ю. Торшин1

Аннотация: Фундаментальной проблемой в машинном обучении и в других современных методах анализа
данных стало решение вопроса о порождении метрических функций расстояний (метрик), которые были
бы адекватны исследуемым прикладным задачам. В работе представлены результаты систематического
анализа возможностей метризации дискретных топологических пространств с использованием понятий
теории решеток. Доказана теорема о регулярности и нормальности топологических пространств, воз-
никающих в задачах распознавания, классификации и числового прогнозирования. Регулярность (по
Ю. И. Журавлёву) множества прецедентов гарантирует нормальность топологического пространства (ак-
сиома отделимости T4) и, следовательно, метризуемость этого пространства. Планируется подготовить
отдельную статью с практическими приложениями следствий теоремы о регулярности и нормальности,
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1 Введение

Топологическая теория распознавания [1–3] —
перспективное направление к постановке, анализу
и решению задач машинного обучения. Примене-
ние методов топологии, теории решеток и других
разделов дискретной математики в рамках алгебра-
ического подхода Ю. И. Журавлёва и К. В. Рудако-
ва позволяет осуществлять систематический поиск
синтетических признаковых описаний объектов
с максимально возможной «информативностью» по
отношению к исследуемой задаче. В рамках дан-
ного подхода были получены, в частности, крите-
рии ранговой оптимизации для решения задач про-
гнозирования числовых таргетных переменных [2],
методы формирования множеств прецедентов над
существенно разнородными признаковыми опи-
саниями [1], практические приложения теории
хемографов к задачам хемоинформатики [4,5], био-
информатики [6], материаловедения [7], фармако-
информатики [1, 2, 5].

Порождение высокоинформативных синтети-
ческих признаков осуществляется посредством ме-
тода опорных функций [1, 2] или же на основе
известных из литературы метрических функций
расстояния (метрик). Последние вводятся как
линейные комбинации оценок на булевых решет-
ках или посредством замены оценок на некоторые
функции и/или векторы [3]. Сравнительное ис-

следование предлагаемых подходов на комплексе
задач фармакоинформатики показало перспектив-
ность и метода опорных функций, и синтетических
признаков на основе метрик [5].

Напомним, что формализм топологической тео-
рии анализа данных [3] оперирует объектами x из
множества исходных описаний N0 объектов X =
= {x1, . . . , xN0}, X ⊆ S, признаки которых вы-
числяются посредством функций •k : S → Ik,
порождающих предбазу топологии T (X) множе-
ствами {•−1k (•k(x))}, k = 1, n+ l, где n — чис-
ло признаков; l — число таргетных переменных
(•t(x)), t = n+ 1, n+ l. Определено множество
прецедентов Q = ϕ(X) = {D(xi)|xi ∈ X}, D(xi) =
= (•1(xi)× · · · × •k(xi)× · · · × •n+l(xi))–.

Как и в работах [1–5], принимается, что для
множествXиQ выполнено условие регулярности по
Ю. И. Журавлёву, формулируемое как ϕ−1(ϕ(X)) =
= X, т. е. уникальность признакового описания
каждого объекта в X. При выполнении усло-
вия регулярности множеству элементов тополо-
гии T (X) сопоставлено изоморфное множество
элементов булевой решетки L(T (X)). Тогда пре-
цедентному соотношению между значениями при-
знаков •k(x) и t-й таргетной переменной, задан-
ному множеством Q, соответствует множество пар
{({•−1k (•k(xi)), k = 1, n},•−1t (•t(xi))), i = 1, N0},
отображаемое в метрическое пространство значений
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признаков ML(L(T (X)), ρL) посредством метрики
ρL : L

2 → R+. В общем случае имеется m0 ρL-
метрик (ρm, m = 1,m0) и синтетические признаки
порождаются как функционалы над ρm [5].

Фундаментальной исследовательской пробле-
мой при таком рассмотрении прецедентных отно-
шений и порождении информативных синтетиче-
ских признаков становится вопрос о том, все ли
возможные подходы к введению ρL-метрик опро-
бованы. Очевидно, что использование даже всех из-
вестных метрик не может исчерпывать множество
всех возможных метрик (уже не говоря о различных
подходах к порождению ρm). Целью настоящей
работы ставится более детальное изучение данно-
го вопроса на основе аксиом отделимости, тео-
рем П. С. Урысона и метризации через гильбертово
пространство, как это принято в научной школе
А. Н. Колмогорова [8].

2 Аксиомы отделимости
топологических пространств

Важным вопросом при анализе свойств топо-
логий T (X), изоморфных им множеств элемен-
тов решеток L(T (X)) и порождении метрических
пространствML(L(T (X)), ρL) становится аксиома-
тика «отделимости» элементов топологии/решетки
посредством определенных «окрестностей» произ-
вольной точки x множества X. Последователь-
но усложняющиеся аксиомы отделимости T0–T4
описывают отделимость отдельных точек x ∈ X
и элементов T (X) посредством окрестностей эле-
ментов T (X).

Окрестность u точки x ∈ X в топологии T (X)
определяется как произвольное множество u ∈
∈ T (X), x ∈ u. Говорится, что окрестностьu ∈ T (X)
отделяет точки x и y, если (x ∈ u) 6= (y ∈ u). Не-
которое подмножество s ⊂ T (X) называют цент-
рированной системой окрестностей, если пересече-
ние элементов этого подмножества не пусто, т. е.
⌢
s 6= ∅ (центрированная система всех окрестностей
x ∈ X определена как ‘s(x) = {a ∈ T (X), x ∈ a}).
При анализе метрических пространств использу-
ются следующие аксиомы отделимости [9]:

– T0 (аксиома А. Н. Колмогорова):

∀
X

x, y ∃
T (X)

u : (x ∈ u) 6= (y ∈ u);

– T1:

∀
X

x, y ∃
T (X)

u, v :

(x ∈ u) ∧ (y ∈ v) ∧ ¬(x ∈ v) ∧ ¬(y ∈ u);

– T2 (аксиома Ф. Хаусдорфа):

∀
X

x, y ∃
T (X)

u, v : (x ∈ u) ∧ (y ∈ v) ∧ (u ∩ v = ∅);

– T3 (аксиома А. Н. Тихонова):

∀
X

x ∀
T (X)

v|x ∈ v ∃
T (X)

u : (x ∈ u) ∧ (u ⊂ v);

– T4 (аксиома нормальности):

∀
T (X)

u, v : u ∩ v = ∅ ⇒

⇒ ∃
T (X)

u1, v1 : (u ⊂ u1, v ⊂ v1)∧(u1∩v1 = ∅).

Аксиомы T0–T4 служат необходимыми усло-
виями существования метрических пространств.
В частности, при выполнении аксиомы T1 (что
гарантируется регулярностью X) решетка дистри-
бутивна (более того, булева), поэтому введение так
называемых изотонных оценок v[ ]позволяет строить
ρL-метрики типа ρ(x, y) = v[x ∨ y]− v[x ∧ y], x, y ∈
∈ T (X) с образованием метрического пространства
ML(L(T (X)), ρ) [9, 10].

3 О необходимых и достаточных
условиях метризации
топологических пространств

Любое метрическое пространство нормаль-
но [8], т. е. аксиома T4 необходима для того, чтобы
произвольное топологическое пространство было
метризуемо. В случае непрерывных пространств
под метризуемостью подразумевается гомеоморф-
ность исследуемого пространства некоторому мет-
рическому пространству. В случае дискретных
пространств метризуемость означает существова-
ние хотя бы единственной метрики. Ответ на во-
прос о достаточности выполнения условия T4 для
метризуемости топологического пространства дает

Теорема 1 (первая метризационная теорема Урысо-

на). Для того чтобы топологическое пространство
со счетной базой было метризуемо, необходимо и до-
статочно, чтобы оно было нормально.

Доказательство данного утверждения представ-
лено в [8] и проводится через теорему П. С. Урысона
о погружении: «Всякое нормальное пространство
со счетной базой гомеоморфно некоторому множе-
ству, лежащему в основном параллелепипеде гиль-
бертова пространства».
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Обратим внимание, что формулировка теоре-
мы 1 в [8] накладывает всего лишь два ограниче-
ния на рассматриваемые топологические простран-
ства: (1) наличие счетной базы и (2) выполнимость
аксиомы T4. Поскольку топология T (X) про-
странства (X, T (X)) имеет конечную предбазу
{•−1k (•k(x))}, k = 1, n+ l, то база пространства
счетна. Соответственно, выполнимость T4 доста-
точна для существования метрики над элементами
T (X) и L(T (X)). Естественно, что в случае дис-
кретных пространств под возможностью метриза-
ции подразумевается не достаточно жесткое усло-
вие гомеоформизма (непрерывный изоморфизм),
а вложимость (инъекция) дискретного простран-
ства (X, T (X)) в некоторое метрическое простран-
ство.

Рассмотрим аксиому T4, постулирующую суще-
ствование непересекающихся окрестностей произ-
вольных элементов T (X), с точки зрения теории
решеток: ведь, по построению, множество элемен-
тов T (X) для регулярного X изоморфно решет-
ке L(T (X)). Операция взятия окрестности u1(u)
(или v1(v)) произвольного u ∈ T (X) (или v ∈ T (X))
соответствует «движению» вдоль некоторого пуч-
ка цепей вверх (т. е. от {∅} — нулевого элемента
L(T (X)). Отсутствие перекрывания u и v означа-
ет движение вдоль двух различных пучков цепей
решетки L(T (X)), не имеющих ни одного общего
решеточного атома (т. е. элемента из X). Тогда от-
сутствие перекрывания окрестностей u1(u) и v1(v)
в аксиоме T4 соответствует существованию в пуч-
ках цепей 〈{∅}, u1(u)〉 и 〈{∅}, v1(v)〉 хотя бы двух
цепей без общих атомов. Для этого достаточно,
чтобы окрестность u1(u) отличалась от u всего на
один атом u1(u)\u, v1(v) от v — также на один
атом (v1(v)\v) и эти два атома не были бы иден-
тичны.

Таким образом, выполнимость аксиомы нор-
мальности в случае исследуемого топологического
пространства (X, T (X)) сводится к установлению
наличия в решетке L(T (X)) тех или иных цепей,
что указывает на необходимость совместного ана-
лиза нормальности топологического пространства
T (X) и регулярностиX по Ю. И. Журавлёву.

4 Нормальность и регулярность
по Ю. И. Журавлёву

Следует подчеркнуть, что аксиомы T0–T4 ис-
пользуются для произвольных топологических про-
странств, формируемых и над дискретными, и над
непрерывными пространствами X. Единственное
отличие между дискретными и непрерывными то-

пологическими пространствами, важное по отно-
шению к выполнимости аксиом отделимости, —
различие между «открытыми» и «закрытыми»
множествами. В случае непрерывных пространств
это различие принципиально и порождает необ-
ходимость рассмотрения выполнимости каждой их
аксиом T0–T4, причем для нормальности (T4) до-
статочно выполнение аксиом T1 и T3 (из чего сле-
дует и выполнимость аксиомы Т2). В случае же
дискретных топологических пространств свойство
открытости не имеет принципиального значения:
по Дж. Манкресу, все множества таких пространств
«открыто-закрытые» (англ. clopen) [11]. В дискрет-
ном случае соотношение между аксиомами T0–T4
существенно упрощается.

Теорема 2 (о регулярности и нормальности). Усло-
вие регулярности X по Журавлёву выполнено тогда
и только тогда, когда для дискретного топологи-
ческого пространства (X, T (X)) выполнены аксио-
мы T0–T4, за исключением ряда краевых случаев,
обусловленных конечностьюX.

Д о к а з а т е л ь с т в о . В работе [10] доказано, что
аксиома T1 выполнена для T (X), когда выполнено
условие регулярности множества X по Ю. И. Жу-
равлёву. В этом случае T (X) — дискретное топо-
логическое пространство (т. е. изоморфно булеану
2X, множеству всех подмножеств X), для которого
выполнено и T0.

Обратим внимание, что формулировки акси-
ом T0–T3 включают и точки (элементы множества
исходных описаний объектовX), и элементы топо-
логии T (X), а формулировка T4 — только элементы
топологии. Точки и их окрестности, фигурирующие
в аксиомах Т0–Т4, являются элементами цепей ре-
шеткиL(T (X)), множество элементов которой изо-
морфно топологии T (X) по построению. Посколь-
ку при условии регулярности выполнено T1, то
в дискретном пространстве (X, T (X))минимальное
отличие между любыми двумя элементами произ-
вольной цепи равно одной точке — т. е. элементуX,
которому однозначно соответствует один атом ре-
шетки L(T (X)).

Если элемент L(T (X)) и его окрестность от-
личаются более чем на 1 атом решетки, то в бу-
левой L(T (X)) в любую цепь между элементом
и окрестностью входят все «промежуточные» мно-
жества, причем любые два ближайших элемента
в этой цепи отличаются в точности на 1 атом решет-
ки. Иначе говоря, в булевой решетке L(T (X)), как
и в дискретном (X, T (X)), представлены все ком-
бинаторно возможные цепи множеств булеана 2X.
Следовательно, для любых двух атомов из L(T (X))
(т. е. точек T (X)) можно найти окрестности, кото-
рые не будут пересекаться, из чего следует T2.
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Определение T4 подразумевает, что для любых
двух непересекающихся множеств в T (X) пред-
ставлены их непересекающиеся окрестности. По-
скольку множество X конечно по определению, то
окрестность u1(u(x)) окрестности u(x) произволь-
ного элемента x ∈ L(T (X)) не может отличаться
от x по мощности менее чем на два атома. Со-
ответственно, для всех y ∈ L(T (X)), y 6= x в бу-
левой L(T (X)), окрестность v1(v(y)) окрестности
v(y) не пересекается с u1(u(x)) только тогда, ко-
гда |u1(u(x))| + |v1(v(y))| ≤ |X|. При выполнении
данного условия, отделяющего краевые случаи, для
любых двух x, y ∈ L(T (X)), x∩y = ∅, T4 выполнено
вследствие регулярности X. Из выполнимости T1,
T2 и T4 следует T3, т. е. все аксиомы отделимости
выполнены для всех элементов решетки, что дока-
зывает необходимость.

Докажем достаточность. Предположим, что ак-
сиома Т4 выполнена, а решетка L(T (X)) над топо-
логией T (X) не булева, т. е. в ней не представлены
все комбинаторно возможные цепи, включающие
все множества, отличающиеся ровно на 1 атом.
Тогда существуют такие элементы решетки, для ко-
торых наименьшими ближайшими окрестностями
окажутся элементы решетки, отличающиеся более
чем на 1 атом. Пусть для такого элемента x ∈
∈ L(T (X)) ближайшая окрестность u(x) такова, что
|u(x)| − |x| > 1. Возьмем любое множество y ∈
∈ L(T (X)), содержащее хотя бы один из атомов из
u(x)\x и не пересекающееся с x. Тогда даже при
выполнении условияu1(u(x))∪v1(v(y)) ⊆ X в небу-
левой решетке L(T (X)) для y не существует окрест-
ности, не пересекающейся с окрестностьюu(x), т. е.
аксиома Т4 не выполнена. Значит, для выполни-
мости Т4 с учетом краевых случаев решетка должна
быть булевой, а топологическое пространство —
дискретным, что подразумевает выполнимость ре-
гулярности по Ю. И. Журавлёву. Выполнимость Т4
гарантирует выполнимость Т0–Т3. Теорема дока-
зана.

Следствие 1. Нормальность (X, T (X)) (булевость
L(T (X))) подразумевает существование в L(T (X))
множеств цепей минимального (по числу атомов)
размера, соединяющих любые два элемента a, b ∈
∈ L(T (X)).

Будем «двигаться» по решетке от множества a
к множеству b последовательным поэлементным
удалением (или добавлением) индивидуальных ато-
мов решетки. Для прохождения такого пути необ-
ходимо как минимум удалить все элементы a, не
входящие в b (a\b), и добавить все элементы b,
не входящие в a (b\a). Очевидно, что удаление
|a\b| точек из a соответствует движению по цепи
от элемента решетки a к элементу a\b, а добавле-

ние |b\a| точек — движению от a/\b к b. Булевость
L(T (X)) гарантирует, что для каждого из |a\b|+|b\a|
шагов от a через a/\b к b в решетке представлен со-
ответствующий элемент (центрированная система
окрестностей множества a/\b), причем эти любые
две ближайшие окрестности отличаются ровно на
один элемент (теорема М. Стоуна [10]), что и га-
рантирует минимальность пути.

Следствие 2. Расстояние между любыми a, b ∈
∈ L(T (X)) вычислимо как длина минимального
(по числу атомов) пути, соединяющего a и b.

Длина пути в атомах может быть вычисле-
на, например, по функционалу |a\b| + |b\a| из
следствия 1. Заметим, что этот функционал со-
ответствует метрике симметричной разности
(Фреше–Никодима) и является частным случаем
параметрических метрик на основе решеточных
оценок [1–3, 5, 10].

Следствие 3. Пусть каждый атом вносит одинако-
вый вклад в числовую оценку длины произвольного
пути между a и b. Тогда любые функционалы, опре-
деляющие расстояние в L(T (X)) на основе мини-
мального пути, представимы в виде линейных или
квазилинейных комбинаций функций от элемен-
тов a, b, a/\b.

По следствию 1 минимальный (по числу ато-
мов) путь от a к b в L(T (X)) проходит по двум
пучкам цепей: 〈a/\b, a〉 и 〈a/\b, b〉, т. е. от a через
a/\b к b. Поскольку вклады всех атомов в числовую
оценку длины пути одинаковы, то для вычисления
оценки длины пути необходимо сложить числовую
оценку длины любой цепи в пучке 〈a/\b, a〉 (кото-
рая есть функция от a/\b и a) с числовой оценкой
длины любой цепи 〈a/\b, b〉 (функция от a/\b и b)
и домножить сумму на вклад атома. Процесс вы-
числения оценок длины пути может использовать
параметрические (настраиваемые) функции от a, b,
a/\b.
Следствие 4. Пусть вклад каждого атома в числовую
оценку длины пути индивидуален, но порядок уда-
ления/добавления атомов в множествах a\b и b\a
не имеет значения. Тогда функционалы, вычисля-
ющие расстояние в L(T (X)) как длину минималь-
ного (по числу атомов) пути, представимы в виде
суммы функций от атомов, формирующих множе-
ство a–b.

Любые две ближайшие друг к другу окрестно-
сти множества a/\b отличаются ровно на 1 атом.
Длина одноатомного отрезка пути — функция от
этого атома. Соответственно, длина общего пути
представима суммой длин одноатомных отрезков,
входящих в множество a–b.

Следствие 5. Пусть определен порядок удале-
ния/добавления атомов в множествах a\b и b\a (т. е.
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выбраны определенные цепи из пучков 〈a/\b, a〉
и 〈a/\b, b〉). Тогда все функционалы, вычисляющие
расстояние в L(T (X)) как длину минимального по
числу атомов пути, представимы в виде комбина-
ции функций от последовательностей атомов из
множества a–b (т. е. цепей решетки).

Каждая из цепей пучка 〈a/\b, a〉 в булевой
L(T (X)) характеризуется одинаковой по числу ато-
мов длиной, равной |a\b|. Заметим, что в булевой
решетке число таких цепей чрезвычайно велико
(|a\b|!), а число вариантов путей между a и b еще
больше (|a\b|! · |b\a|!). Все атомы, формирующие
пути от a до b, представлены в множестве a–b.
При постулировании различимости порядка удале-
ния/добавления атомов при «движении» от a к b
в L(T (X)) числовая оценка длины пути будет за-
висеть от подпоследовательностей атомов из a–b.
Данный случай важен для анализа алгоритмов из
несимметричных по Рудакову категорий отображе-
ний [12] (т. е. тех, в которых имеет значение порядок
предъявляемых алгоритму объектов).

Следствие 6. Все граничные (краевые) случаи,
в которых T4 не выполнено (несмотря на выпол-
нимость условия регулярности), описываются как
x, y ∈ T (X) : |x|+ |y| > |X| − 2.

Очевидно вследствие необходимости существо-
вания окрестностей для конечных, неперекрыва-
ющихся x, y.

Следствие 7. При условии регулярности X выпол-
нено T1 ⇒ T4 ⇒ T3 ⇒ T2.

Данное утверждение, очевидным образом не вы-
полнимое в случае непрерывных топологических
пространств, вполне естественно для дискретных
топологических пространств.

Следствие 8. Регулярность X необходима и доста-
точна для того, чтобы топологическое пространство
(X, T (X)) было метризуемо.

Следует из теоремы 1 (П. С. Урысона).

5 Заключение

В практике анализа данных широко использу-
ются различные метрики как с целью оценки ре-
зультатов, так и при порождении различного рода
признаковых описаний, таких как метрики Фре-
ше–Никодима, Сокала–Сниса, Тверского, Кол-
могорова, фон Мизеса, неметрическая функция
Кульбака–Лейблера, инженерное расстояние и др.
(более 60 метрик). Применение этих метрик к кон-
кретным задачам носит, как правило, чисто эм-
пирический характер. Важнейшим результатом
настоящей работы представляется теорема о нор-
мальности и регулярности, следствия которой поз-

воляют систематически формулировать различные
способы определения метрик для конкретной при-
кладной задачи. Детальный практический ана-
лиз каждого из следствий теоремы, формулиров-
ка соответствующих способов определения метрик
и результаты соответствующих вычислительных
экспериментов — предмет отдельной публика-
ции.
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деятельности и средства индивидуализации, в том числе авторские права, в РФ.

Ответственность за нарушение авторских прав, в случае предъявления претензий к редакции журнала,
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и т. п.).

9. Требования к спискам литературы.
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Journal “Informatics and Applications” (Inform. Appl.) publishes theoretical, review, and discussion articles on the research
and development in the field of informatics and its applications.

The journal is published in Russian. By a special decision of the editorial board, some articles can be published in English.
The topics covered include the following areas:

– theoretical fundamentals of informatics;
– mathematical methods for studying complex systems and processes;
– information systems and networks;
– information technologies; and
– architecture and software of computational complexes and networks.

1. The Journal publishes original articles which have not been published before and are not intended for simultaneous
publication in other editions. An article submitted to the Journal must not violate the Copyright law. Sending the manuscript
to the Editorial Board, the authors retain all rights of the owners of the manuscript and transfer the nonexclusive rights to
publish the article in Russian (or the language of the article, if not Russian) and its distribution in Russia and abroad to the
Founders and the Editorial Board. Authors should submit a letter to the Editorial Board in the following form:

Agreement on the transfer of rights to publish:

“We, the undersigned authors of the manuscript “. . . ”, pass to the Founder and the Editorial Board of the Journal “Informatics
and Applications” the nonexclusive right to publish the manuscript of the article in Russian (or in English) in both print and
electronic versions of the Journal. We affirm that this publication does not violate the Copyright of other persons or organizations.
Author(s) signature(s): (name(s), address(es), date).
This agreement should be submitted in paper form or in the form of a scanned copy (signed by the authors).

If authors used artificial intelligence (AI)-based tools in preparing their manuscript, they must include this information in
the text of the article.

2. A submitted article should be attached with the data on the author(s) (see item 8). If there are several authors, the contact
person should be indicated who is responsible for correspondence with the Editorial Board and other authors about revisions
and final approval of the proofs.

3. The Editorial Board of the Journal examines the article according to the established reviewing procedure. If the authors
receive their article for correction after reviewing, it does not mean that the article is approved for publication. The corrected
article should be sent to the Editorial Board for the subsequent review and approval.

4. The decision on the article publication or its rejection is communicated to the authors. The Editorial Board may also send
the reviews on the submitted articles to the authors. Any discussion upon the rejected articles is not possible.

5. The edited articles will be sent to the authors for proofread. The comments of the authors to the edited text of the article
should be sent to the Editorial Board as soon as possible.

6. The manuscript of the article should be presented electronically in the MS WORD (.doc or .docx) or LATEX (.tex) formats,
and additionally in the .pdf format. All documents may be sent by e-mail or provided on a CD or diskette. A hard copy
submission is not necessary.

7. The recommended typesetting instructions for manuscript.

Pages parameters: format A4, portrait orientation, document margins (cm): left — 2.5, right — 1.5, above — 2.0, below —
2.0, footer 1.3.

Text: font —Times New Roman, font size — 14, paragraph indent — 0.5, line spacing — 1.5, justified alignment.

The recommended manuscript size: not more than 10 pages of the specified format. If the specified size exceeded, the
editorial board is entitled to require the author to reduce the manuscript.

Use only standard abbreviations. Avoid abbreviations in the title and abstract. The full term for which an abbreviation stands
should precede its first use in the text unless it is a standard unit of measurement.

All pages of the manuscript should be numbered.

The templates for the manuscript typesetting are presented on site:

http://www.ipiran.ru/journal/template iiep ssi 2024.zip.
8. The articles should enclose data both in Russian and English:

– title;
– author’s name and surname;
– affiliation — organization, its address with ZIP code, city, country, and official e-mail address;
– data on authors according to the format (see site):

http://www.ipiran.ru/journal/issues/2013 07 01/authors.asp and

http://www.ipiran.ru/journal/issues/2013 07 01 eng/authors.asp;
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– abstract (not less than 100 words) both in Russian and in English. Abstract is a short summary of the article that can be
published separately. The abstract is the main source of information on the article and it could be included in leading
information systems and data bases. The abstract in English has to be an original text and should not be an exact
translation of the Russian one. Good English is required. In abstracts, avoid references and formulae;

– indexing is performed on the basis of keywords. The use of keywords from the internationally accepted thematic
Thesauri is recommended.
Important! Keywords must not be sentences; and

– Acknowledgments.

9. References. Russian references have to be presented both in English translation and Latin transliteration (refer
http://www.translit.net/ru/bgn/).
Please take into account the following examples of Russian references appearance:
Article in journal:

Zhang, Z., and D. Zhu. 2008. Experimental research on the localized electrochemical micromachining. Russ.
J. Electrochem. 44(8):926–930. doi:10.1134/S1023193508080077.
Journal article in electronic format:

Swaminathan, V., E. Lepkoswka-White, and B. P. Rao. 1999. Browsers or buyers in cyberspace? An investigation of
electronic factors influencing electronic exchange. JCMC 5(2). Available at: http://www.ascusc.org/jcmc/vol5/issue2/
(accessed April 28, 2011).
Article from the continuing publication (collection of works, proceedings):

Astakhov, M. V., and T. V. Tagantsev. 2006. Eksperimental’noe issledovanie prochnosti soedineniy “stal’–kompozit”
[Experimental study of the strength of joints “steel–composite”]. Trudy MGTU “Matematicheskoe modelirovanie slozhnykh
tekhnicheskikh sistem” [Bauman MSTU “Mathematical Modeling of Complex Technical Systems” Proceedings]. 593:125–130.
Conference proceedings:

Usmanov, T. S., A. A. Gusmanov, I. Z. Mullagalin, R. Ju. Muhametshina, A. N. Chervyakova, and A. V. Sveshnikov. 2007.
Osobennosti proektirovaniya razrabotki mestorozhdeniy s primeneniem gidrorazryva plasta [Features of the design of field
development with the use of hydraulic fracturing]. Trudy 6-go Mezhdunarodnogo Simpoziuma “Novye resursosberegayushchie
tekhnologii nedropol’zovaniya i povysheniya neftegazootdachi” [6th Symposium (International) “New Energy Saving Subsoil
Technologies and the Increasing of the Oil and Gas Impact” Proceedings]. Moscow. 267–272.
Books and other monographs:

Lindorf, L. S., and L. G. Mamikoniants, eds. 1972. Ekspluatatsiya turbogeneratorov s neposredstvennym okhlazhdeniem
[Operation of turbine generators with direct cooling]. Moscow: Energy Publs. 352 p.
Dissertation and Thesis:

Kozhunova, O. S. 2009. Tekhnologiya razrabotki semanticheskogo slovarya informatsionnogo monitoringa [Technology of
development of semantic dictionary of information monitoring system]. Moscow: IPI RAN. PhD Thesis. 23 p.
State standards and patents:

GOST 8.586.5-2005. 2007. Metodika vypolneniya izmereniy. Izmerenie raskhoda i kolichestva zhidkostey i gazov
s pomoshch’yu standartnykh suzhayushchikh ustroystv [Method of measurement. Measurement of flow rate and volume of
liquids and gases by means of orifice devices]. M.: Standardinform Publs. 10 p.
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