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МЕТОДЫ УСЛОВНО-ОПТИМАЛЬНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ

И ЭКСТРАПОЛЯЦИИ В НАБЛЮДАЕМЫХ НЕЯВНЫХ

СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

И. Н. Синицын1

Аннотация: Статья посвящена развитию методов условно-оптимальной фильтрации (УОФ) и условно-
оптимальной экстраполяции (УОЭ) по В. С. Пугачёву на случай неявных непрерывных и дискретных
стохастических систем (СтС), приводимых к явным. Дан обзор работ по субоптимальной фильтрации
(СОФ) и УОФ для непрерывных и дискретных СтС, не разрешенных относительно производных (разно-
стей) (НРОП). Представлены математические модели неявных непрерывных и дискретных гауссовских
и негауссовских СтС, приводимых к явным. Для приведенных неявных СтС в условиях, когда наблюде-
ния не оказывают влияния на объект наблюдения и описываются явными уравнениями, разрешенными
относительно производных (разностей), получены уравнения базовых методов УОФ и УОЭ. Обсуждены
три примера, представлены выводы и направления дальнейших исследований.

Ключевые слова: неявная стохастическая система; субоптимальная фильтрация (СОФ); условно-опти-
мальная фильтрация (УОФ); условно-оптимальная экстраполяция (УОЭ)
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1 Введение

В [1] дан обзор работ в области методов вероят-
ностного моделирования (МВМ) и методов стати-
стического моделирования (МСМ) стохастических
процессов (СтП) в неявных СтС. Основное вни-
мание уделяется МВМ и МСМ для неявных СтС,
приведенных к дифференциальным и дискретным
уравнениям. Для МСМ разработаны дискретные
алгоритмы различного порядка точности в h/h1/2

и h2/h3/2 неявных СтС с гладкими функциями. Ре-
зультаты для негладких неявных функций получены
в рамках корреляционной теории на основе регрес-
сионной линеаризации, а также параметризации
одно- и многомерных плотностей, в том числе с по-
мощью канонических разложений с независимыми
компонентами. Рассмотрены примеры с неявными
гладкими и разрывными функциями.

В [2] для наблюдаемых гауссовских дифферен-
циальных СтС НРОП со случайными параметра-
ми в виде интегральных канонических представ-
лений (ИКП), приводимых к дифференциальным
СтС, разработано методическое обеспечение ана-
лиза точности СОФ. Дан обзор результа-
тов в области вероятностного моделирования
и субоптимальной фильтрации, экстраполяции
и идентификации. Приводятся необходимые све-
дения из корреляционной теории скалярных и век-
торных многокомпонентных (МК) ИКП. Особое
внимание уделено среднеквадратичной оптималь-
ной регрессионной линеаризации, в том числе

на основе МК ИКП. Представлено методическое
обеспечение СОФ гауссовской дифференциальной
СтС НРОП, приведенной к дифференциальной, на
основе метода нормальной аппроксимации (МНА)
для условных и безусловных относительно перемен-
ных случайных параметров, заданных МК ИКП.
Пример для одномерной системы, нелинейной от-
носительно старшей производной и линейной от-
носительно параметров и возмущений, иллюстри-
рует методику синтеза нормальной СОФ (НСОФ)
на основе МК ИКП.

Вопросы СОФ рассмотрены в [3] для наблюда-
емых гауссовских дифференциальных СтС НРОП
со случайными параметрами в виде ИКП, приводи-
мых к дифференциальным СтС, разработано мето-
дическое и алгоритмическое обеспечение. Дан об-
зор результатов в области СОФ и УОФ, приводятся
необходимые сведения из корреляционной теории
ИКП и МК ИКП. Особое внимание уделено ре-
грессионной линеаризации посредством МК ИКП.

Специальный раздел посвящен СтС НРОП,
приводимым к дифференциальным СтС. Представ-
лено методическое обеспечение и базовые алгорит-
мы УОФ для приведенных дифференциальных СтС
НРОП. Для оценки точности УОФ используют-
ся среднеквадратичные регрессионные уравнения
для условных вероятностных характеристик при
фиксированном векторе случайных параметров,
а МК ИКП применяется для получения безуслов-
ных характеристик для случайных переменных па-
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раметров на основе МКМ. В качестве примера рас-
смотрен УОФ для линейной СтС НРОП с парамет-
рическим шумом.

В [4] разработано методическое обеспечение
синтеза фильтров и регуляторов для управления
типовыми гауссовскими СтС со случайными пара-
метрами, описываемыми МК ИКП, не разрешен-
ными относительно старших производных и до-
пускающими приведение к дифференциальным.
В основу синтеза положены методы теории услов-
но-оптимального управления В. С. Пугачёва. Осо-
бое внимание уделено синтезу управления на
основе локальных критериев для нелинейностей,
описывающих зависимости от старших производ-
ных, обладающих зонами неоднозначности и не-
чувствительности, гистерезиса и насыщения. При-
водятся иллюстративные примеры.

Основываясь на монографии [5] для явных не-
прерывных систем, рассмотрим обобщения мето-
дов [2–4] на случай неявных СтС, допускающих
приведение к явным.

2 Приводимые неявные
стохастические системы
и их наблюдения

Следуя [1], рассмотрим сначала векторную не-
явную дифференциальную СтС с нелинейностя-
ми, описываемыми гладкими детерминированны-
ми функциями с размерностью (n� × 1):

� = �(t, Zt, ‘Zt, . . . , Y
(k)
t , Ut) = 0,

Z(t0) = Z0, ‘Z(t0) = ‘Z0, . . . , Y
(k)(t0) = Z

(k)
0 . (1)

При этом уравнение нелинейного формирующего
фильтра для стохастических возмущений Ut возь-
мем в виде, разрешенном относительно белых шу-
мов:

‘Ut = a
U (t, Ut) + b

U (t, Ut)V
U
t , U(t0) = U0. (2)

Здесь aU = aU (t, Ut) и bU (t, Ut) – (nZ × 1)-
и (nZ × nV )-мерные функции; V U

t – белый шум
в строгом смысле, допускающий представление
вида

V U
t = ‘W

U
t , W

U
t =W

U
0 (t) +

∫

Rq
0

cU (ρ)P 0(t, dρ),

где ν(t)— его интенсивность:

νt = ν
W
t = ν

W0

t +

∫

Rq
0

cU (ρ)[cU (ρ)]TνP (t, ρ) dρ ;

cU = cU (ρ) — известная векторная функция той
же размерности, что и WU

0 ; интеграл при любом
t ≥ t0 представляет собой стохастический интеграл
по центрированной пуассоновской мере P 0(t,A),
независимой от WU

0 и имеющей независимые зна-
чения на попарно непересекающихся множествах;
A — борелевское множество пространстваRq

0 с вы-
колотым началом; νW

t , νW0

t и νP — интенсивности
СтП WU

t , WU
0 и P 0. Уравнение (2) понимается

в смысле Ито и имеет единственное среднеквадра-
тичное решение.

Для гладких функций в (1), допускающих сто-
хастические производные Ито до h-го порядка, вы-
полним следующие преобразования. Будем диф-
ференцировать по t левые части уравнений (1) по
обобщенной формуле Ито до тех пор, пока не по-
явятся производные белого шума. В результате
получим следующую систему неявных нелинейных
дифференциальных уравнений:

� = 0, ‘� = 0, . . . , �(h) = 0. (3)

Далее введем составной вектор

Xt =
[
�ZTt Z

′
t
T
]T
, �Zt =

[
ZTt ‘Z

T
t · · ·Z(k−1)Tt

]T

и вспомогательный вектор Z ′
t, определяемый урав-

нениями (3) в виде конечного уравнения

ā(Xt) = ā( �Zt, Z
′
t) = 0 .

Таким образом, для неявных гладких вектор-
функций в (1) конечные неявные уравнения (1) до-
пускают гладкую замену переменных и приведение
исходных неявных дифференциальных уравнений
к системе, состоящей из векторного стохастическо-
го дифференциального уравнения Ито и конечного
неявного векторного уравнения:

d �Zt = a
š(t, �Zt) dt+ b

š(t, �Zt) dW0 +

+

∫

Rq
0

cš(t, �Zt, ρ)P
0(t, dρ), ā( �Zt, Z

′
t, t) = 0 . (4)

Приводимые неявные дискретные СтС описы-
ваются разностными уравнениями вида

�Zk+1 = ak( �Zk) + bk( �Zk)Vk, āk( �Zk, Z
′
k) = 0,

k = 1, 2, . . . (5)

Здесь функции ak(�zk) и bk(�zk) имеют размерности
(n �Z × 1) и (n �Z × nv) соответственно.

В задачах фильтрации и идентификации пара-
метров обычно принимается, что объектовая неяв-
ная СтС допускает приведение к явной СтС, изме-
рительная система вполне дискретно-наблюдаема,
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наблюдения не влияют на объект, причем уравне-
ние наблюдения разрешено относительно вектора
наблюдения. Введем новые обозначения для со-
ставных векторов состояния объекта Xt, вспомо-
гательного вектора Zt и системы наблюдения Yt.
Тогда в качестве приведенных уравнений состоя-
ния объекта и наблюдений будем рассматривать
соответственно следующие уравнения:

‘Xt = ϕ
š(Xt, Z

′
t, t) + ψ

š(Xt, Z
′
t, t)V,

āš(Xt, Z
′
t, t) = 0 ;

‘Yt = ϕ1(Xt, Yt, Z
′
t, t) + ψ1(Xt, Yt, Z

′
t, t)V,

V = ‘W .





(6)

Здесь V = ‘W — винеровский СтП, где

W (t) =W0(t) +

∫

Rq
0

c(ρ)P 0(t, dρ);

c(ρ) — векторная функция размерности (nW × 1)
q-мерного аргумента ρ; интеграл при любом t ≥
≥ t0 представляет собой стохастический интеграл
по центрированной пуассоновской мере P 0(t,B),
независимой от СтП W0 и имеющей независимые
значения на непересекающихся множествах. Ин-
тенсивность ν = ν(t) СтП W (t) в этом случае опре-
деляется формулой:

ν(t) = ν0(t) +

∫

Rq
0

c(ρ)c(ρ)TνP (t, ρ) dρ,

где ν0(t) и νP (t, ρ)— интенсивности СтП W0 и P 0.
Для дискретного (разностного) случая приве-

денные уравнения состояния и наблюдения будут
следующими (k = 1, 2, . . .):

Xk+1 = ϕ
š
k (Xk, Z

′
k) + ψ

š
k (Xk, Z

′
k)Vk,

āšk (Xk, Z
′
k) = 0 ;

Yk = ϕ1k(Xk, Yk, Zk) + ψ1k(Xk, Yk, Zk)Vk,





(7)

где Vk — дискретные негауссовские белые шумы
с известной одномерной характеристической функ-
цией hk = hk(ε; t).

Для задач экстраполяции соответствующие при-
веденные уравнения имеют вид:

‘Xt = ϕ
š(Xt, t) + ψ

š(Xt, t)V1, ā
š(Xt, t) = 0;

‘Yt = ϕ1(Xt, Yt, t) + ψ1(Xt, Yt, t)V2;

Vj =Wj =W0j +

∫

Rq
0

cj(ρ)P
0(t, dρ) (j = 1, 2);





(8)

Xk+1 = ϕ
š
k (Xk) + ψ

š
k (Xk)Vk, ā

š
k (Xk) = 0;

Yk = ϕ1k(Xk, Yk) + ψ1k(Xk, Yk)Vk.

}
(9)

Замечание 2.1. В некоторых случаях уравнения
неявных СтС (исходных или приведенных) могут
иметь неизвестные параметры —. Одним из воз-
можных подходов к их идентификации служит сле-
дующий прием [5]: неизвестный векторный пара-
метр—t считают СтП удовлетворяющим уравнению
‘—t = 0и включают его компоненты в состав вектора

состояния наблюдаемой системы. От неизвестных
параметров могут зависеть уравнения наблюдения.
Эти параметры также можно включить в расширен-
ный вектор состояния.

3 Условно-оптимальная
фильтрация

Применим к приведенным явным уравнени-
ям (6) и (7) теорию УОФ [5]. В случае (6), если
функции ϕš, ϕ1, ψš и ψ1 не зависят от Yt, вектор-
ные уравнения УОФ имеют следующий вид:

‘�Xt = αtξ( �Xt, t) + βtη( �Xt, t) ‘Yt + γt,

āš( �Xt, �Zt, t) = 0, (10)

где ξ = ξ( �Xt, t) и η = η( �Xt, t) — функции отмечен-
ных переменных, называемые структурными функ-
циями УОФ; αt, βt и γt — коэффициенты УОФ.

В случае дискретной приведенной системы (7)
уравнения УОФ имеют вид:

�Xk+1 = αkξk( �Xk) + βkηk( �Xk)Yk + γk,

āšk ( �Xk, �Zk) = 0 . (11)

В результате приходим к следующим результа-
там.

Теорема 3.1. Пусть неявная дифференциальная не-

гауссовская СтС (1) допускает приведение к явной

дифференциальной СтС (4), а уравнения состояния

и наблюдения имеют вид (6), причем функции ϕš, ϕ1,
ψš и ψ1 не зависят от Yt. Предположим, что СтП

[XTt Y
T
t ]
T обладает конечными одномерными вероят-

ностными моментами, а матрицаκ22 невырожденна.

Тогда УОФ описывается уравнениями (10), в которых

коэффициенты αt и γt определяются уравнениями

αtm1 + βtm2 + γt = m0,

где

m0 = Mϕš(Xt, t); m1 = Mξ( �Xt, t); m2 = Mη( �Xt, t),

αtκ11 +M( �Xt −Xt)(ξ
TαTt + γ

T
t )
∂ξT

∂ �Xt

= κ′01 − βtκ
′
21.
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Здесь

κ11 = M(ξ −m1)ξ
T; κ′21 = M(ηϕ1 −m2)ξ

T;

κ′01 = κ01 +M(Xt − �Xτ )
∂ξT

∂ �Xt

+

+M




(Xt − �Xt)


ϕT1 −

∫

Rq
0

c(ρ)TνP (t, ρ)dρψ
T
1


+

+ ψšν0ψ
T
1 − βtηψ1ν0ψ

T
1





(
∂

∂y
+ ηTβTt

∂

∂ �Xt

)
ξT +

+
1

2
M(Xt − �Xt)

{
tr

[
ψ1ν0ψ

T
1

(
∂

∂y
+

+ 2ηTβTt
∂

∂ �Xt

)
∂T

∂y

]
+

+ tr

[
βtηψ1ν0ψ

T
1 η
TβTt

∂

∂ �Xt

∂T

∂ �Xt

]}
ξT +

+

∫

Rq
0

M
[
Xt − �Xt + (ψ

š − βtηψ1)c(ρ)
]
×

×
[
ξ(Yt + ψ

šc(ρ), �Xt + βtηψ1c(ρ), t)
T − ξT

]T
×

× νP (t, ρ) dρ;

κ01 = M(ϕš −m0)ξ
T,

а коэффициент βt равен

βt = κ02κ
′
22,

где

κ02 = M(Xt − �Xt)ϕ
T
1 η
T +MψšνψT1 η

T,

κ22 = Mηψ1νψT1 η
T (det κ22 6= 0).

Одномерное совместное распределение составно-

го вектора [XTt
�XTt ]

T определяется уравнением Пу-

гачёва для одномерной характеристической функции

g1 = g1(λ1, λ2; t):

∂g1
∂t
= M

{
iλT1 ϕ

š + iλT2 [αtξ + βtηϕ1 + γt] +

+ χ
(
ψšTλ1 + ψ

T
1 η
TβTt λ2; t

)}
×

× exp
{
iλT1Xt + iλ

T
2
�Xt

}

при начальном условии

g1(λ1, λ2; t0) = g0(λ1, λ2).

Здесь

χ(ε; t) =
∂

∂t
lnh1(ε; t), (12)

где h1(ε; t)— одномерная характеристическая функ-

ция процесса с независимыми приращениями W , V =
= ‘W .

Теорема 3.2. Для приведенной авторегрессионной дис-

кретной системы (5) при условии

det


κ
(k)
11 κ

(k)
12

κ
(k)
21 κ

(k)
22


 6= 0

в основе УОФ лежат уравнения (11), если ввести
обозначения

αkκ
(k)
11 + βkκ

(k)
21 = κ

(k)
01 ;

αkκ
(k)
12 + βkκ

(k)
22 = κ

(k)
02 ;

γk = ρ
(k)
0 − αkρ

(k)
1 − βkρ

(k)
2 ,

κ
(k)
01 = M(ϕ

š
k −mk+1)ξ

T
k ;

κ
(k)
02 = M(ϕ

š
k −mk+1)ϕ

T
1kη

T
k +M(ψ

š
k νkψ

T
1kη

T
k );

mk+1 = ρ
(k)
0 , ρ

(k)
0 = Mϕ

š
k ;

ρ
(k)
1 = Mξk; ρ2(k) = Mηkϕ1k;

κ
(k)
11 = M

(
ξk − ρ

(k)
1

)
ξTk ;

κ
(k)
12 = κ

(k)T
21 = M

(
ξk − ρ

(k)
1

)
ϕT1kη

T
k ;

κ
(k)
22 = M

(
ηkϕ1k − ρ

(k)
2

)
ϕT1kη

T
k +

+M
(
ηkψ

š
1kνkψ

T
1kη

T
k

)
;

MVk = 0, MVkV
T
k = νk.





(13)

При этом одномерная характеристическая функция

вектора [XTk
�XTk ]

T определяется формулой

g1,k+1(λ1, λ2) =

= M
{[
hk(ψ

šT
k λ1)

Tλ1 + ψ
T
1kηkβ

T
k λ2

]
×

× exp
[
iλT1 ϕ

š
k + iλ

T
2 (αkξk + βkηkϕ1k) + γk

]}
.

Для синтеза условно-оптимального идентифи-
катора (10) используется теорема 3.1 для расширен-
ного вектора состояния “Xt = [X

T
t —

T
t ]
T, где —t —

вектор параметров, удовлетворяющий уравнению
‘—t = 0.

Замечание 3.1. В случае гауссовского (нормального)
белого шума V0 = ‘W0 формула (12) имеет вид

χ(ε; t) = −1
2
εTνε.

Замечание 3.2. Теория УОФ дает возможность
фильтровать избранные компоненты вектора со-
стояния.

Замечание 3.3. Теория УОФ не позволяет получить
абсолютно оптимальные фильтры, а можно по-
лучить только условно-оптимальные по Пугачёву
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фильтры. Особый практический интерес имеют
нормальные условно-оптимальные фильтры, такие
фильтры, в отличие от нормальных субоптималь-
ных фильтров [5], для многомерных СтС могут
иметь существенно меньший порядок.

4 Условно-оптимальная
экстраполяция

Применяя результаты [5] к приведенным урав-
нениям (8) и (9), получим следующие утверждения.

Теорема 4.1. Пусть выполнены условия теоремы 3.1
для системы (8). Тогда УОЭ определяется следующи-

ми уравнениями:

‘Xt+– = ϕ
š(Xt+–, t+–)+ψ

š(Xt+–, t+–)V1(t+–);

αtm1 + βtm2 + γt = m0, m1 = Mξ, m2 = Mηϕ1,

αt = (κ01 − βtκ21)κ
−1
11 , m0 = Mϕ

š(Xt+–, t+–);

αtκ11 +M( �Xt+– −Xt+–)(ξ
TαTt + γ

T
t )

∂ξT

∂ �Xt+–

=

= κ′01 − βtκ
′
21,

κ′01 = κ01 +M
(
Xt+– − �Xt+–

) ∂ξT
∂t
+

+M

{
(Xt+–− �Xt+–)

[
ϕT1 −

∫

Rq
0

c2(ρ)
Tν2P (t, ρ) dρψ

T
1

]
−

− βtηψ1ν20ψ
T
1

}(
∂

∂y
+ ηTβTt

∂

∂ �Xt+–

)
ξT +

+
1

2
M(Xt+– − �Xt+–)

{
tr

[
ψ1ν20ψ

T
1

(
∂

∂y
+

+ 2ηTβTt
∂

∂ �Xt+–

)
∂T

∂y

]
+

+ tr

[
βtηψ1ν20ψ

T
1 β
T
t

∂

∂ �Xt+–

∂T

∂ �Xt+–

]}
ξT +

+

∫

Rq
0

M
[
Xt+– − �Xt+– − βtηψ1c2(ρ)

]
×

×
[
ξ
(
Yt + ψ1c2(ρ), �Xt+– + βtηψ1c2(ρ), t

)T
− ξT

]
×

× ν2P (t, ρ) dρ ,

κ01 = M(ϕš −m0)ξ
T, κ′21 = M(ηϕ1 −m2)ξ

T.

Здесь двумерная характеристическая функция СтП

[XTt
�XTt ]

T при g2 = g2(λ1λ2, µ1, µ2; t, s) определяется

уравнениями

∂g2(λ1λ2, µ1, µ2; t, s)

∂s
=

= M
{
iµT1 ϕ

š(Xs) + iµ
T
2

[
ϕš( �Xs, s) +

+ βsη( �Xs, s)ϕ
š
1 (Xs) + γs

]
+

+ χ
(
ψš(Xs, s)µ1+ψ

š
1 (Xs, s)

T
)
η( �Xs, s)

TβTs µ2; s
}
×

× exp
{
iλT1Xt + iλ

T
2
�Xt + iµ

T
1Xs + iµ

T
2
�Xs

}

при начальном условии

g2(λ1λ2, µ1, µ2; t, s) = g1(λ1 + µ1, λ2 + µ2; t, s).

Замечание 4.1. В случае гауссовского белого шума
следует положить c2(ρ) = 0, ν20 = ν2.

Теорема 4.2. Пусть выполнены условия теоремы 3.2
для системы (9). Тогда УОЭ определяется следующим

образом:

�Xk+τ+1 = αkξk( �Xk) + βkηk( �Xk)Yk + γk;

αkκ
(k)
11 + βkκ

(k)
21 = κ

(k)
01 ;

αkκ
(k)
12 + βkκ

(k)
22 = κ

(k)
02 ;

det

∣∣∣∣∣
κ
(k)
11 κ

(k)
12

κ
(k)
21 κ

(k)
22

∣∣∣∣∣ 6= 0;

γk = ρ
(k+τ+1) − αkρ

(k)
1 − βkρ

(k)
2 ;

ρ
(k+τ+1)
0 = Mϕšk+τ (Xk+τ );

ρ
(k)
1 = Mξk( �Xk);

ρ
(k)
2 = Mηk( �Xk)ϕ

š
1k(Xk),

а также формулами (13). При этом двумерные харак-

теристические функции удовлетворяют уравнениям:

g2,k,k(λ1, λ2, µ) = g1,k(λ1 + λ2, µ);

g2,k,k+τ+1(λ1, λ2, µ) = exp
{
iλT1Xk +

+ iλT2 (ϕ1,k+τ + ψ1,k+τVk+τ ) + iµ
T �Xk

}
.

5 Заключение

В предположении, что наблюдения не влияют
на объект наблюдения для непрерывных и дискрет-
ных неявных СтС, приводимых к явным, разрабо-
таны методы нелинейной УОФ и УОЭ по Пугачёву.
В качестве примеров для приведенных систем могут
быть использованы [6–8].

Статья [6] посвящена теории аналитического
синтеза непрерывных равномерно асимптотически
устойчивых линейных условно-оптимальных (по
среднеквадратичному критерию) фильтров (ЛУОФ)

6 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 18 выпуск 4 2024



Методы условно-оптимальной фильтрации и экстраполяции в наблюдаемых неявных стохастических системах

и экстраполяторов (ЛУОЭ) для линейных диффе-
ренциальных СтС с линейными мультипликатив-
ными шумами. Предполагается, что наблюдение
входит как в уравнение состояния, так и в урав-
нение наблюдения. Белые шумы в уравнениях
наблюдения и состояния предполагаются заданны-
ми априори в виде производных по времени от
произвольных процессов с независимыми прира-
щениями. Доказаны теоремы, лежащие в основе
теории непрерывных устойчивых ЛУОФ и ЛУОЭ.
Достаточные условия равномерной асимптотиче-
ской устойчивости сформулированы в виде тре-
бований положительной определенности и равно-
мерной стохастической ограниченности некоторых
матриц, отражающих свойства наблюдаемости
и управляемости.

В [8] рассматриваются вопросы аналитического
синтеза нормальных условно-оптимальных фильт-
ров Пугачёва (НФП) для обработки информации
в дифференциальных негауссовских СтС, линей-
ных относительно состояния (условия Липцера–
Ширяева). Особое внимание уделено синтезу НФП
для СтС при условиях Липцера–Ширяева на осно-
ве аппроксимации апостериорного распределения
нормальным и квазилинейным НФП, основан-
ным на статистической линеаризации нелиней-
ных функций, зависящих от наблюдений. Для
СтС высокой размерности путем выбора структур-
ных функций, отражающих аналитическую при-
роду наблюдаемой системы, можно синтезировать
НФП простыми в компьютерной реализации и для
работы в режиме реального времени. Изложен-
ные алгоритмы положены в основу модуля ин-
струментального программного обеспечения StS-
Filter.

В [7] рассматривается теория аналитического
синтеза непрерывных (дифференциальных) и дис-
кретных (разностных) суб- и условно-оптимальных
фильтров и экстраполяторов Пугачёва для обработ-
ки процессов в гауссовских и негауссовских СтС,
линейных относительно вектора состояния. Пер-
вые работы по фильтрации и экстраполяции для
таких гауссовских систем были выполнены Липце-
ром и Ширяевым, а для негауссовских — Пугачёвым
и Синицыным. Приведены алгоритмы нормальных
суб- и условно-оптимальных фильтров для непре-
рывных и дискретных систем. Представлены ал-
горитмы нормальных суб- и условно-оптимальных
экстраполяторов. Разработанные алгоритмы по-
ложены в основу программного обеспечения (StS-
Filter, 2016).

Методы допускают обобщение на случаи, ко-
гда наблюдения оказывают влияние на объект,
автокоррелированных помех в наблюдениях, а так-
же для условных байесовых критериев. Пред-

ставляет интерес обобщение результатов на зада-
чи условно-оптимальной интерполяции, а также
неявных эредитарных систем, в первую очередь
неявных функционально-дифференциальных сис-
тем [9–14].
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ФИЛЬТРАЦИЯ СОСТОЯНИЙ КЛАССА МАРКОВСКИХ

СКАЧКООБРАЗНЫХ ПРОЦЕССОВ ПО РАЗНОРОДНЫМ

НАБЛЮДЕНИЯМ С АДДИТИВНЫМИ ШУМАМИ∗

А. В. Борисов1, Ю. Н. Куринов2, Р. Л. Смелянский3

Аннотация: Для некоторого класса марковских скачкообразных процессов (МСП) исследована зада-
ча оптимальной фильтрации. Оцениваемое состояние представляет собой МСП с конечным числом
состояний — вероятностных распределений. Доступная измерительная информация включает в себя
непрерывные и считающие наблюдения. Непрерывные наблюдения представляют собой сумму неко-
торой функции состояния и независимых винеровских шумов. Интенсивность считающих наблюдений
также зависит от оцениваемого состояния. Задача фильтрации заключается в построении условного ма-
тематического ожидания (УМО) скалярной функции состояния по имеющимся наблюдениям. Искомая
оценка представлена в виде решения некоторой системы стохастических дифференциальных уравне-
ний (СДУ). В статье приведена система стохастических интегро-дифференциальных уравнений типа
Кушнера–Стратоновича, описывающая эволюцию условного распределения состояния. Качество пред-
ставленных оценок проиллюстрировано практическим примером мониторинга состояния и параметров
телекоммуникационного канала по зашумленным наблюдениям времени кругового обращения сегмента
данных и потока потерь пакетов.

Ключевые слова: марковский скачкообразный процесс; стохастическая дифференциальная система
наблюдения; наблюдения с аддитивными шумами; уравнение Кушнера–Стратоновича

DOI: 10.14357/19922264240402 EDN: FEMNQL

1 Введение

Решение задачи оптимальной фильтрации со-
стояний стохастических систем наблюдения по со-
вокупности разнородной измерительной информа-
ции остается востребованной областью системного
анализа [1]. Одно из направлений исследований
подразумевает поиск теоретического решения дан-
ной задачи оценивания в других классах систем
наблюдения, например определенных уравнения-
ми Ито–Вольтерра [2], динамическими системами
с фрактальными случайными процессами [3], ква-
зиэволюционными стохастическими системами [4]
и пр. Иное направление предполагает выделение
значимых с прикладной точки зрения классов сис-
тем наблюдений, в которых возможно получить
явное решение задачи фильтрации с помощью ма-
тематического аппарата теории мартингалов. Дело
в том, что в [5] представлено решение общей за-
дачи фильтрации субмартингала по наблюдениям
субмартингала. Формула имеет абстрактный вид
и нуждается в детализации для каждого конкретно-

го класса систем наблюдения. В качестве ожида-
емого результата рассматриваются оценки, описы-
ваемые замкнутой конечномерной системой урав-
нений (конечномерные фильтры), либо системы
интегро-дифференциальных уравнений Кушнера–
Стратоновича или Закаи, описывающие условное
распределение системы и допускающие эффектив-
ное численное решение.

В [6] представлен некоторый подкласс МСП, ко-
торые можно трактовать как процессы с конечным
множеством «сложных» состояний — вероятност-
ных распределений. Данная статья продолжает эти
исследования. Ее цель — постановка и решение
задачи оптимальной фильтрации состояний про-
цессов этого вида по совокупности непрерывных
и считающих наблюдений.

Статья имеет следующую структуру. Раздел 2
содержит сведения о представленном в [6] классе
МСП, необходимые для последующей корректной
постановки задачи оптимальной фильтрации. Фор-
мальная постановка задачи изложена в разд. 3. В ка-
честве доступных наблюдений выступает совокуп-

∗Работа выполнена при поддержке Программы развития МГУ, проект № 23-Ш03-03. При анализе данных использовалась инфра-
структура Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычисления и большие данные» (ЦКП «Информатика»)
ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии; Московский государственный
университет имени М. В. Ломоносова, aborisov@frccsc.ru

2Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова, kurinovurij@gmail.com
3Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова, smel@cs.msu.su
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ность непрерывных и считающих процессов. Не-
прерывные наблюдения представляют собой сум-
му некоторой функции оцениваемого состояния
и независимых винеровских шумов. Интенсив-
ность считающих наблюдений также зависит от
состояния системы. Раздел 4 — ключевой в ста-
тье — содержит решение поставленной задачи оце-
нивания. Он включает в себя систему уравнений,
описывающую эволюцию УМО оцениваемого про-
цесса, а также соответствующую систему интег-
ро-дифференциальных уравнений — обобщений
уравнения Кушнера–Стратоновича — для описа-
ния условной плотности распределения. В разд. 5
представлен численный пример, иллюстрирующий
качество предложенной оценки. Он посвящен ре-
шению задачи мониторинга состояния и парамет-
ров коммуникационного соединения по зашумлен-
ным наблюдениям времени кругового обращения
сегмента данных (round-trip time, RTT) и потока
потерь пакетов. Раздел 6 содержит заключительные
замечания.

2 Необходимые сведения

В дальнейшем изложении используются следу-
ющие обозначения:

– IB(x)— индикаторная функция множества B;

– S
N , {e1, . . . , eN} — множество единичных ко-

ординатных векторов в R
N ;

– λ(t) , row (˜11(t), . . . ,˜NN (t)) — строка, со-
ставленная из диагональных элементов матри-
цы ˜(t), ˜(t) , ˜(t)− diagλ(t);

– P(s, t) = ‖Pij(s, t)‖i,j=1,N — матрица переход-
ных вероятностей процесса θt на отрезке [s, t]:
Pij(s, t) , P {θt = ej | θs = ei};

– любая функция f(e, y) : S
N × R

M → R пред-
ставима в виде f(e, y) = f(y)e, где f(y) ,
, row (f(e1, y), . . . , f(eN , y));

– πn(y) — плотность вероятности на R
M , π(y) ,

, col (π1(y), . . . , πN (y));

– En
f ,

∫
RM f(y, en)πn(y) dy, Ef = col (E1f , . . .

. . . ,EN
f ) =

∫
RM diag f(y)π(y) dy.

В качестве оцениваемого выступает специаль-
ный МСП Zt , col (θt, Yt) ∈ R

N+M , класс которых
представлен в [6]. Первая, N-мерная, компонен-
та θt описывает качественное состояние и представ-
ляет собой МСП с конечным множеством состо-
яний S

N , матрицей интенсивностей переходов ˜(t)
и начальным распределением p0 , col (p10, . . . , e

N
0 ).

Вторая, M-мерная, компонента Yt определяет те-
кущие числовые параметры процесса и также ме-
няется скачкообразно синхронно с θt. Если

{τi}i∈N — последовательность скачков θt, то от-
носительно {θτi

}i∈N последовательность {Yτi
}i∈N

представляет собой независимые случайные век-
торы с известными условными плотностями π(u) =
= col (π1(u), . . . , πN (u)):

P {Yτi
∈ B|θτi

= en} =
∫

B

πn(u) du .

Условное распределение Y0 задается ана-
логично условными плотностями φ(u) ,
, col (φ1(u), . . . , φN (u)).

Если произвольный скалярный про-
цесс f(θt, Yt) — функция от исследуемого
МСП Zt, то его можно выразить через ft ,
, col (θt, f(θt, Yt)θt) — 2N-мерный векторный
процесс, ассоциированный с f(θt, Yt). Если
maxn=1,N

∫
RM |f(en, y)|(πn(y) + φn(y)) dy <∞, то ft

представляет собой единственное сильное решение
системы линейных СДУ [6]

ft = f0 +

t∫

0

Df (s)fs ds+ µ
f
t , (1)

где µf
t — некоторый Ft-согласованный мартингал;

Df (s) : R+ → R
2N×2N -мерная матричнозначная

функция

Df (t) ,

[
˜⊤(t) 0

diagEf˜
⊤
(t) diag λ(t)

]
.

Таким образом, любые функции отZt описываются
системами линейных СДУ с мартингалами в пра-
вой части, чем можно воспользоваться при опи-
сании стохастической дифференциальной системы
наблюдения и постановке задачи фильтрации.

3 Постановка задачи
На вероятностном пространстве с фильтрацией

(Ÿ,F ,P , {Ft}t∈[0,T ]) исследуется следующая стоха-
стическая дифференциальная система наблюдения:

Yt = Y0 +

t∫

0

DY (s)Ys ds+ µ
Y
t ;

qt = q0 +

t∫

0

Dq(s)qs ds+ µ
q
t ;





(2)

ξt =

t∫

0

g(s, θs, Ys) ds+ wt;

ηt =

t∫

0

h(s, θs, Ys) ds+ µ
η
t ,
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где Yt ∈ R
(M+1)N — ненаблюдаемое состояние сис-

темы; qt ∈ R
2N — сигнальный процесс, подлежа-

щий оцениванию; ξt ∈ R
K — непрерывный про-

цесс наблюдений; ηt ∈ R
L — процесс наблюдений

со считающими компонентами.
Состояние системы Yt = col (θt, Y

1
t θt, Y

2
t θt, . . .

. . . , YM
t θt) и оцениваемый процесс qt ,

, col (θt, q(θt, Yt)θt) ассоциированы с Zt и q(Zt)
соответственно. Обе системы в (2) аналогичны (1),
при этом матрица DY (t) имеет вид:

DY ,

,




˜⊤(t) 0 0 . . . 0

diagEY 1˜
⊤
(t) diag λ(t) 0 . . . 0

diagEY 2˜
⊤
(t) 0 diag λ(t) . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

diagEY M˜
⊤
(t) 0 0 . . . diag λ(t)



.

В непрерывных наблюдениях ξt процесс wt ∈
∈ R

K — Ft-согласованный стандартный винеров-
ский.

Плотности распределений π(·), φ(·) и функции
q(e, y) : SN ×R

M → R, g(t, e, y) : [0, T ]×S
N ×R

M →
→ R

K и h(t, e, y) : [0, T ]× S
N × R

M → R
L таковы,

что

max
t∈[0,T ]

∫

RM

N∑

n=1

(
‖y‖2 + ‖f(en, y)‖2 + ‖g(t, en, y)‖2 +

+ ‖h(t, en, y)‖2
)
(πn(u)+φn(u)) du<∞. (3)

При выполнении (3) процессы µY
t ∈ R

(M+1)N ,
µq

t ∈ R
2N и µη

t ∈ R
L представляют собой Ft-со-

гласованные квадратично интегрируемые мартин-
галы с известными квадратичными характеристи-
ками (см. [6, теорема 3]).

Заметим, что интенсивность винеровских шу-
мов в непрерывных наблюдениях ξt единичная.
К процессам такого типа можно преобразовать
все наблюдения, интенсивность шумов в которых
определяется невырожденной детерминированной
функцией времени. В этом случае непрерывные
наблюдения суть сумма полезного сигнала — функ-
ции состояния — и независимого шума. Поэто-
му подобные процессы называются наблюдениями
с аддитивными шумами.

Пусть Ot , {ξs, ηs : 0 6 s 6 t} — естествен-
ный поток σ-подалгебр, порожденный наблюдени-
ями, доступными на отрезке времени [0; t]. Сде-
ланные предположения обеспечивают конечный
второй момент у всех процессов Yt, qt, ξt и ηt,
а значит, и корректность постановки задачи опти-
мальной фильтрации сигнального процесса qt: она
заключается в вычислении q̂t , E {qt|Ot}.

4 Решение задачи фильтрации
состояний и параметров
марковских скачкообразных
процессов

Предположения предыдущего раздела гаранти-
руют существование УМО q̂t оцениваемого сиг-
нального процесса. Тем не менее для применения
результатов [5] необходимо выполнение дополни-
тельных условий.

1. Процессы Yt и wt независимы в совокупности.

2. Компоненты ˜(t), q(e, y), g(t, e, y) и h(t, e, y)
кусочно-непрерывны по t и y.

3. Интенсивность скачков считающих наблюде-
ний отделена от нуля, т. е. для некоторой кон-
станты h выполнено неравенство

min
n=1,N, ℓ=1,L, t∈[0,T ]

hℓ(t, en, y) > h > 0 .

4. Мартингал µη
t в считающих наблюдениях силь-

но ортогонален мартингалам µY
t и µq

t , и сам
имеет сильно ортогональные компоненты, т. е.
〈
µη, µY

〉
t
≡ 0 ;

〈
µη, µf

〉
t
≡ 0 ;

〈µη, µη〉t =
t∫

0

diag h(s, θs, Ys) ds.

5. Все компоненты вектора распределения p(t) =
= E {θt}строго положительны для любого t > 0.

6. Все компоненты плотностей π(·) и φ(·) кусоч-
но-дифференцируемы и отделены от нуля:

min
n=1,N, y∈RM

min(πn(y), φn(y)) > π > 0 .

7. Для любых t ∈ [0, T ] выполнено тождество

E



exp


−

t∫

0

g⊤(s, Ys) dws −

−
t∫

0

L∑

ℓ=1

ln(hℓ(s, θs−, Ys−)) dη
ℓ
s −

−
t∫

0

(
1

2
g⊤(s, Ys)g(s, Ys) +

+
L∑

ℓ=1

(1 − lnhℓ(s, θs, Ys))

)
ds





 ≡ 1 .

Предположения 1–7 — стандартные в теории не-
линейной фильтрации [5] и гарантируют представ-
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ление q̂t в виде решения некоторой системы СДУ
с обновляющими процессами в правой части. Они
также обеспечивают существование условной плот-
ности распределения процесса Zt относительно
имеющихся наблюдений, т. е. такой вектор-функ-
ции ψ̂(t, y) , col (ψ̂1(t, y), . . . , ψ̂N (t, y)), что для лю-
бых 1 6 n 6 N , t ∈ [0, T ] и B ∈ B(RM ) равен-
ство P {θt = en, Yt ∈ B|Ot} =

∫
B ψ̂

n(t, y) dy верно
P-п. н.

Утверждение 1. При сделанных выше предположениях

оценка q̂t сигнального процесса qt представляет собой

единственное сильное решение системы СДУ

q̂t = q̂0 +

t∫

0

Dq(s)q̂s− ds+

+

t∫

0

(
q̂g⊤s− − q̂s−ĝ⊤s−

)
(dξs − ĝs ds) +

+

t∫

0

(
q̂h⊤s−−q̂s−ĥ⊤s−

)(
diag ĥs−

)−1(
dηs−ĥs ds

)
, (4)

где
ĝs , E {g(s, θs, Ys)|Os} ;

ĝ⊤s− , E
{
g⊤(u, θu, Yu)|Ou

} ∣∣∣
u=s−

;

ĥs , E {h(s, θs, Ys)|Os} ;

ĥ⊤s− , E
{
h⊤(u, θu, Yu)|Ou

} ∣∣∣
u=s−

;

q̂g⊤s− , E
{
qsg⊤(u, θu, Yu)|Ou

} ∣∣∣
u=s−

;

q̂h⊤s− , E
{
qsh⊤(u, θu, Yu)|Ou

} ∣∣∣
u=s−

.

Условная плотность распределения ψ̂(t, y) =

= col (ψ̂1(t, y), . . . , ψ̂N (t, y)) также существует

и определяется системой стохастических уравнений

ψ̂n(t, y) = p
n
0φn(y) +

t∫

0


λnn(s)ψ̂n(s−, y)+

+ πn(y)e
⊤
n˜

⊤
(s)

∫

RM

ψ̂(s−, u) du


 ds+

+

t∫

0

ψ̂n(s−, y)(g(s−, en, y)− ĝs−)
⊤(dξs − ĝs ds) +

+

t∫

0

ψ̂n(s−, y)(h(s−, en, y)− ĥs−)
⊤ ×

× (diag ĥs−)
−1(dηs − ĥs ds), n = 1, N. (5)

Д о к а з а т е л ь с т в о истинности утверждения 1
проводится аналогично [7, теоремы 1, 2], вы-

полненным для специальных МСП с непере-
секающимися носителями только по непрерыв-
ным наблюдениям. Доказательство возможности
представления оценки q̂t как решения системы (4)
основано на представлении УМО относительно
наблюдаемой комбинации винеровского и пуассо-
новского процессов [8]. Существование условной
плотности распределения основывается на аб-
страктном варианте формулы Байеса [9, теоре-
ма 7.23].

Система СДУ (4), определяющая оценку q̂t,
в общем случае незамкнута. В отличие от нее,
система (5), описывающая эволюцию условного
распределения ψ̂(t, y), замкнута. Эта система ин-
тегро-дифференциальных уравнений — обобщение
уравнения Кушнера–Стратоновича на класс иссле-
дуемых МСП — позволяет вычислить оценку любой
функции состояния системы, в частности сигналь-
ного процесса:

q̂t = col



∫

RM

ψ̂(t, y) dy,

∫

RM

diag q(y)ψ̂(t, y) dy


 .

5 Численный пример

Для иллюстрации качества представленных оце-
нок рассмотрим пример из области телекомму-
никаций [10–12], частично описанный в [6].
Пусть состояние некоторого гетерогенного (про-
водного/беспроводного) коммуникационного ка-
нала описывается ненаблюдаемым МСП Zt ,
, col (θt, Yt). Первая компонента, θt, характеризует
качественное состояние соединения и представляет
собой однородный МСП со значениями из S

4:

θt =





e1 — умеренная загрузка: буфер
«бутылочного горла» свободен;

e2 — состояние, предшествующее
перегрузке: буфер «бутылочного
горла» непуст;

e3 — перегрузка канала: буфер
«бутылочного горла» заполнен
полностью;

e4 — потеря сигнала на беспроводном
участке канала.

Матрица интенсивностей переходов ˜ и начальное
распределение p0 имеют следующие значения:

˜ =




−0,051 0,050 0,000 0,001

0,200 −0,268 0,067 0,001

0,000 0,333 −0,334 0,001

0,333 0,000 0,000 −0,333


 ;
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Рис. 1 Истинные значения Zt и доступные наблюдения: 1 — θt = e1; 2 — e2; 3 — e3; 4 — θt = e4; 5 —–ξ/ht; 6 — Y 1t ;
7 — ηt; 8 — Y 2t

p0 =




0,748
0,186
0,037
0,029


 .

Вторая компонента, Yt ∈ R
2, определяет текущие

средние числовые параметры канала: Y 1t — значе-
ние RTT; Y 2t — долю потерянных пакетов. Отно-
сительно фиксированной траектории {θt} компо-
ненты Y 1t и Y 2t независимы и имеют следующие
частные условные плотности π1(y1 |θt) и π2(y2 |θt):

π1(y1 |θt = e1) = 200× I[0,015;0,020](y1);
π1(y1 |θt = e2) = 200× I[0,018;0,023](y1);
π1(y1 |θt = e3) = 200× I[0,022;0,027](y1);
π1(y1 |θt = e4) = 200× I[0,024;0,029](y1);
π2(y2 |θt = e1) = 1000× I[0,0005;0,0015](y2);
π2(y2 |θt = e2) = 1000× I[0,0005;0,0015](y2);
π2(y2 |θt = e3) = 11,111× I[0,01;0,1](y2);
π2(y2 |θt = e4) = 6,666× I[0,05;0,2](y2).

Наблюдению доступен зашумленный процесс RTT,
описываемый моделью

ξt =

t∫

0

Y 1s ds+ 0,0001 wt,

и поток потерь пакетов

ηt =

t∫

0

Y 2s
Y 1s

ds+ µη
t .

Задача фильтрации заключается в оценивании
в реальном масштабе времени всех компонентов
вектора состояния Zt = col (θt, Yt).

Численное решение задачи фильтрации выпол-
нялось с временн‚ым шагом ht = 0,001. На рис. 1
дана информация о траектории Zt и имеющихся
наблюдениях:

– различным фоном показаны промежутки по-
стоянства состояния θt: от e1 до e4;

– значение RTT Y 1t ;

– доля потерянных пакетов Y 2t (числовые значе-
ния отмечены на правой оси ординат);

– отношение –ξt/ht в качестве наблюдений
RTT Y 1t ,

– наблюдаемое число потерянных пакетов ηt.

Из представленных графиков можно заключить,
что по имеющимся наблюдениям визуально не-
возможно надежно восстановить значения процес-
са Zt.

Рисунок 2 содержит результаты оценивания со-
стояния θt:

– истинное значение θt по каждой компоненте;

– оценку каждой компоненты θ̂c
t , вычисленную

только по непрерывным наблюдениям ξt;

– оценку каждой компоненты θ̂t, вычисленную
по совокупности непрерывных и считающих
наблюдений ξt и ηt.
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Фильтрация состояний класса МСП по разнородным наблюдениям с аддитивными шумами

Рис. 2 Результаты оценивания компоненты θt: 1 — θt; 2 — �θc
t ; 3 — �θt

Рис. 3 Результаты оценивания компоненты Yt: 1 — θt = e1; 2 — e2; 3 — e3; 4 — θt = e4; 5 — Yt; 6 — �Y c
t ; 7 — �Yt

Из рис. 2 можно сделать вывод, что в данном
примере обе оценки θ̂c

t и θ̂t обладают приемлемым
качеством и мало отличаются друг от друга. Не-
которое преимущество θ̂t перед θ̂c

t можно отметить
только при оценивании состояний e2 и e3.

Рисунок 3 содержит результаты оценивания чис-
ловых параметров канала Yt:

– истинное значение Yt по каждой компоненте;

– оценку каждой компоненты Ŷ c
t , вычисленную

только по непрерывным наблюдениям ξt;

– оценку каждой компоненты Ŷt, вычисленную
по совокупности непрерывных и считающих
наблюдений ξt и ηt.
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Качество оценивания Yt существенно разнится
в зависимости от состава используемых наблюде-
ний. Качество оценки RTT Ŷ 1ct по ξt и Ŷ 1t по паре
(ξt, ηt) близко. В отличие от этого, использование
считающих наблюдений позволяет значительно по-
высить точность оценивания доли потерянных па-
кетов Y 2t .

6 Заключение

В работе представлено решение задачи опти-
мальной фильтрации класса МСП, предложенного
в [6]. В качестве доступных наблюдений исполь-
зовалась совокупность непрерывных и считающих
процессов. Непрерывные наблюдения представ-
ляют собой сумму полезного сигнала — функции
состояния системы — и независимых винеровских
шумов. Интенсивность считающих наблюдений
зависит от состояния. Задача фильтрации заключа-
ется в построении УМО сигнального процесса —
функции состояния системы — по имеющимся на-
блюдениям.

Искомая оценка представима в виде решения
некоторой системы СДУ, которая в общем случае
может быть незамкнутой. Помимо этого, в работе
предложена замкнутая система стохастических
интегро-дифференциальных уравнений, описы-
вающая эволюцию условного распределения со-
стояния МСП. Она позволяет построить оценку
фильтрации любого интегрируемого сигнального
процесса — функции состояния системы.

Практическая ценность полученных теорети-
ческих результатов проиллюстрирована решением
прикладной задачи оценивания в реальном масшта-
бе времени состояния и параметров гетерогенного
телекоммуникационного канала по разнородным
наблюдениям.

Представленный класс МСП и решение зада-
чи фильтрации могут служить отправной точкой
целого спектра дальнейших исследований.

Во-первых, актуальным представляется обоб-
щение постановки и решение задачи фильтрации
состояний МСП на класс непрерывных наблюде-
ний с мультипликативными шумами, подобно [13].

Во-вторых, решение прикладных задач фильт-
рации связано с разработкой алгоритмов их чис-
ленной реализации и анализа доставляемой точ-
ности [14]. В-третьих, предложенные МСП могут
служить в качестве нового типа процессов смены
режимов в СДУ, порождая системы с переменной
структурой. Задачи анализа и оценивания состоя-
ний и параметров в системах подобного вида [15]
представляют большой теоретический и практиче-
ский интерес.
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УСЛОВНО-ОПТИМАЛЬНАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ И ЭКСТРАПОЛЯЦИЯ

В НЕЯВНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ГАУССОВСКИХ

СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ ПРИ АВТОКОРРЕЛИРОВАННОЙ

ПОМЕХЕ В НАБЛЮДЕНИЯХ

И. Н. Синицын1

Аннотация: Теория условно-оптимальной фильтрации (УОФ) и условно-оптимальной экстраполяции
(УОЭ) по В. С. Пугачёву стохастических процессов (СтП), описываемых явными стохастическими диф-
ференциальными уравнениями в условиях автокоррелированных помех в наблюдениях, нашла прак-
тическое применение при решении задач обработки информации в реальном масштабе времени. Для
неявных дифференциальных стохастических систем (СтС), допускающих приведение к явным диффе-
ренциальным, развиты соответствующие методы УОФ и УОЭ. В статье разработаны математические
модели наблюдаемых неявных дифференциальных СтС, приводимых к дифференциальным, для задач
фильтрации и экстраполяции, получены базовые уравнения нелинейных условно-оптимальных фильтров
и экстраполяторов для некоррелированных и автокоррелированных помех в наблюдениях. Обсуждены
примеры синтеза и даны предложения по развитию УОФ и УОЭ для неявных дифференциальных и функ-
ционально-дифференциальных СтС.

Ключевые слова: автокоррелированная помеха; неявная стохастическая система (СтС); приводимая
дифференциальная СтС; условно-оптимальная фильтрация (УОФ); условно-оптимальная экстраполяция
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1 Введение
В [1] дано развитие методов УОФ и УОЭ по

В. С. Пугачёву на случай неявных непрерывных
и дискретных СтС, приводимых к явным. Дан об-
зор работ по субоптимальной фильтрации (СОФ)
и УОФ для непрерывных и дискретных СтС, не раз-
решенных относительно производных (разностей).
Представлены математические модели неявных не-
прерывных и дискретных гауссовских и негауссов-
ских СтС, приводимых к явным. Для приведен-
ных неявных СтС в условиях, когда наблюдения не
оказывают влияния на объект наблюдения и описы-
ваются явными уравнениями, разрешенными отно-
сительно производных (разностей), получены урав-
нения базовых методов УОФ и УОЭ для приведения
гауссовских и негауссовских СтС. Обсуждены три
примера синтеза нормальных условно-оптималь-
ных фильтров и экстраполяторов Пугачёва для при-
веденных систем, линейных относительно состо-
яния.

Основываясь на монографии [2] для явных
дифференциальных систем, рассмотрим обобще-
ния методов [1] на случай неявных СтС, допуска-
ющих приведение к явным при автокоррелирован-
ных гауссовских помехах в наблюдениях. В разд. 1
и 2 дан краткий обзор известных результатов, а так-

же представлены математические модели наблюда-
емых неявных дифференциальных СтС в задачах
фильтрации и экстраполяции. Базовые уравне-
ния нелинейных условно-оптимальных фильтров
и экстраполяторов для некоррелированных и авто-
коррелированных помех в наблюдениях получены
в разд. 3 и 4. В заключении сформулированы основ-
ные выводы, обсуждены примеры синтеза условно-
оптимальных фильтров и экстраполяторов и даны
предложения по развитию методов синтеза УОФ
и УОЭ для неявных дифференциальных и функ-
ционально-дифференциальных СтС.

2 Приводимые неявные
дифференциальные
стохастические системы
и их наблюдения

Следуя [1], рассмотрим сначала векторную не-
явную дифференциальную СтС с нелинейностя-
ми, описываемыми гладкими детерминированны-
ми функциями размерности (n� × 1):

� = �
(
t, Zt, ‘Zt, . . . , Y

(k)
t , Ut

)
= 0,

Z(t0) = Z0, ‘Z(t0) = ‘Z0, . . . , Y
(k)(t0) = Z

(k)
0 . (1)
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При этом уравнение нелинейного формирующе-
го фильтра для гауссовых стохастических возмуще-
ний Ut возьмем в виде, разрешенном относительно
гауссовских белых шумов:

‘Ut = a
U (t, Ut) + b

U (t, Ut)V
U
t , U(t0) = U0. (2)

Здесь aU = aU (t, Ut) и bU (t, Ut) — (nZ × 1)-
и (nZ × nV )-мерные функции; V U

t — гауссовский
белый шум интенсивности νt. Уравнение (2) пони-
мается в смысле Ито и имеет единственное средне-
квадратичное решение [2].

Для гладких функций в (1), допускающих сто-
хастические производные Ито до h-го порядка, вы-
полним следующие преобразования. Будем диф-
ференцировать по t левые части уравнений (1) по
формуле Ито до тех пор, пока не появятся производ-
ные белого шума. В результате получим следующую
систему неявных нелинейных дифференциальных
уравнений:

� = 0, ‘� = 0, . . . , �(h) = 0 . (3)

Далее введем составной вектор состояния

Xt =
[
�ZTt Z

′
t
T
]T
,

где

�Zt =
[
ZTt ‘Z

T
t · · ·Z(k−1)Tt

]T
,

и вспомогательный вектор Z ′
t, определяемый урав-

нениями (3), в виде конечного уравнения:

ā(Xt) = ā( �Zt, Z
′
t) = 0 .

Таким образом, для неявных гладких вектор-
функций в (1) конечные неявные дифференци-
альные уравнения (1) допускают гладкую замену
переменных и приведение исходных неявных диф-
ференциальных уравнений к системе, состоящей
из векторного стохастического дифференциально-
го уравнения Ито для гауссовского белого шума
V = V U

t и конечного неявного векторного стоха-
стического дифференциального уравнения:

‘�Zt = a
š
(
�Zt, t

)
t+ bš

(
�Zt, t

)
V,

āš
(
�Zt, Z

′
t, t
)
= 0 . (4)

В задачах фильтрации обычно принимается, что
объектовая неявная дифференциальная СтС допус-
кает приведение к явной СтС, измерительная сис-
тема вполне наблюдаема, наблюдения не влияют
на объект, причем уравнение наблюдения разре-
шено относительно вектора наблюдения. Введем
новые обозначения для составных векторов состо-
яния объекта взамен �Zt, вспомогательного вектора

Z ′
t = “Xt и системы наблюдения Yt. Тогда в ка-

честве приведенных уравнений состояния объек-
та и наблюдений будем рассматривать следующие
уравнения:

‘Xt = ϕ
š(Xt, t) + ψ

š(Xt, t)V,

āš
(
Xt, “Xt, t

)
= 0 ; (5)

‘Yt = ϕ1(Xt, Yt, Zt, t) + ψ1(Xt, Yt, Zt, t). (6)

Для задач экстраполяции соответствующие при-
веденные уравнения имеют вид:

‘Xt = ϕ
š(Xt, t) + ψ

š(Xt, t)V1, ā
š(Xt, t) = 0 ;

‘Yt = ϕ
š
1 (Xt, t) + ψ

š
1 (Xt, t)V2.

Замечание 2.1. В некоторых случаях уравнения
неявных СтС (исходных или приведенных) могут
иметь неизвестные параметры —. Одним из
возможных подходов к их идентификации слу-
жит следующий прием [2]: неизвестный вектор-
ный параметр —t считают СтП, удовлетворяющим
уравнению ‘—t = 0, и включают его компоненты
в состав вектора состояния наблюдаемой системы.
От неизвестных параметров могут зависеть урав-
нения наблюдения. Эти параметры также можно
включить в расширенный вектор состояния.

В случае автокоррелированной помехи Nt в на-
блюдениях приведенные уравнения для условно-
оптимального фильтра имеют соответственно вид:

‘Xt = ϕ
š(Xt, Yt, Nt, t) + ψ

š(Xt, Yt, Nt, t)V ;

‘Yt = ϕ
š
1 (Xt, Yt, Nt, t);

‘Nt = ϕ
š
0 (Xt, Yt, Nt, t) + ψ

š
0 (Xt, Yt, Nt, t)V.





(7)

Пусть уравнение наблюдения допускает s-крат-
ное дифференцирование. Тогда, следуя [2], приве-
дем второе уравнение (7) к виду:

‘Y
(k)
t = Y

(k+1)
t (k = 0, s− 1);

Y
(s)
t = ϕšs+1

(
Xt, Y

(0)
t , Nt, t

)
+

+ ψš1

(
Xt, Y

(0)
t , Nt, t

)
V .





(8)

Здесь введены обозначения:

ϕšs+1

(
Xt, Y

(0)
t , Nt, t

)
= ϕšst

(
Xt, Y

(0)
t , Nt, t

)
+

+ ϕšsy

(
Xt, Y

(0)
t , Nt, t

)
ϕšs+1

(
Xt, Y

(0)
t , Nt, t

)T
+

+ ϕš1

(
Xt, Y

(0)
t , Nt, t

)
+

+ ϕšsx

(
Xt, Y

(0)
t , Nt, t

)
ϕšs+1

(
Xt, Y

(0)
t , Nt, t

)T
+

+ ϕš
(
Xt, Y

(0)
t , Nt, t

)
+
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+ϕšsn

(
Xt, Y

(0)
t , Nt, t

)
ϕšs+1

(
Xt, Y

(0)
t , Nt, t

)T
+

+ ϕš0

(
Xt, Y

(0)
t , Nt, t

)
+

+
1

2

(
As : BνB

T
) (
Xt, Y

(0)
t , Nt, t

)
; (9)

ψš1

(
Xt, Y

(0)
t , Nt, t

)
=

= ϕšsx

(
Xt, Y

(0)
t , Nt, t

)
ψš
(
Xt, Y

(0)
t , Nt, t

)
+

+ ϕšsn

(
Xt, Y

(0)
t , Nt, t

)
ϕšs+1

(
Xt, Y

(0)
t , Nt, t

)T
+

+ ψš0

(
Xt, Y

(0)
t , Nt, t

)
. (10)

В формуле As : BνB
T — (ny × 1)-матрица, эле-

ментами которой служат следы матриц вторых про-
изводных соответствующих компонент векторной
функции ϕs по всем компонентам векторов Xt, Yt

и Nt и матрицы BνBT; B =
[
0ψšT ψšT

0

]T
.

Таким образом, имеем следующее утверждение.

Теорема 2.1. Пусть полезный сигнал в уравнении

наблюдения более гладок, чем помеха, и допускает

s-кратное дифференцирование, тогда уравнения (8)
вместе со вторым и третьим уравнениями (7) пред-

ставляют собой систему уравнений вида (4) с расши-

ренным вектором состояния

X ′
t =

[
XTt N

T
t

]T

вместо Xt и расширенным наблюдаемым вектором

Y ′
t =

[
Y
(0)T
t Y

(1)T
t · · ·Y (s)Tt

]T

вместо Yt.

В задачах экстраполяции имеем следующие
уравнения:

‘Xt = ϕ
š(Xt, t) + ψ

š(Xt, t)V1;

‘Yt = ϕ1(Xt, Yt, Nt, t);

‘Nt = ϕ0(Nt, t) + ψ0(Nt, t)V2.





(11)

Так же как и в случае экстраполяции, имеем утвер-
ждение.

Теорема 2.2. Пусть полезный сигнал в уравнении

наблюдения более гладок, чем помеха, и допускает

дифференцирование порядка s, тогда второе уравне-

ние (11) можно заменить уравнениями (8), причем

функция ψš1 в последнем уравнении (8) может быть

представлена следующей формулой:

ψš1 (Xt, Yt, Nt, t)=ϕsn(Xt, Yt, Nt, t)
Tψš0 (Nt, t), (12)

а функции ϕš1 , . . . , ϕ
š
s+1 определяются формула-

ми (9). Уравнения (8)–(10) образуют систему урав-

нений вида (7) с расширенным вектором наблюдения

Y ′
t =

[
Y
(0)T
t Y

(1)T
t · · ·Y (s)Tt

]T

вместо Yt и расширенным вектором состояния

X ′
t =

[
XTt N

T
t

]T

вместо Xt. Таким образом, после преобразования

уравнений наблюдения путем s-кратного дифферен-

цирования задача УОЭ решается совершенно так же,

как и УОФ. Разница будет лишь в том, что �Xt пред-

ставляет собой оценку будущего вектора состояния

системы Xt+–,– > 0.

3 Условно-оптимальная
фильтрация

Применим к приведенным явным уравнени-
ям (5) и (6) теорию УОФ [2]. Если функции ϕš,
ϕ1, ψš и ψ1 не зависят от Yt, то векторные уравне-
ния УОФ имеют следующий вид:

‘�Xt = αtξ( �Xt, t) + βtη( �Xt, t) ‘Yt + γt,

āš( �Xt, �Zt, t) = 0 , (13)

где ξ = ξ( �Xt, t) и η = η( �Xt, t) — функции отмечен-
ных переменных, называемые структурными функ-
циями УОФ; αt, βt и γt — коэффициенты УОФ.

В результате приходим к следующим результа-
там соответственно для некоррелированных и ав-
токоррелированных помех в наблюдениях.

Теорема 3.1. Пусть неявная дифференциальная не-

гауссовская СтС (1) допускает приведение к явной

дифференциальной СтС (4), а уравнения состояния

и наблюдения имеют вид (5), (6). Тогда нелинейный

условно-оптимальный фильтр описывается уравне-

ниями (13), в которых коэффициенты αt и γt опреде-

ляются уравнениями

αtm1 + βtm2 + γt = m0, (14)

где
m0 = Mϕš(Xt, t);

m1 = Mξ( �Xt, t);

m2 = Mη( �Xt, t);





(15)

αtκ11 +M( �Xt −Xt)(ξ
TαTt + γ

T
t )
∂ξT

∂ �Xt

=

= κ′01 − βtκ
′
21. (16)
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Здесь

κ11 = M(ξ −m1)ξ
T; κ′21 = M(ηϕ1 −m2)ξ

T; (17)

κ′01 = κ01+M(Xt − �Xτ )
∂ξT

∂ �Xt

+M

{
(Xt − �Xt)ϕ

T
1 +

+ ψšνψT1 − βtηψ1νψ
T
1

}(
∂

∂y
+ ηTβTt

∂

∂ �Xt

)
ξT +

+
1

2
M(Xt− �Xt)

{
tr

[
ψ1νψ

T
1

(
∂

∂y
+ 2ηTβTt

∂

∂ �Xt

)
∂T

∂y

]
+

+ tr

[
βtηψ1νψ

T
1 η
TβTt

∂

∂ �Xt

∂T

∂ �Xt

]}
ξT;

κ01 = M(ϕš −m0)ξ
T, (18)

а коэффициент βt равен

βt = κ02κ
′
22, (19)

где

κ02 = M(Xt − �Xt)ϕ
T
1 η
T +MψšνψT1 η

T;

κ22 = Mηψ1νψT1 η
T (det κ22 6= 0). (20)

Одномерное совместное распределение составно-

го вектора [XTt
�XTt ]

T определяется уравнением Пу-

гачёва для одномерной характеристической функции

g1 = g1(λ1, λ2; t):

∂g1
∂t
= M

{
iλT1 ϕ

š + iλT2 [αtξ + βtηϕ1 + γt] +

+ χ
(
ψšTλ1 + ψ

T
1 η
TβTt λ2; t

)}
exp
{
iλT1Xt + iλ

T
2
�Xt

}

при начальном условии

g1(λ1, λ2; t0) = g0(λ1, λ2),

где

χ(ε; t) = −1
2
ενεT.

Теорема 3.2. Пусть векторный СтП
[
XTt Y

T
t N

T
t

]T
определяется уравнениями приведенной гауссовской

дифференциальной системы согласно теореме 2.1. То-

гда уравнения УОФ при автокоррелированной помехе

в наблюдениях, допускающей s-кратное дифференци-

рование, определяются уравнениями (14)–(20) теоре-

мы 3.1. При этом если ϕ1 не зависит от Yt = Y
(0)
t ,

функцииϕš и ψš не зависят от Yt иNt, а функцииϕ0
и ψ0 не зависят от Yt и Xt, то одномерное совмест-

ное распределение векторов Xt, Nt и �Xt в каждый

момент времени определятся следующим уравнением

для характеристической функции:

∂g1(λ1, λ2, λ3; t)

∂t
= M

{
iλT1 ϕ

š + iλT2 ϕ0 +

+ iλT3 (αtξ + βtηϕs+1 + γt) + χ(ψ
šTλ1 + ψ

T
0 λ2 +

+ ψT1 η
TβTt λ3)

}
exp

{
iλT1Xt + iλ

T
2Nt + iλ

T
3
�Xt

}

при начальных условиях

g1(λ1, λ2, λ3; t0) = g0(λ1, λ2, λ3).

4 Условно-оптимальная
экстраполяция

Применяя результаты [2] к приведенным урав-
нениям (11) и (12), получим следующие утвержде-
ния для некоррелированных и автокоррелирован-
ных помех в наблюдениях.

Теорема 4.1. Пусть выполнены условия теоремы 3.1
для системы (7). Тогда УОЭ определяется следующи-

ми уравнениями:

‘Xt+– = ϕ
š(Xt+–, t+–)+ψ

š(Xt+–, t+–)V1(t+–);

αtm1+ βtm2+ γt = m0, m0 = Mϕš(Xt+–, t+–),

m1 = Mξ, m2 = Mηϕ1,

αt = (κ01 − βtκ21)κ
−1
11 ,

βt = κ02κ
−1
22 ,

κ01 = M(ϕš −m0)ξ
T,

κ02 = M(Xt − �Xt)ϕ
T
1 η(Yt, �Xt, t)

T +

+Mψ(Xt, Yt, t)
Tψ1(Xt, Yt, t)

Tη(Yt, �Xt, t)
T,

κ22 = Mη(Yt, �Xt, t)ψ1Xt, Yt, t)ν(t)ψ(Xt, Yt, t)
T ×

× η(Yt, �Xt, t)
T (detκ22 6= 0); (21)

αtκ11 +M( �Xt+– −Xt+–)(ξ
TαTt + γ

T
t )

∂ξT

∂ �Xt+–

=

= κ′01 − βtκ
′
21,

κ′01 = κ01 +M(Xt+– − �Xt+–)
∂ξT

∂t
+

+M
{
(Xt+– − �Xt+–)ϕ

T
1 − βtηψ1ν2ψ

T
1

}
×

×
(
∂

∂y
+ ηTβTt

∂

∂ �Xt+–

)
ξT +

1

2
M(Xt+– − �Xt+–)×

×
{
tr

[
ψ1ν2ψ

T
1

(
∂

∂y
+ 2ηTβTt

∂

∂ �Xt+–

)
∂T

∂y

]
+

+ tr

[
βtηψ1ν2ψ

T
1 β
T
t

∂

∂ �Xt+–

∂T

∂ �Xt+–

]}
ξT,

κ′21 = M(ηϕ1 −m2)ξ
T. (22)
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При этом, когда функции ϕ1 и ψ1 не зависят

от Yt, достаточно знать двумерное распределение

[XTt
�XTt ]

T, определяемое следующим уравнением для

характеристической функции:

∂g2(λ1, λ2, µ1, µ2; t, s)

∂s
= M

{
iµT1 ϕ

š(Xs, s) +

+ iµT2

[
ϕš( �Xs, s) + βsη( �Xs, s)ϕ1(Xs, s) + γ3

]
+

+ χ(ψš(Xs, s)
Tµ1 + ψ1(Xs, s)

Tη( �Xs, s)
TβTs µ2; s)

}
×

× exp
{
iλT1Xt + iλ

T
2
�Xt + iµ

T
1Xs + iµ

T
2
�Xs

}
(23)

с начальными условиями

g2(λ1, λ2, µ1, µ2; t, t) = g1(λ1+µ1, λ2+µ2; t, s). (24)

Теорема 4.2. Пусть векторный СтП
[
XTt Y

T
t N

T
t

]T
определяется уравнениями (11) и имеет конечные од-

но- и многомерные вероятностные моменты, а также

выполнены условия теоремы 3.2. Тогда задачу УОЭ

в случае автокоррелированной помехи в наблюдениях

решают с помощью уравнений (21)–(24). В случае ко-

гда функции ϕ1, ξ и η, а следовательно, и ϕs+1 и ψ1 не

зависят от Yt = Y
(0)
t , двумерное распределение век-

торного СтП [XTt N
T
t
�XTt ]

T определяется следующим

уравнением для характеристической функции:

∂g2(λ1, λ2, , λ3, µ1, µ2, µ3; t1, t2)

∂t2
=

= M
{
iµT1 ϕ

š(Xt2 , t2) + µ
T
2 ϕ(Nt2 , t2) +

+ iµT3

[
αt2ξ(Y

′′
t2 ,
�Xt2 , t2) +

+ βt2η(Y
′′
t2 ,
�Xt2 , t2)ϕs+1(Xt2 , Nt2 , t2) + γt2

]
χ(“µ; t2)×

× exp
{
iλT1Xt1 + iλ

T
2Nt1 + iλ

T
3
�Xt3 + iµ

T
1Xt2 +

+ iµT2Nt2 + iµ
T
3
�Xt3

}}
. (25)

Здесь “µ— матрица-столбец, состоящая из двух бло-
ков:

“µ1 = ψ
š(Xt2 , t2)

Tµ1;

“µ2 = ψ0(Nt2 , t2)
Tµ2 +

+ ψ1(Xt2 , Nt2 , t2)
Tη(Y ′′

t2 ,
�Xt2 , t2)

TβTt2µ3,

где

Y ′′
t =

[
ϕ1(Xt, Nt, t)

T · · ·ϕs(Xt, Nt, t)
T
]T
.

5 Заключение
В предположении, что наблюдения не влияют

на объект наблюдения для дифференциальных не-
явных гауссовских СтС, приводимых к явным при

автокоррелированной помехе в наблюдениях, раз-
работаны методы нелинейной УОФ и УОЭ по Пу-
гачёву.

В качестве примеров для приведенных неяв-
ных дифференциальных СтС, например методом
регрессионной линеаризации исходных неявных
уравнений объекта, могут быть использованы ре-
зультаты [2, разд. 5.3–5.5], а также [3–5].

Методы допускают обобщение на случаи, когда
наблюдения оказывают влияние на объект, уравне-
ния объекта и системы наблюдения содержат слу-
чайные параметры, а также для байесовых крите-
риев условной оптимальности.

Представляет интерес обобщение результатов на
задачи условно-оптимального оценивания (фильт-
рации, экстраполяции и интерполяции) и управле-
ния для неявных эредитарных дифференциальных
систем, в первую очередь неявных функциональ-
но-дифференциальных систем [2, 6–14].
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СТАТИСТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ОЦЕНКИ

СРЕДНЕКВАДРАТИЧНОГО РИСКА МЕТОДА БЛОЧНОЙ

ПОРОГОВОЙ ОБРАБОТКИ В ЗАДАЧАХ НЕПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ

РЕГРЕССИИ СО СЛУЧАЙНОЙ СЕТКОЙ∗

О. В. Шестаков1

Аннотация: Методы вейвлет-анализа в сочетании с процедурами пороговой обработки широко использу-
ются в задачах непараметрической регрессии при оценивании функции сигнала по зашумленным данным.
Их популярность объясняется адаптивностью к локальным особенностям исследуемых функций, высо-
кой скоростью алгоритмов обработки и оптимальностью получаемых оценок. Анализ погрешностей
данных методов представляет собой важную практическую задачу, поскольку позволяет оценить качество
как самих методов, так и используемого оборудования. Иногда природа данных такова, что регистрация
наблюдений производится в случайные моменты времени. Если точки отсчетов образуют вариацион-
ный ряд, построенный по выборке из равномерного распределения на отрезке регистрации данных, то
использование стандартных процедур пороговой обработки оказывается адекватным. В данной работе
рассматривается метод блочной пороговой обработки, в котором коэффициенты вейвлет-разложения
обрабатываются группами, что позволяет учитывать информацию о соседних коэффициентах. Проведен
анализ оценки среднеквадратичного риска этого метода и показано, что при определенных условиях
данная оценка оказывается сильно состоятельной и асимптотически нормальной.

Ключевые слова: вейвлеты; блочная пороговая обработка; случайные отсчеты; несмещенная оценка риска
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1 Введение

Вейвлеты — очень удобный и эффективный
инструмент для решения задач непараметрическо-
го оценивания функций. Их основные преиму-
щества — низкая вычислительная сложность, ло-
кальная адаптивность и оптимальность получаемых
оценок. Обычно методы вейвлет-анализа приме-
няются в сочетании с процедурами покоординат-
ной пороговой обработки. К наблюдаемых данным
применяется дискретное вейвлет-преобразование,
получаемые эмпирические вейвлет-коэффициенты
сравниваются с заданным пороговым значением,
и если абсолютная величина коэффициента оказы-
вается меньше этого значения, то он обнуляется.
Самыми популярными стали процедуры жесткой
и мягкой пороговой обработки. Они позволяют
строить оценки, которые с точностью до логариф-
мического множителя обеспечивают минимаксный
порядок среднеквадратичного риска для функций
из пространств Бесова [1–6].

В работе [7] предложен метод пороговой обра-
ботки, при котором вейвлет-коэффициенты обра-
батываются не отдельно, а блоками, что позволя-

ет учитывать информацию о соседних коэффици-
ентах. При надлежащем выборе размера блоков
и порогового значения получаемые оценки имеют
минимаксный порядок среднеквадратичного риска
без логарифмического множителя [8].

Упомянутые методы разработаны для дискрет-
ных отсчетов исследуемой функции сигнала, за-
данных на равномерной сетке и содержащих белый
гауссовский шум. В некоторых приложениях нет
возможности регистрировать отсчеты сигнала че-
рез равные промежутки времени [9]. Иногда при-
рода сигнала такова, что регистрация его отсчетов
производится в случайные моменты времени.

В работах [10, 11] рассмотрен случай, когда от-
счеты образуют вариационный ряд, построенный
по выборке из равномерного распределения на за-
данном отрезке, и показано, что порядок средне-
квадратичного риска остается таким же, как в слу-
чае равномерной неслучайной сетки.

Большое практическое значение также имеет
оценка среднеквадратичного риска, которая зави-
сит только от наблюдаемых данных и дает воз-
можность оценивать качество получаемых оценок
исследуемых сигналов. В работах [12–18] показано,

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 22–11–00212).
1Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова, факультет вычислительной математики и кибернетики;

Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук; Московский центр фундамен-
тальной и прикладной математики, oshestakov@cs.msu.ru
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что для равноотстоящих отсчетов эта оценка ока-
зывается сильно состоятельной и асимптотически
нормальной.

В данной работе рассматривается случайная сет-
ка с равномерным распределением отчетов. Рав-
номерное распределение может возникнуть в си-
туации, когда моменты регистрации наблюдений
образуют пуассоновский процесс, поскольку услов-
ное распределение скачков пуассоновского процес-
са при их фиксированном числе совпадает с распре-
делением вариационного ряда, построенного по
выборке из равномерного распределения. Такие
модели могут возникать, например, в астрономии
при изучении интенсивности излучения космиче-
ских объектов. В работе показывается, что и в этой
ситуации оценка среднеквадратичного риска оста-
ется асимптотически нормальной и сильно состоя-
тельной.

2 Метод обработки
коэффициентов
вейвлет-разложения

Пусть вейвлет-функция ψ(t) имеет конечный
носитель, r непрерывных производных и r нуле-
вых моментов (например, ψ(t) — соответствующая
вейвлет-функция Добеши). Обозначим

ψj,k(t) = 2
j/2ψ(2jt− k).

Индекс j называется масштабом, а индекс k —
сдвигом. Семейство {ψj,k}j,k∈Z образует ортонор-
мированный базис в L2(R), и для функции сигнала
f ∈ L2(R) разложение по вейвлет-базису имеет вид:

f =
∑

j,k∈Z

〈f, ψj,k〉ψj,k. (1)

Преимущество разложения (1) заключается в «эко-
номном» представлении функций, т. е. для доволь-
но широкого класса функций лишь относительно
небольшое число коэффициентов в (1) заметно от-
лично от нуля.

Если вейвлет-функция ψ имеет r непрерывных
производных и r нулевых моментов, определим при
r > γ > 0 и 1 6 p, q 6 ∞ полунорму последователь-
ности вейвлет-коэффициентов выражением

|f |Bγ
p,q
=




∞∑

j=0


2sj

(∑

k

|〈f, ψj,k〉|p
)1/p




q

1/q

,

где s = γ + 1/2 − 1/p. Далее будем считать, что f
задана на отрезке [0, 1]и принадлежит пространству
БесоваBγ

p,q(A) (A > 0), т. е. |f |Bγ
p,q

6 A (в частности,

пространство Гельдера ˜γ(A) = Bγ
∞,∞(A)). При

этом вейвлеты модифицированы соответствующим
образом, чтобы семейство {ψj,k}j,k∈Z образовывало
ортонормированный базис в L2([0, 1]) [11].

Предположим, что отсчеты f(x) регистрируют-
ся в некоторые моменты времени и содержат ад-
дитивный белый гауссовский шум, т. е. рассмотрим
следующую модель данных:

Yi = f(xi) + εi, i = 1, N ,

где εi независимы и имеют нормальное распределе-
ние с нулевым средним и дисперсиейσ2. Чаще всего
предполагается, что N задано и xi образуют равно-
мерную сетку, т. е. xi = i/(N + 1), i = 1, N . Од-
нако в некоторых прикладных задачах регистрация
отсчетов сигнала происходит в случайные момен-
ты времени. Рассмотрим важный для приложений
случай, в котором случайные моменты регистрации
независимы и равномерно распределены на отрезке
[0, 1]. Предполагается, что моменты регистрации не
зависят от εi, i = 1, N .

Упорядочив моменты регистрации, запишем
модель данных в следующем виде:

Yi = f(x(i)) + εi, i = 1, N . (2)

где 0 6 x(1) < · · · < x(N) 6 1— вариационный ряд,
построенный по выборке xi, i = 1, N , из равномер-
ного распределения на отрезке [0, 1]. Наблюдения
состоят из пар (x(1), Y1), . . . , (x(N), YN ), в которых
расстояния между отсчетами в общем случае не рав-
ны. Наряду с (2) рассмотрим выборку с равными
расстояниями между отсчетами:

(
1

N + 1
, Z1

)
, . . . ,

(
N

N + 1
, ZN

)
, (3)

где

Zi = f

(
i

N + 1

)
+ εi, i = 1, N .

Для того чтобы можно было пользоваться метода-
ми вейвлет-анализа, N должно равняться 2J при
некотором целом J > 0. Тогда к выборке (3) можно
применить дискретное ортогональное вейвлет-пре-
образование и получить набор эмпирических вейв-
лет-коэффициентов

Wj,k = µj,k + ξj,k, j = 0, J − 1 , k = 0, 2j − 1 ,

где ξj,k — независимы и имеют такое же рас-
пределение, как и εi; µj,k — коэффициен-
ты дискретного вейвлет-преобразования выборки
f (1/(N + 1)) , . . . , f (N/(N + 1)). Далее, не ограни-
чивая общности, будем полагать, что N = 2J .
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Затем для подавления шума обычно применя-
ются методы пороговой обработки. Самые распро-
страненные из них – методы жесткой и мягкой по-
роговой обработки и их модификации [1–4,19–24].
При использовании этих методов происходит срав-
нение абсолютной величины каждого коэффици-
ента с некоторым порогом (например, универ-
сальным порогом, равным σ

√
2 logN ), и если это

значение оказывается меньше порога, то коэф-
фициент считается шумом и обнуляется. Такие
методы обрабатывают каждый коэффициент от-
дельно, не используя информацию о других ко-
эффициентах. Этот недостаток можно устра-
нить, используя блочную пороговую обработку,
при которой решение об обнулении принимает-
ся одновременно к группе соседних коэффициен-
тов [7].

Пусть Bj,1, . . . , Bj,Mj
— разбиение множества

индексов {0, . . . , 2j − 1} на блоки одинаковой дли-
ны L (для удобства предположим, что 2j делится
на L). Пусть S2j,m =

∑
k∈Bj,m

W 2
j,k. Оценки коэф-

фициентов µj,k вычисляются по правилу

Ŵj,k =

(
1− TLσ2

S2j,m

)

+

Wj,k,

j = 0, J − 1 , k ∈ Bm,

т. е. если величина
∑

k∈Bj,m
W 2

j,k меньше порога

TLσ2, то все коэффициенты в рассматриваемом
блоке обнуляются.

На качество оценок, получаемых с помощью
блочной пороговой обработки, естественно влияют
размер блока L и значение порога T . В работе [8]
показано, что при L = logN достигается баланс
между локальной и глобальной адаптивностью ме-
тода блочной пороговой обработки, и если при этом
T ∗ ≈ 4,50524 (T ∗ – корень уравнения T − logT −
− 3 = 0), то среднеквадратичный риск оказывает-
ся в минимаксном смысле (почти) оптимальным.
В данной работе рассматриваются именно такие
значения L и T .

При применении дискретного вейвлет-преоб-
разования к выборке (2) получится набор эмпири-
ческих вейвлет-коэффициентов

Vj,k = νj,k + ξj,k, j = 0, J − 1 , k = 0, 2j − 1 .

Здесь νj,k — коэффициенты дискретного вейв-
лет-преобразования выборки f

(
x(1)

)
, . . . , f

(
x(N)

)
.

В общем случае Vj,k не равны Wj,k, а νj,k не рав-
ны µj,k. Однако к Vj,k можно применить ту же
процедуру, что и к коэффициентам Wj,k, и полу-

чить оценки V̂j,k.

3 Несмещенная оценка
среднеквадратичного риска
и ее свойства

Среднеквадратичный риск для выборки со слу-
чайными точками отсчета определим как

Rν =

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

E
(
V̂j,k − µj,k

)2
. (4)

Определим также среднеквадратичный риск для
выборки с равными расстояниями между отсче-
тами:

Rµ =
J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

E
(
Ŵj,k − µj,k

)2
.

В [11] показано, что при блочной пороговой об-
работке достигается минимаксный порядок сред-
неквадратичного риска (4).

Теорема 1. Пусть f ∈ Bγ
p,q(A) ∩ ˜2γ/(2γ+1)(A) и за-

дана на отрезке [0, 1]. Пусть вейвлет-функция ψ
имеет r непрерывных производных и r нулевых момен-

тов. Если 2 6 p 6 ∞, 1 6 q 6 ∞ и 1/2 < γ < r, то

Rν 6 C · 2J/(2γ+1),

где C — некоторая положительная константа.

Аналогичное утверждение справедливо и для
Rµ [8]. Таким образом, замена равноотстоящих
точек регистрации на случайные не ухудшает оцен-
ку порядка среднеквадратичного риска.

В выражении (4) присутствуют неизвестные ве-
личины «чистых» коэффициентовµj,k, поэтому вы-
числить значение риска Rν на практике нельзя.
Однако его можно оценить непосредственно по на-
блюдаемым данным. По аналогии с [8] в качестве
оценки риска будем использовать величину

R̂ν =

J−1∑

j=0

Mj∑

m=1

Fj,m, (5)

где

Fj,m =
[
Lσ2 +

+
T 2L2σ4 − 2TLσ4(L− 2)

“S2j,m
· 11
(
“S2j,m > TLσ2

)
+

+
(
“S2j,m − 2Lσ2

)
· 11
(
“S2j,m 6 TLσ2

)]
,

а “S2j,m =
∑

k∈Bj,m
V 2j,k. В ситуации с неслучайной

равномерной сеткой отсчетов такая оценка риска
оказывается несмещенной.
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Величина (5) дает возможность получить пред-
ставление о погрешности, с которой оценивается
функция сигнала при использовании только на-
блюдаемых данных. Докажем утверждение об асим-
птотической нормальности оценки (5), которое,
в частности, позволяет строить асимптотические
доверительные интервалы для Rν .

Теорема 2. Пусть f ∈ Bγ
p,q(A) ∩ ˜2γ/(2γ+1)(A) и за-

дана на отрезке [0, 1]. Пусть вейвлет-функция ψ
имеет r непрерывных производных и r нулевых момен-

тов. Если 2 6 p 6 ∞, 1 6 q 6 ∞ и 1/2 < γ < r,

тогда при J → ∞

P

(
R̂ν −Rν

σ2
√
2J+1

< x

)
→ �(x),

где�(x)— функция распределения стандартного нор-

мального закона.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Наряду с R̂ν рассмотрим

R̂µ =

J−1∑

j=0

Mj∑

m=1

Gj,m,

где

Gj,m =
[
Lσ2 +

+
T 2L2σ4 − 2TLσ4(L− 2)

S2j,m
· 11
(
S2j,m > TLσ2

)
+

+
(
S2j,m − 2Lσ2

)
· 11
(
S2j,m 6 TLσ2

) ]
,

и запишем разность R̂ν −Rν в виде

R̂ν −Rν = R̂µ −Rµ + R̃,

где
R̃ = R̂ν − R̂µ − (Rν −Rµ).

В [16] показано, что

P

(
R̂µ −Rµ

σ2
√
2J+1

< x

)
→ �(x) при J → ∞ .

Следовательно, для доказательства теоремы доста-
точно показать, что

R̃√
2J

P−→ 0 при J → ∞ .

Если γ > 1/2, то в силу теоремы 1 и аналогичного
утверждения из работы [8]

Rν(f, Tγ)−Rµ(f, Tγ)√
2J

→ 0 при J → ∞ .

Пусть j0 ≈ J/(2γ + 1). Представим R̂ν − R̂µ

в виде

R̂ν − R̂µ = S1 + S2,

где

S1 =

j0−1∑

j=0

Mj∑

m=1

(Fj,m −Gj,m) ;

S2 =

J−1∑

j=j0

Mj∑

m=1

(Fj,m −Gj,m) .

Поскольку для некоторой константы CF > 0 [8]

|Fj,m −Gj,m| 6 CFT
∗L п. в., (6)

то для γ > 1/2

S1√
2J

→ 0 п. в. при J → ∞ .

Далее,

S2 =
J−1∑

j=j0

Mj∑

m=1

(Fj,m −Gj,m) =
J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

(V 2j,k−W 2
j,k) +

+

J−1∑

j=j0

Mj∑

m=1

(
U( “S2j,m)− U(S2j,m)

)
, (7)

где

U(S2) =

[
T 2L2σ4 − 2TLσ4(L − 2)

S2
− S2 +

+ 2Lσ2
]
· 11
(
S2 > TLσ2

)
.

Рассмотрим первую сумму:

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

(V 2j,k −W 2
j,k) =

=

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

(ν2j,k−µ2j,k)+2
J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

ξj,k(νj,k−µj,k).

Условное распределение этой суммы при фикси-
рованных xi нормально с математическим ожи-

данием
∑J−1

j=j0

∑2j−1
k=0 (ν

2
j,k − µ2j,k) и дисперсией

4σ2
∑J−1

j=j0

∑2j−1
k=0 (νj,k − µj,k)

2.

Так как f ∈ Bγ
p,q(A)∩˜2γ/(2γ+1)(A), то, повторяя

рассуждения работы [25] с учетом леммы 3 из [10]
и леммы 4 из [11], можно показать, что

1

2J/2
Ex

∣∣∣∣∣∣

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

(ν2j,k − µ2j,k)

∣∣∣∣∣∣
→ 0 ;

1

2J/2
Ex

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

(νj,k − µj,k)
2 → 0 . (8)
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Следовательно, применяя неравенство Маркова,
получаем, что

1

2J/2

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

(ν2j,k − µ2j,k)
P−→ 0 ;

1

2J/2

J−1∑

j=j0

2j−1∑

k=0

(νj,k − µj,k)
2 P−→ 0

при J → ∞. Таким образом,

∑J−1

j=j0

∑2j−1

k=0
(V 2j,k −W 2

j,k)

2J/2

P−→ 0 при J → ∞ .

Во второй сумме в (7) содержатся индикаторы,
в которых либо “S2j,m > TLσ2, либо S2j,m > TLσ2,

причем
∑2j−1

k=0 µ
2
j,k → 0 при J → ∞ для всех j >

> j0 [16]. Повторяя рассуждения из работы [12]
с использованием (8) и леммы 2 из работы [8], мож-
но показать, что эти суммы при делении на 2J/2

также сходятся к нулю по вероятности. Теорема
доказана.

Помимо асимптотической нормальности оцен-
ка (5) также обладает свойством сильной состо-
ятельности.

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2.
Тогда при любом λ > 1/2

R̂ν − Rν

2λJ
→ 0 п. в. при J → ∞ .

Поскольку выполнено (6) и при фиксирован-
ных xi слагаемые в (5) условно независимы, дока-
зательство этой теоремы аналогично доказательству
соответствующего утверждения из работы [15].

Теоремы 2 и 3 дают теоретическое обоснова-
ние использования значения R̂ν в качестве оценки
неизвестной величины риска (погрешности) Rν ,
а также дают возможность строить асимптотиче-
ские доверительные интервалы для Rν .
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Abstract: Wavelet analysis methods in combination with thresholding procedures are widely used in nonparametric
regression problems when estimating a signal function from noisy data. Their popularity is explained by their
adaptability to local features of the functions under study, high speed of processing algorithms, and optimality of
the estimates obtained. Error analysis of these methods is an important practical task, since it allows one to estimate
the quality of both the methods themselves and the equipment used. Sometimes, the nature of the data is such
that observations are recorded at random points in time. If the sample points form a variation series of a sample
from a uniform distribution over the data recording interval, then the use of standard thresholding procedures is
adequate. This paper considers the block thresholding method, in which the wavelet decomposition coefficients are
processed in groups that allows one to take into account information about neighboring coefficients. An analysis
of the mean square risk estimate of this method is carried out and it is shown that under certain conditions, this
estimate turns out to be strongly consistent and asymptotically normal.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ЦЕНОВОЙ ЭЛАСТИЧНОСТИ СПРОСА

НА АВИАЦИОННЫЕ ПЕРЕВОЗКИ В УСЛОВИЯХ

ОГРАНИЧЕННОСТИ СТАТИСТИЧЕСКИХ ДАННЫХ

И. В. Урюпин1, А. А. Сухарев2

Аннотация: Рассматривается задача оценки потенциала изменения объемных показателей перевозок
в авиатранспортной системе (АТС) РФ в зависимости от стоимости перевозки. Предложен подход
и математическая модель для оценки ценовой эластичности спроса в условиях ограниченности открытых
статистических ресурсов как для национального уровня, так и для отдельно взятого маршрута. Имеющаяся
проблема неполноты данных по тарифам решена за счет построения дополнительной регрессионной
модели зависимости средних значений тарифа от дальности перевозки. Полученный результат может
быть использован для решения широкого класса актуальных задач в сфере авиационной деятельности,
включая создание и эксплуатацию авиатехники. Применение модели демонстрируется на примере
оценки потенциала изменения спроса на перевозки при замещении существующих типов самолетов
перспективными образцами на конкретной авиалинии и в транспортной системе в целом.

Ключевые слова: авиатранспортная система; авиалинии; авиаперевозки; математическое моделирование;
эластичность спроса
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1 Введение

Авиатранспортная система представляет собой
динамическую систему, функционирование кото-
рой зависит от внешних условий развития страны,
включая протекающие социально-экономические
процессы [1]. Функции управления в АТС РФ
выполняют органы государственной власти, осу-
ществляющие ряд таких ключевых операций, как
планирование, организация, анализ и контроль,
мотивация и координация. В качестве примеров
таких управляющих воздействий можно привести:
субсидирование перевозок3 [2], позволяющее по-
высить потенциальный спрос; развитие наземной
инфраструктуры4, повышающей доступность авиа-
перевозок; финансирование развития авиацион-
ных технологий [3], обеспечивающих снижение
стоимости перевозки. Наряду с авиационными
важное место занимает развитие информационных
технологий, которые значительно упрощают про-
цесс разработки новых перспективных воздушных
судов (ВС). Например, на начальных стадиях про-
ектирования для моделирования компоновочной
схемы [4] или весового облика судна [5].

Разумеется, управление предполагает наличие
информативной обратной связи, включая различ-
ные прогнозные инструменты [6, 7], на основе
которых осуществляется корректировка управля-

ющих воздействий. Ключевым показателем ка-
чества управления АТС служит оценка спроса на
авиаперевозки, выраженная в приращении пасса-
жиропотока.

В настоящее время модели оценки чувствитель-
ности спроса на авиаперевозки используют для ре-
шения широкого спектра задач. В частности, они
применяются авиакомпаниями для выстраивания
стратегий продаж [8], прогнозирования спроса на
перевозки, балансировки спроса и предложения
при оптимизации доходности [9]. Органами го-
сударственной власти ценовая эластичность при-
нимается во внимание при определении политики
нормативного регулирования [10] и развития авиа-
транспортной отрасли [11]. Кроме того, чувстви-
тельность спроса важно учитывать при оптимиза-
ции облика перспективной авиационной техники,
поскольку, как показано в [12], оптимальные пара-
метры летательного аппарата существенно зависят
от ценовой эластичности спроса.

В литературе описан ряд математико-экономи-
ческих моделей, предназначенных для решения пе-
речисленных выше задач. К наиболее простым
видам таких моделей относятся линейные зависи-
мости спроса от различных параметров, в которых,
например, может применяться двухшаговый метод
наименьших квадратов (МНК) [13] или авторегрес-

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, uryupin93@yandex.ru
2Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики», alx.sukharev@gmail.com
3Постановление Правительства РФ от 02.03.2018 № 215.
4Постановление Правительства РФ от 20.12.2017 № 1596.
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сия с распределенным лагом [14]. Более распро-
страненной моделью в исследованиях спроса на
перевозки считается логлинейная зависимость [15,
16]. Существенный плюс таких моделей — просто-
та использования в них фиктивных переменных,
характеризующих структурную разницу между
маршрутами и мультипликативным характером вза-
имодействия факторов. При этом чаще всего для
оценки параметров модели применяется двухша-
говый МНК с использованием инструментальных
переменных, что обусловлено наличием среди объ-
ясняющих факторов слабо экзогенной переменной,
отвечающей за тариф на перевозку (предложение)
и косвенно зависящей от спроса. В то же время из-
за учета большого числа факторов в логлинейных
моделях их применение требует большого объема
разной статистической информации, которая за-
частую ограничена, что существенно сказывается
на возможности их верификации.

Наряду с оценкой чувствительности спроса
можно найти множество современных примеров
успешного использования классических регресси-
онных моделей, приобретающих актуальность за
счет эффективного использования информацион-
ных технологий. Так, в работе [17] регрессия
в сочетании с техникой баз данных и геоинформа-
ционных систем позволили создать классическую
экспертную систему для нетипичной области при-
менения. Между тем, несмотря на большую исто-
рию и множество результатов, регрессии и связан-
ные с ними вопросы остаются актуальными и для
теоретических изысканий, как, например, в рабо-
тах [18–20].

Обзор работ по оценке спроса на авиаперевоз-
ки за последние 10–15 лет, приведенный в [21],
и анализ работ [13–16, 22–24] показали, что со-
временные исследования в области эластичности
спроса на авиаперевозки за рубежом направлены
преимущественно на оценку спроса на националь-
ном уровне. Это касается стран как с развитыми
рынками авиаперевозок, так и с развивающимися.
Среди ключевых факторов, оказывающих влияние
на спрос, выделяются:

(1) валовой внутренний продукт или доход насе-
ления;

(2) объемные показатели рынка;

(3) стоимость перевозок.

Меньшее число работ посвящено анализу чув-
ствительности спроса на маршрутах между кон-
кретно взятыми городами, что, предположительно,
обусловлено ограниченным доступом к необходи-
мым статистическим данным. В таких исследо-
ваниях применяется дополнительно сегментация

рынка авиаперевозок по следующим ключевым
критериям:

– протяженность маршрута — короткий (включа-
ющий альтернативный транспорт) или дальний
(безальтернативный);

– цель поездки — туристическая или деловая;

– тип рейса — международный или внутренний;

– вид рейса — прямой или с пересадками.

На фоне значительного корпуса зарубежных ис-
следований обращает на себя внимание крайне ма-
лое число работ, посвященных оценке чувствитель-
ности спроса на авиаперевозки в российской АТС.
Из отечественных работ рассматриваемая тематика
представлена в [25] в рамках создания автомати-
зированной системы прогнозирования пассажиро-
оборота с учетом эластичности спроса в интересах
компаний группы «Аэрофлот». Однако доступность
и применимость результатов указанного исследо-
вания ограничена по двум причинам. Во-первых,
предлагаемая в работе модель запатентована [26].
Во-вторых, в качестве исходных данных систе-
ма использует конфиденциальную статистическую
информацию, сбор и агрегация которой доступ-
ны только при внутрикорпоративном применении
данной разработки в крупной авиакомпании.

В статье предложена математическая модель
приращения пассажиропотока/пассажирооборота
с учетом ценовой эластичности спроса в условиях
ограниченности открытых статистических данных,
доступных в РФ. Построение модели реализовано
в три этапа.

На первом этапе путем метаанализа релевант-
ных работ [13–16, 21–26], проведенных на мате-
риале разных стран и регионов мира по тематике
моделирования ценовой эластичности, выявлены
ключевые факторы, оказывающие влияние на чув-
ствительность спроса к изменению цены для мо-
делей для двух разных уровней агрегации: наци-
онального и маршрутов. Выявленные факторы
проанализированы на предмет доступности в РФ
необходимой для их оценки статистической базы,
т. е. целесообразности их включения в модель для
АТС РФ. Кроме того, на основе [13–16, 21–26] про-
анализированы взаимосвязи оценок эластичности
на национальном уровне и на уровне отдельных
маршрутов.

На втором этапе с использованием найденных
факторов и доступной статистической информа-
ции построена регрессионная модель эластичности
спроса для национального уровня РФ. Расширение
модели до уровня маршрутов проведено путем при-
менения к оценке коэффициента эластичности для
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национального уровня РФ выявленных взаимосвя-
зей между национальными уровнями и уровнями
маршрутов.

На третьем этапе проведена апробация предло-
женной модели на примере задачи оценки потен-
циала изменения пассажиропотока от внедрения
нового типа техники в АТС РФ.

2 Условия применения
и требования к модели

С учетом [13–16, 21–26], а также доступной ста-
тистической информации в РФ для построения мо-
дели оценки ценовой эластичности спроса для АТС
в работе были использованы следующие доступные
данные:

– годовые значения пассажиропотока россий-
ских авиакомпаний за 2000–2022 гг. и распи-
сание полетов за 2022 г.1;

– численность населения и уровень номинальных
доходов с учетом эскалации2;

– средний тариф на авиаперевозку.

Для определения текущего среднего тарифа на
авиаперевозки по линиям могут быть использованы
данные кеша поисковых запросов на сайте авиа-
билетов Aviasales3, работающего с данными пяти
систем бронирования: Amadeus, Travelport (включа-
ющая «Галилео» и Worldspan), «Сирена», Sabre, —
а также 45 агентств и 728 авиакомпаний.

Доступ к запросам систем бронирования позво-
ляет получить такую информацию об авиационных
пассажирских перевозках, как маршрут (аэропорт
вылета и прилета), дата вылета и дата, когда билет
был найден, стоимость и дальности перевозки.

На рис. 1 проиллюстрирована зависимость тари-
фа от дальности, полученная по данным Aviasales.
Помимо того, что непосредственно наблюдается
разброс цен, первичный анализ позволил выделить
наиболее значимые факторы, влияющие на тариф
перевозки. Среди них можно выделить три: кон-
куренцию на линии, дальность перелета, разницу
между датой вылета и датой бронирования билета.
Из них наибольшее влияние на стоимость перевоз-
ки оказывает ее дальность, которой себестоимость
авиаперевозки фактически пропорциональна. Вли-
яние оставшихся двух факторов объясняют около
0,1 вариации.

Рис. 1 Зависимость стоимости перевозки от дальности:
1 — агрегированные средние значения с шагом 100 км
(y = 2,25x+ 12 151,49, R2 = 0,80)

Поскольку уровень рентабельности АТС РФ
принимает околонулевые и отрицательные значе-
ния4, говорить о наличии ускоренного роста тари-
фа по сравнению с себестоимостью не приходится.
Можно ожидать, что уровень рентабельности про-
должит находиться около нуля. В этом случае изме-
нение тарифа будет происходить синхронно с из-
менением полной себестоимости перевозки. Такой
характер изменения величин объясняется высокой
конкурентной напряженностью рынка авиаперево-
зок5. Это подтверждается и практикой тарифной
политики авиакомпаний, значительное число кото-
рых вынуждены сохранять тарифы даже при низкой
или отрицательной рентабельности перевозок [27].

Таким образом, на основе рассмотренных до-
ступных данных может быть построена математи-
ческая модель оценки влияния изменения тари-
фа на объемные показатели перевозок в АТС РФ,
в частности применимая для решения задачи оцен-
ки эффекта замещения существующих самолетов
перспективными типами ВС.

3 Модель оценки ценовой
эластичности спроса
на авиаперевозки

3.1 Базовая модель эластичности спроса

Для моделирования эластичности спроса в АТС
РФ наиболее полной с точки зрения учета факто-
ров считается логлинейная модель, представленная
в [16]. Однако ввиду ограниченного и неконфи-
денциального набора статистической информации

1По данным https://www.tch.ru/ru-ru/Stc-and-statistics/Pages/stc-and-statistics.aspx.
2По данным https://fedstat.ru.
3https://www.aviasales.ru.
4По данным https://www.tch.ru/ru-ru/Stc-and-statistics/Pages/stc-and-statistics.aspx за 2022 г.
5https://www.iata.org/en/iata-repository/pressroom/fact-sheets/industry-statistics.
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в РФ модель нереализуема для решения приклад-
ных задач. Поэтому предлагается альтернативная
модель, представляющая собой линейную регрес-
сию, которая отражает зависимость годового пас-
сажиропотока от численности населения, а так-
же средних взвешенных значений душевого дохода
и тарифа на авиаперевозки, скорректированных на
индекс потребительских цен.

Так как существует корреляция между предыду-
щими значениями уровня доходов и текущими зна-
чениями пассажиропотока, предлагаемая модель
может быть представлена тремя вариантами:

Модель 1 с зависимостью от текущих значений
(R2 = 0,9873):

Pax = C Populationk1Incomek2t Fare
k4 ; (1)

Модель 2 с распределенным лагом по уровню дохо-
дов (учитываются значения уровня дохода в те-
кущем и предшествующем годах) (R2 = 0,9956):

Pax =

= C Populationk1Incomek2t Income
k3
t−1Fare

k4 ; (2)

Модель 3 с лагом по уровню дохода (учитывает-
ся значение уровня дохода в предшествующем
году) (R2 = 0,9947):

Pax = C Populationk1Incomek3t−1Fare
k4 , (3)

где Pax — пассажиропоток, млн пасс.; C, k1, k2, k3
и k4 — коэффициенты модели; Population — чис-
ленность населения, млн чел.; Fare— средний уро-
вень тарифа в постоянных ценах; Incomet — уровень
номинальных доходов в том же году в постоянных
ценах; Incomet−1 — уровень номинальных доходов
в предшествующем году в постоянных ценах.

Построенные модели обладают хорошей ап-
проксимирующей способностью (рис. 2), при этом
коэффициенты в моделях без распределенного ла-
га (1) и (3) отражают прямую зависимость пасса-
жиропотока от численности населения и уровня
дохода и обратную — от уровня тарифа, что соот-
ветствует здравому смыслу.

В случае модели (3) с распределенным лагом
положительная связь с объясняемой переменной
имеется у численности населения и уровня дохода
в предыдущий год, а отрицательная — у уровня та-
рифов и уровня дохода в текущем году, что может
свидетельствовать об избыточности данных. При
этом доверительный интервал коэффициента при
уровне дохода в текущем году, в отличие от осталь-
ных коэффициентов, включает 0, а значит, может
менять знак.

Рис. 2 Реальные и предсказанные по модели значения
пассажиропотока: 1 — модель 1; 2 — модель 2; 3 — мо-
дель 3; 4 — линейная (модель 1 — y = 0,9993x + 0,1648,
R2 = 0,993); 5 — линейная (модель 3 — y = 0,9907x +

+ 0,5674, R2 = 0,9863)

Поскольку коэффициенты детерминации R2

моделей (2) и (3) близки по значениям, но при этом
в (3) содержится на одну переменную меньше и все
найденные коэффициенты значимы, то эта модель
принята как основная. Возможным объяснением
того, что уровень доходов в текущем году оказался
менее значимой переменной, чем уровень доходов
в предыдущем году, служит тот факт, что существует
лаг в несколько месяцев между изменением уровня
доходов и ростом перевозок. При этом основной
объем выплат приходится на вторую половину го-
да, а основной объем перевозок выполняется во
втором и третьем кварталах года. Таким образом,
увеличение доходов в предыдущем году влияет на
текущий пассажиропоток в большей степени, чем
увеличение доходов в текущем году.

Построенные модели позволяют оценить элас-
тичность спроса по цене для национального уровня.
Для выбранной в качестве основной модели (3) она
составляет E = −0,6929.

3.2 Эластичность при значительном
отклонении от статистического
тарифа

В рассмотренных работах [13–16, 21–26] спрос
оценивается как линейная функция от изменения
тарифа. Это вполне обосновано при небольших
изменениях тарифа, когда коэффициент эластич-
ности можно принять постоянным. Моделиро-
вание ценовой эластичности спроса для широкого
диапазона относительного изменения тарифа пока-
зало, что при больших относительных изменениях
тарифа эластичность существенно изменяется и ве-
дет себя нелинейно (рис. 3).
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Рис. 3 Зависимость эластичности спроса от относитель-
ного изменения тарифа: 1–3 — модели 1–3

Для учета влияния этого явления в оценку элас-
тичности предлагается ввести поправку, зависящую
от относительного изменения тарифа. В этом слу-
чае выражение для эластичности примет вид:

E(L,–Fare) =
(
1 + a1–Fare + a2–Fare

2 +

+ a3–Fare
3
)−1

E0(L). (4)

Здесь

E0(L) =

=





E1 при L < L1 ;

E1 +
E2 − E1
L2 − L1

(L− L1) при L ∈ [L1, L2] ;

E2 при L > L2 ,

(5)

где L — протяженность маршрута; –Fare — отно-
сительное изменение тарифа; E1 — эластичность
для ближнемагистральных маршрутов; L1 — даль-
ность, до которой маршруты относятся к ближ-
немагистральным; E2 — эластичность для дальне-
магистральных маршрутов; L2 — дальность, после
которой маршруты относятся к дальнемагистраль-
ным.

На основе работ [13–16, 21–26] границы L1
и L2 с учетом продуктовых стратегий перевозок
альтернативными авиационному видами транспор-
та (автомобильным и железнодорожным) для РФ
можно принять равными 1000 км для L1 и 2000 км
для L2. При определенной эластичности спро-
са для национального уровня (E = −0,6929) АТС
РФ по характеристикам спроса на авиаперевозки
находится между АТС Азии и Африки, что позволя-
ет оценить коэффициент эластичности для ближ-
немагистральных маршрутов в среднем на уровне
E1 = −1,2, а для дальних — на уровне E2 = −1,09.
Значения коэффициентов для поправок вида (4)–
(5) составят: a1 = 0,8671; a2 = −0,0749; a3 = 0,0092.

3.3 Оценка эффекта
от внедрения авиатехники

Мерой эффекта от внедрения новой авиатех-
ники выбран прирост пассажиропотока на лини-
ях, возникающий на конкурентных рынках из-за
снижения цены билета. Задача оценки эффекта
сводится к поиску максимального прироста объ-
ема перевозок пассажиров среди применяемых на
линии типов ВС. Предполагалось, что эксплуатиру-
емые типы ВС будут полностью замещены новыми.
Прирост пассажиропотока на линии между аэро-
портами A и B для i-го ВС определен по формуле:

–PAXABi
=

(
a

(
Z − Zi

Zi

)3
+ b

(
Z − Zi

Zi

)2
+

+ c

(
Z − Zi

Zi

)
+ 1

)−1
E(Z − Zi)DABSiLFNi

Pi
,

где E — коэффициент эластичности спроса; Z —
себестоимость в новом типе ВС (руб./кресло-кило-
метр); Zi — себестоимость i-го ВС на линии AB
(руб./кресло-километр); DAB — кратчайшее рас-
стояние между координатами двух аэропортов A
и B (ортодромия); Si — число кресел в i-м ВС на
линииAB;LF— коэффициент загруженности;Pi —
тариф i-го ВС на линии AB; первый сомножитель
в правой части формулы — поправка к эластично-
сти, зависящая от изменения тарифа, a, b и c —
поправочные коэффициенты; Ni — число рейсов,
совершенных i-м ВС на линии AB. Максимальное
значение прироста пассажиропотока на линии AB
определяется формулой:

–PAX∗
AB = max

i
–PAXABi

, i = 0, 1, . . . (6)

Прирост пассажиро-километров от внедрения
типа может быть рассчитан умножением прироста
пассажиропотока на ортодромию соответствующей
линии:

–RPKAB = –PAX
∗
ABDAB .

Поиск максимума в (6) осуществляется перебо-
ром всех ВС, применимых на линии и удовлетворя-
ющих ограничению на число кресел.

При поиске прироста для всего массива линий
максимум ищется для каждой отдельно взятой ли-
нии. В этом случае кроме ограничения на пассажи-
ровместимость дополнительным критерием выбор-
ки линий служит диапазон дальностей, на которых
новый тип ВС планируется использовать. Линии
с ортодромией, не попавшей в диапазон, не рас-
сматриваются.
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4 Результаты эксперимента

Работоспособность предлагаемой модели це-
новой эластичности спроса демонстрируется
на примере решения прикладной задачи оцен-
ки потенциального влияния на спрос замены
эксплуатируемого типа самолета альтернативным
перспективным самолетом, обеспечивающим воз-
можность осуществления перевозок по более вы-
годному тарифу за счет обеспечиваемого им бо-
лее низкого уровня затрат на кресло-километр
(себестоимости). Оценка проведена для гипо-
тетической замены разного масштаба: в первом
случае — для одной авиалинии; во втором — на
всей российской системе внутренних авиапере-
возок. Сбор необходимых данных по тарифам
осуществлен с помощью обращения к функциям
API-доступа системы бронирования Aviasales [28].
Пример запроса к данным имеет следующий вид:
http://api.travelpayouts.com/v2/prices/latest?currency
=rub&origin=MOW&destination=LED&period type
=year&page=1&limit=2&show to a©liates=false&
one way=false&token=ôÏËÅÎ.1

Реализация сбора и хранения данных осуще-
ствлена в автоматизированном режиме в период
с августа 2022 г. по июль 2023 г. В указанный пери-
од собраны около 7,5 млн записей о 12 757 прямых
рейсах и их тарифах.

Для первого случая рассмотрен модельный при-
мер внедрения нового перспективного самолета на
линии Москва (SVO) – Екатеринбург (SVX). Оце-
нивается влияние на спрос замены эксплу-
атируемых самолетов пассажировместимостью
150–200 кресел на новый тип самолета, обеспе-
чивающий себестоимость перевозок 3,45 руб. за
кресло-километр. Результат внедрения нового ВС
с такими характеристиками для выбранной линии
представлен в табл. 1.

Расчет показал, что при заданных параметрах
наибольший эффект будет достигнут при замеще-
нии новым типом самолетов Боинг 737-800 (в моди-
фикации с винглетс). Потенциальный прирост пас-
сажиропотока составит 9,1 тыс. пасс. что обеспечит
приращение транспортной работы на 13,1 млн пас-
сажиро-километров (пкм) в год.

Для второго случая рассмотрен пример заме-
ны существующих самолетов на всей АТС РФ на
перспективный самолет со следующими характе-
ристиками: себестоимость перевозки 3,6 руб. за
кресло-километр; предполагаемая пассажировмес-
тимость — 150–250 кресел; дальность эксплуатации
с типовой полной загрузкой — 1500–2500 км. Ре-
зультат расчета внедрения нового ВС с заданными
параметрами в АТС РФ представлен в табл. 2.

Расчет показал, что заданный диапазон даль-
ностей соответствует 329 линиям, что составляет

Таблица 1 Внедрение нового типа ВС на линии Москва (SVO) – Екатеринбург (SVX)

Тип ВС
Число рейсов

в год
– себестоимости Прирост, пасс. Прирост, % Прирост, пкм

А320нео 339 −0,06 372 0,90 534 814
А321нео 8 0,08 −14 −1,16 −20 036
А320 164 −0,11 311 1,56 446 597
А320 (шарклетс) 976 −0,06 1072 0,90 1 539 760
А321 118 0,08 −206 −1,16 −295 526
А321 (шарклетс) 344 0,31 −2336 −4,53 −3 357 166
B737-800 (винглетс) 1603 −0,29 9151 4,26 13 150 379
B737-800 99 −0,20 397 2,99 569 790

Таблица 2 Моделирование внедрения нового типа ВС в АТС РФ

Тип ВС – себестоимости Прирост, пасс. Прирост, пкм
Число
линий

Доля от общего
числа линий, %

А320нео 0,09 −2720 −5 827 617 19
А321нео 0,23 −2152 −4 242 938 4
А320 0,04 −1315 −2 555 389 41 3,67
А320 (шарклетс) 0,09 −783 −1 273 564 20
А321 0,23 −100 −194 930 10
B737 −0,94 98 979 194 641 193 27

9,08B737-800 (винглетс) −0,14 254 449 474 076 658 139
B737-800 −0,05 5131 8 857 026 67
B737-900 (винглетс) −0,14 346 646 528 2

1Токен, полученный в личном кабинете после регистрации.
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12,75% всех линий в 2022 г., причем для 9,08% ли-
ний внедрение нового типа ВС приведет к приро-
сту пассажиропотока (суммарно 359 тыс. чел), а для
3,67% будет наблюдаться отрицательный эффект
(суммарно 7 тыс. чел). Наибольший эффект для
АТС РФ будет достигнут при замещении новым ти-
пом ВС самолетов Боинг 737-800 (в модификации
с винглетс). При замещении данного типа новым
потенциальный прирост может составить 254,4 тыс.
пассажиров или 474 млн пкм в год.

5 Заключение
В работе представлена модель оценки влияния

изменения тарифа на объемные показатели пере-
возок в авиатранспортной системе РФ в условиях
ограниченности статистических данных. Исполь-
зована регрессионная модель оценки пассажиро-
потока на авиационном транспорте в АТС России
по двум независимым переменным: численности
населения и среднему уровню тарифа с распреде-
ленным лагом 1 год, коэффициент детерминации
которой составляет R2 = 0,993. На базе этой мо-
дели коэффициент эластичности спроса по цене на
национальном уровне составляет E = −0,6929.

На основе анализа статистических данных для
условий РФ выявлены значения, характеризующие
нелинейный характер изменения эластичности по
цене при больших отклонениях тарифа от средне-
го уровня. Предложена поправка, позволяющая
оценивать коэффициенты эластичности в зависи-
мости от протяженности линии. Определено, что
полученные значения эластичности спроса по це-
не авиаперевозки на уровне маршрутов в среднем
составляют −1,2 и −1,9 для ближнемагистральных
и дальних маршрутов соответственно.

Полученные результаты могут быть использова-
ны коммерческими авиакомпаниями, разработчи-
ками авиатехники, органами государственной влас-
ти. С учетом отечественной специфики модели
ценовой эластичности авиаперевозок целесообраз-
но применять также при оценке эффектов от субси-
дирования или изменения фискальной политики,
оценке влияния на АТС ввода новой продукции
гражданского авиастроения, оценке воздействия
санкций на рынок авиаперевозок и решении других
задач.
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Abstract: The paper is aimed to suggest a model describing the influence of air fares on air transportation demand
in the Russian air transportation system. The authors suggest an approach and a mathematical model for the price
elasticity of air travel demand estimation in the Russian Federation both at the national level and for a single
route. In the context of limited statistical information, the problem of incomplete data on tariffs was solved by an
additional regression model of the dependence of tariffs on the distance of transportation. The results of the study
contribute to airline practitioners and stakeholders by providing a Russian-context-specific allied instrument for
estimating the influence of the air fare change on air transportation demand to solve a range of tasks related to
aircraft design and operation. The article demonstrates the use of the obtained model to assess the potential for
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changes in demand for transportation when replacing existing types of aircraft with advanced models on a specific
route and in the whole Russian air transportation system.
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ОПТИМИЗАЦИЯ ПРОХОЖДЕНИЯ ОГРАНИЧЕННОГО

ПО ВРЕМЕНИ ТЕСТА ПО КВАНТИЛЬНОМУ КРИТЕРИЮ∗

Я. Г. Мартюшова1, А. В. Наумов2, А. Е. Степанов3

Аннотация: Сформулирована задача построения оптимальной стратегии прохождения ограниченного
по времени теста в виде задачи стохастического программирования с вероятностными ограничениями.
В качестве стратегии выступает набор заданий теста, максимизирующий число набранных за тест
баллов, превышение которого при одновременном выполнении ограничения на время выполнения теста
гарантируется с выбранным заранее уровнем доверительной вероятности, выступающим параметром
задачи. Случайными параметрами задачи служат время ответа пользователя на каждое задание теста
и правильность ответа пользователя на задание, моделируемая случайной величиной с распределением
Бернулли. Полученная задача стохастического программирования с вероятностными ограничениями
сводится к детерминированной целочисленной задаче математического программирования. Предлагается
алгоритм поиска оптимального решения.

Ключевые слова: ограниченный по времени тест; задача с вероятностными ограничениями; целочислен-
ное математическое программирование
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1 Введение

Разработке адаптивных технологий в теории
тестирования посвящено достаточно много ра-
бот [1–9]. В большинстве случаев в рассматри-
ваемых моделях ставится задача адаптации име-
ющихся тестов под уровень знаний тестируемого
с целью формирования его будущей индивидуаль-
ной траектории обучения или тестирования. Как
правило, это касается формирования промежуточ-
ных тестов в системах дистанционного обучения
(СДО), подобных СДО МАИ CLASS.NET [10, 11],
где хранится информация о работе пользователей,
обработка которой, в том числе методами машин-
ного обучения, позволяет достигнуть цели адап-
тации [6, 7, 12]. При этом используются матема-
тические модели различных случайных величин,
описывающих поведение пользователя, напри-
мер времени решения тестируемым заданий те-
ста [2, 13, 14].

В большинстве случаев структура теста известна
заранее с точностью до типов используемых зада-
ний. Это касается не только процесса тестирования
в СДО, но и других областей образовательного про-
цесса, например подготовки к сдаче абитуриентами
единого государственного экзамена (ЕГЭ). Пред-
шествующий процесс обучения и подготовки тес-
тируемого к прохождению теста позволяет обосно-
ванно использовать частоту правильного решения

тестируемым типовых заданий в качестве параметра
случайной величины с распределением Бернулли,
описывающей правильность решения соответству-
ющего задания теста. Хороший обзор современ-
ных подходов к формированию адаптивных тестов
в рамках CAT-теории (computerized adaptive testing)
предложен в первой части работы [15]. Все рас-
смотренные в этой работе подходы направлены на
формирование организаторами тестирования наи-
лучших по определенному критерию тестов с целью
наиболее объективного оценивания уровня знаний
тестируемых.

Однако на процесс тестирования можно взгля-
нуть с противоположной стороны, со стороны тес-
тируемого. Он преследует свои цели — наилучшим
образом пройти тест по определенному критерию,
например по критерию максимизации числа на-
бранных за тест баллов или максимизации веро-
ятности сдачи теста. Все это делает актуальным
не только задачу построения адаптивного теста
в рамках формирования индивидуальной траекто-
рии пользователя СДО, но и задачу выбора самим
тестируемым оптимальной стратегии прохождения
теста.

Такая модель была рассмотрена авторами ста-
тьи [16], где сформулирована задача выбора опти-
мальной последовательности решения тестиру-
емым заданий теста по критерию максимизации
вероятности набора за тест не меньше определен-
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ного числа баллов в условиях ограниченности теста
по времени и фиксированного числа баллов, начис-
ляемых тестируемому за верное решение каждого
задания.

В данной работе рассматривается не менее ак-
туальная задача максимизации тестируемым числа
набранных за тест баллов в условиях наличия допол-
нительного вероятностного ограничения на время
выполнения теста. Данная задача, по сути, эквива-
лентна квантильной постановке, для которой в слу-
чае дискретного распределения вектора случайных
параметров, рассмотренного в работе, на основе до-
верительного метода [17] предложена эквивалент-
ная детерминированная задача смешанного цело-
численного программирования [18]. Постановки
задачи, подобные рассмотренным в данной работе
и в работе [16] c вероятностными критериями ка-
чества, ранее в литературе не рассматривались.
Эквивалентные им задачи математического про-
граммирования имеют большую размерность, не
позволяющую эффективно использовать извест-
ные алгоритмы решения подобных задач.

Авторы предлагают эффективный численный
алгоритм решения исходной задачи, использу-
ющий ее структуру. Исходные данные взяты из [16].
В работе проводится сравнительный анализ эф-
фективности предложенного алгоритма и алгорит-
ма решения эквивалентной задачи математическо-
го программирования.

Таким образом, основным результатом работы
стал алгоритмический аппарат, способный форми-
ровать стратегию прохождения пользователями ин-
формационных образовательных технологий про-
межуточных и финальных тестов по вероятностным
критериям качества в различных системах дистан-
ционного обучения и тестирования, в которых
доступна статистика работы пользователя, позволя-
ющая определить частоту правильных ответов тес-
тируемого на задания различного типа и построить
модель времени, затрачиваемого им на рассмотре-
ние задания. Требования к использованию предла-
гаемого алгоритмического аппарата заключаются
в умении пользоваться современными решателями
задач математического программирования или ре-
ализовывать предложенный алгоритм средствами
различных языков программирования, например
Python.

2 Постановка задачи

В рассматриваемой постановке задачи учитыва-
ется влияние вектора случайных параметров Z =
= (colXT, TT), состоящего из двух подвекторов X
и T . Координата вектора X моделирует правиль-

ность решения соответствующего задания теста, со-
стоящего из n заданий. Реализация Xi, равная
единице, соответствует правильно решенному i-му
заданию теста, а реализацияXi, равная нулю, моде-
лирует неверное решение этого задания. Параметр
распределения Бернулли может быть оценен час-
тотой правильного решения тестируемым заданий
i-го типа в подготовительный период. Независи-
мость случайных величинXi представляется доста-
точно естественным предположением в рассматри-
ваемой модели. Координаты вектора T моделируют
время ответа пользователя на соответствующее за-
дание теста. Случайные величины Ti, i = 1, n,
также предполагаются независимыми. Хорошо из-
вестны непрерывные распределения времени от-
вета пользователя на задание, такие как логнор-
мальное [2] или гамма-распределение [13]. Однако
их использование не позволяет найти точное ре-
шение рассматриваемой задачи, ориентируясь на
поиск гарантирующих или асимптотически точных
решений с помощью сложных оптимизационных
процедур. Естественно предположить, что случай-
ные величины X и T зависимы. В данной работе
для описания условных распределений случайной
величины Ti при условии, что Xi принимает зна-
чение 0 или 1, используется простая дискретная
модель времени ответа с тремя значениями, мо-
делирующими ситуации быстрого решения, стан-
дартного решения и решения с затруднениями. Та-
ким образом, случайный векторZ имеет дискретное
распределение с числом реализацийD = 2n ·3n. Ве-
роятности каждой реализации могут быть найдены
с помощью формулы умножения вероятностей, ес-
ли использовать условное распределение времени
ответа тестируемого на задания теста при условиях
правильного или неправильного его решения.

В качестве стратегии тестируемого выступает
набор заданий (первая группа заданий), которые
он предполагает решать в первую очередь в услови-
ях наличия вероятностного ограничения на время
выполнения теста. Стратегия может быть описана
вектором булевых переменных u ∈ {0, 1}n, где

ui ,





1 , если i-е задание теста

попадает в первую группу;

0 , если i-е задание теста

не попадает в первую группу.

За каждое i-е задание теста начисляется bi бал-
лов, величины bi представляют собой координаты
вектора b ∈ Rn. Время выполнения теста ограниче-
но величиной T . Цель тестируемого — максимиза-
ция числа набранных за тест баллов.

Рассмотрим следующую оптимизационную за-
дачу:
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ϕ→ max
u∈{0,1}n,ϕ

(1)

при ограничениях

P




∑

i=1,n

uiXibi ≥ ϕ ,
∑

i=1,n

uiTi ≤ T



 ≥ α . (2)

В ней величина доверительной вероятности α ∈
∈ (0, 1) играет роль параметра. Для существования
решения этой задачи потребуется выполнение не-
равенства

max
u∈{0,1}n

P




∑

i=1,n

uiTi ≤ T



 > α .

Задача (1), (2) относится к задачам стохастиче-
ского программирования с булевыми переменными
и вероятностным ограничением. Первое неравен-
ство в этом ограничении обеспечивает превышение
набранным за тест суммарным баллом некоторого
порогового уровня, который стремится максими-
зировать тестируемый. Второе ограничение обес-
печивает непревышение тестируемым фиксирован-
ного времени T , выделяемого на тест.

Как уже было сказано выше, число всех воз-
можных реализаций вектора случайных парамет-
ров col (XT, TT) равно D = 2n · 3n. Рассмотрим
вектор δ ∈ {0, 1}D, каждая координата которого со-

ответствует одной из реализаций col (xvT , tv
T

) век-
тора col (XT, TT) и может принимать значение 0
или 1. Пусть œ , eTb, где e = (1, . . . , 1)T ∈
∈ Rn, т. е. œ =

∑
i=1,n bi — максимальное число

баллов, которое можно набрать за тест. Пусть pv =

= P (col (XT, TT) = col (xvT , tv
T

)), v = 1, D. Тогда
на основании доверительного метода [17] с исполь-
зованием методики, предложенной в [18], задача
стохастического программирования (1), (2) может
быть сведена к детерминированной задаче смешан-
ного линейного программирования:

ϕ→ max
u∈{0,1}n,δ∈{0,1}D,ϕ

(3)

при ограничениях

ϕ ≤ (1− δv)œ +
∑

i=1,n

uix
v
i bi, v = 1, D ; (4)

uTtv ≤ δvT + (1− δv)T
MAX, v = 1, D ; (5)

∑

v=1,D

pvδv ≥ α , (6)

где TMAX — сумма максимальных реализаций слу-
чайных величин Ti, i = 1, n.

На основе утверждения, доказанного в [18],
можно показать, что задачи (1), (2) и (3)–(6) экви-
валентны в следующем смысле:

(1) для любой стратегии (uα, ϕα), оптимальной
в задаче (1), (2), найдется δα такая, что стра-
тегия (uα, ϕα, δα) будет оптимальной в зада-
че (3)–(6);

(2) для любой стратегии(u∗, ϕ∗, δ∗), оптимальной
в задаче (3)–(6), стратегия (u∗, ϕ∗) будет опти-
мальной в задаче (1), (2).

Задача (3)–(6), как уже было сказано выше, име-
ет значительную размерность, что осложняет ее
решение стандартными оптимизационными про-
цедурами решения задач смешанного линейного
программирования. С другой стороны, даже по-
верхностный анализ свойств исходной задачи (1),
(2) позволяет сделать следующие выводы.

Утверждение 1.
Для задачи (1), (2) справедливо:

(а) оптимальное значение критерияϕα этой задачи
является целой величиной;

(б) функция

P(ϕ) = max
u∈{0,1}n

P




∑

i=1,n

uiXibi ≥ ϕ,
∑

i=1,n

uiTi ≤ T





монотонно не возрастает по ϕ;

(в) величина ϕα представляет собой максимальное
из целых значений ϕ, при которых P(ϕ) ≥ α.

Доказательство данного утверждения достаточно
очевидно и в силу экономии места не приво-
дится. Данное утверждение позволяет предло-
жить следующий алгоритм решения исходной зада-
чи (1), (2).

3 Алгоритм решения
сформулированной задачи
с вероятностным ограничением

Если размерность задачи (3)–(6) допускает ее
решение стандартными процедурами из известных
библиотек оптимизационных программ, то реше-
ние исходной задачи может быть найдено с их по-
мощью. Однако эта задача содержит дополнитель-
ный вектор переменных оптимизации δ ∈ {0, 1}D

большой размерности, что с учетом большого числа
ограничений делает ее трудноразрешимой и требу-
ет разработки специальных алгоритмов решения,
учитывающих структуру задачи.

В качестве альтернативы предлагается следу-
ющая модификация алгоритма решения задачи
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максимизации вероятности успешного прохожде-
ния ограниченного по времени теста, предложен-
ная в [16].

Шаг 0.
Положимϕ∗:=0, аu∗ ∈ {0, 1}n равным нулевому

вектору.
На этом шаге инициируется внешний цикл пе-

ребора возможных значений переменной ϕ.
Шаг 1.
Из всех 2n стратегий u ∈ {0, 1}n выбираем N ,

образующих множество U , для элементов которого
выполнены условия

n∑

i=1

uibi ≥ ϕ∗;

n∑

i=1

uiT
min ≤ T ,

где Tmini — минимальная из всех возможных реа-
лизаций случайной величины Ti, i = 1, n. Смысл
в том, что отсеиваются стратегии, заведомо не под-
ходящие по суммарному времени или числу баллов
даже в самом оптимистичном случае, когда все вы-
бранные для решения задачи решены верно и за
минимально возможное время.

Перенумеруем все элементы множества U . Та-
ким образом, число от 1 до N однозначно опреде-
ляет элемент множества. Под um будем понимать
m-й элемент множества U . Положим m:=1, P∗:=0,
а u∗∗ ∈ {0, 1}n равным нулевому вектору.

На этом шаге инициируется внешний цикл пе-
ребора всех N выбранных стратегий оптимизации.

Шаг 2.
Если m > N , то переходим к шагу 6. В против-

ном случае полагаем Pm:=0, где Pm — вспомога-
тельный параметр для расчета вероятности выпол-
нения ограничений.

Шаг 3.
Предположим, что вектор um содержит ров-

но K единиц. Предположим, что ненулевы-
ми компонентами вектора um стали компоненты
с номерами i1, i2, . . . , iK . Рассмотрим подвектор
col (Xi1 , Xi2 , . . . , XiK

) случайного вектора X . По-
ложим J :=2K, а j:=1.

На этом шаге инициализируется цикл перебора
всех возможных реализаций col (xj

i1
, xj

i2
, . . . , xj

iK
),

j = 1, 2K .
Шаг 4.
Если j > J и Pm > P∗, то полагаем P∗:=Pm,

u∗∗:=um, m:=m+ 1 и переходим к шагу 2.
Если j > J и Pm ≤ P∗, то полагаем m:=m + 1

и переходим к шагу 2.
Если j ≤ J и выполняется условие

∑

i∈{i1,i2,...,iK}

um
i x

j
i bi ≥ ϕ∗

для реализации col (xj
i1
, xj

i2
, . . . , xj

iK
), то полагаем

L:=3K, l:=1 и переходим к шагу 5.
В противном случае полагаем j:=j+1 и перехо-

дим к началу шага 4.
На этом шаге инициализируется цикл перебора

всех возможных реализаций col (tli1 , t
l
i2 , . . . , t

l
iK
), l =

= 1, L, подвектора col (Ti1 , Ti2 , . . . , TiK
) случайного

вектора T .
Шаг 5.
Если l > L, то полагаем j:=j + 1 и переходим

к шагу 4. В противном случае, если выполняется
условие ∑

i∈{i1,i2,...,iK}

um
i t

l
i ≤ T

для реализации col (tli1 , t
l
i2
, . . . , tliK

), полагаем

Pm:=Pm +
∏

i∈{i1,i2,...,iK}

P
(
Ti = t

l
i|Xix

j
i

)
P
(
Xi = x

j
i

)
.

Полагаем l:=l+ 1 и переходим к началу шага 5.
Шаг 6.
Если величина P∗ ≥ α, то полагаем ϕ∗:=ϕ∗ +

+ 1, u∗:=u∗∗ и переходим к шагу 1. В против-
ном случае полагаем оптимальное значение крите-
рия равным ϕ∗, а оптимальное значение стратегии
равным u∗. Равенство ϕ∗ нулю соответствует от-
сутствию допустимого решения рассматриваемой
задачи.

Пункт (б) утверждения 1 позволяет ускорить
поиск оптимального значения критерия задачи, ре-
ализовав в предложенном алгоритме метод дихо-
томии по переменной ϕ. Заметим, что во всех
вложенных циклах, рассмотренных в алгоритме,
происходит существенное сокращение объема тре-
буемого перебора возможных значений перемен-
ных оптимизации. Объем полного перебора может
сократиться на порядок в зависимости от выбран-
ных значений параметров задачи α и T .

4 Результаты численного
эксперимента

В целях сравнения и верификации результатов
численного эксперимента исходные данные взяты
из [16], где они получены на основе анализа функ-
ционирования СДО МАИ CLASS.NET [9]. Будем
предполагать число заданий в тесте n = 10.

Согласно данным, приведенным в [16], Tmax =
= 3830 с. Зависимости оптимальных решений
от значений параметров задачи α и T , получен-
ные в результате работы предложенного алгоритма,
представлены в табл. 1 и 2.
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Таблица 1 Зависимость оптимального решения задачи
от параметра α при T = 0,8Tmax

α
Оптимальная
стратегия u∗

Оптималь-
ное значение
критерия ϕ∗

Время
расчета,

с
0,4 [1. 1. 1. 0. 1. 1. 1. 1. 1. 1.] 13 533
0,5 [1. 1. 1. 0. 1. 1. 1. 1. 1. 1.] 12 529
0,6 [1. 1. 1. 0. 1. 1. 1. 1. 1. 1.] 11 522
0,7 [1. 1. 1. 0. 1. 1. 1. 1. 1. 1.] 11 522
0,8 [1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 0. 1.] 9 497
0,9 [1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 0. 1.] 8 476

Таблица 2 Зависимость оптимального решения задачи
от параметра T при α = 0,8

T
Оптимальная
стратегия u∗

Оптималь-
ное значение
критерия ϕ∗

Время
расчета

с
0,4Tmax [0. 0. 1. 1. 1. 1. 0. 1. 0. 0.] 5 155
0,5Tmax [1. 1. 1. 1. 1. 1. 0. 1. 0. 0.] 6 414
0,6Tmax [1. 1. 1. 1. 1. 1. 0. 1. 0. 1.] 7 451
0,7Tmax [1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 0. 1.] 9 497
0,8Tmax [1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 0. 1.] 9 502
0,9Tmax [1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 1.] 10 523

Таблица 3 Сравнительный анализ времени (в секундах)
работы различных алгоритмов решения исходной задачи
при разных n

n
Алгоритм
полного
перебора

Решение
эквивалентной

задачи линейного
программирования

Авторский
алгоритм

1 0,132 0,104 0,143
2 0,292 0,195 0,198
3 0,590 0,325 0,409
4 0,476 2,049 0,426
5 1,54 13,125 0,524
6 2,21 399,955 1,72
7 4,88 661,013 2,52
8 32,239 — 10,3
9 408,02 — 61,2

10 8304,4 — 432

Для решения задачи были использованы сред-
ства вычислительной системы IBM CPLEX. Рас-
четы проводились на компьютере ASUS X550LC
(Intel Core i5 2,3 GHz, 8Gb RAM) (табл. 3). Про-
черки в табл. 3 означают, что решение не было
найдено указанным способом за предельное время,
выделяемое на решение задачи.

Как видно из табл. 1–3, значения параметров
задачи существенно влияют на скорость работы ал-
горитма. С увеличением выделяемого на тестиро-
вание времени и снижением уровня доверительной
вероятности существенно возрастает объем пере-
бора допустимых значений оптимизационных пе-
ременных задачи, что приводит к росту времени

счета. Сравнительный анализ полученных в рамках
численного эксперимента результатов с результата-
ми, полученными в [16], показывает их согласован-
ность. Алгоритм, предложенный в работе, оказы-
вается надстроечным по отношению к алгоритму,
описанному в [16], поэтому сравнительный анализ
времени работы различных алгоритмов, предло-
женный в табл. 3, еще больше, чем в [16], подчер-
кивает эффективность предложенного авторского
алгоритма решения рассматриваемой задачи.

5 Заключение

Рассмотренная задача стохастического про-
граммирования с вероятностным ограничением,
предназначенная для поиска оптимальной страте-
гии прохождения ограниченного по времени теста
по критерию максимизации набранного за тест чис-
ла баллов, сводится к детерминированной задаче
большой размерности, решение которой сопряже-
но со значительными вычислительными трудно-
стями при большом числе заданий в тесте. Вместе
с тем проведенные исследования позволили пред-
ложить эффективный алгоритм решения исходной
задачи, существенно сокращая перебор возможных
значений ее дискретных переменных оптимизации.

В работе использованы исходные данные, при-
веденные ранее в статье [16], где аналогичная за-
дача решалась по критерию максимизации веро-
ятности преодоления набранным за тест числом
баллов некоторого фиксированного уровня. Полу-
ченные в работе результаты полностью согласуют-
ся с результатами, полученными на основе анализа
модели, рассмотренной в [16].

Проведенный сравнительный анализ решений
рассматриваемой задачи различными алгоритмами
по ряду параметров показал эффективность пред-
ложенного авторами алгоритма решения.
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Abstract: The problem of constructing an optimal strategy for passing a time-limited test in the form of a stochastic
programming problem with probabilistic constraints is considered. The strategy is a set of test tasks that maximizes
the number of points scored for the test, the excess of which, while simultaneously fulfilling the limit on the time of
the test, is guaranteed with a preselected confidence level, acting as a task parameter. The random parameters of the
task are the user’s response time to each test task and the correctness of the user’s response to the task modeled by
a random variable with a Bernoulli distribution. The resulting stochastic programming problem with probabilistic
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constraints is reduced to a deterministic integer mathematical programming problem. An algorithm to solve the
initial problem is presented.
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О ДИСПЕТЧЕРИЗАЦИИ В ОДНОМ КЛАССЕ

ДВУХФАЗНЫХ СИСТЕМ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ∗

М. Г. Коновалов1, Р. В. Разумчик2

Аннотация: Рассматривается модель частично наблюдаемой системы с одним диспетчером без очереди
для хранения поступающих заданий и параллельным обслуживанием (без потерь) на одном из конечного
числа узлов. Ограничение в наблюдаемости предполагает, что принятое диспетчером решение относи-
тельно вновь поступившего задания исполняется со случайной задержкой. Модель представляет собой
двухфазную систему массового обслуживания (СМО) с неограниченным числом приборов на первой фазе
и конечным числом однолинейных СМО на второй фазе. Предложен метод порождения новых диспет-
черизаций, в основе которого лежит идея о комбинировании классических статических и динамических
алгоритмов по некоторому (эвристическому) правилу. Численные эксперименты на марковских моделях
показывают, что при большом размере второй фазы новые диспетчеризации дают устойчивый выигрыш
по классическим целевым функционалам.

Ключевые слова: системы с параллельным обслуживанием; диспетчеризация; управление нагрузкой;
случайная задержка
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1 Постановка задачи

Рассматривается двухфазная СМО с неограни-
ченным числом приборов на первой фазе и N ≥ 2
однолинейными СМО с очередями неограничен-
ной емкости (пронумерованных числами от 1 до N
без повторений) на второй фазе3. На вход системы
поступает K ≥ 1 независимых случайных потоков,
каждая заявка которых сначала должна пройти об-
служивание на одном приборе первой фазы, а затем
в одной (и только одной) из СМО второй фазы. Вре-
мена обслуживания заявки i-го потока на первой
фазе и в СМО с номером j независимы (а между по-
токами — независимы в совокупности), не зависят
от входящего потока и имеют произвольные4 рас-
пределения Di и Bij соответственно. Дисциплины
обслуживания заявок в СМО второй фазы пред-
полагаются одинаковыми5. Решение yn о том, на
какой из СМО второй фазы должна быть обслуже-
на заявка, поступившая в момент tn, принимается
(диспетчером) мгновенно в момент ее поступле-

ния. Пусть Fi — распределение времен между по-
ступлениями заявок i-го потока, – ≥ 0 — наперед
заданная постоянная. Положим ~F = (F1, . . . , FK),
~D = (D1, . . . , DK), ~Bi = (Bi1, . . . , Bin). Для при-
нятия решения относительно заявки, поступившей
в момент tn, диспетчер может руководствоваться:

– распределениями ~F , ~D, ~B1, . . . , ~BK ;
– моментами поступления предыдущих заявок
0 ≤ t1 < · · · < tn−1, их размерами6 и приня-
тыми в эти моменты решениями y1, . . . , yn−1;

– временем обслуживания поступившей заявки,
текущим числом заявок на первой фазе и пол-
ной информацией7 о состоянии каждой из
СМО второй фазы в момент tn −–.

Обозначим через Vn время, проведенное в сис-
теме заявкой, поступившей в момент tn. Ставится
задача отыскания такой стратегии y = {yn, n =
= 1, 2, . . .}, которая минимизирует стационарное
среднее время пребывания заявки в системе, опре-
деляемое как8

∗Работа выполнялась с использованием инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычис-
ления и большие данные» (ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, mkonovalov@ipiran.ru
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, rrazumchik@ipiran.ru
3Предполагается, что производительности всех приборов в системе одинаковы и равны единице, а время, затрачиваемое заявкой

на переход с фазы на фазу, пренебрежимо мало.
4Распределения Di предполагаются невырожденными. В вырожденном случае рассматриваемая система эквивалентна класси-

ческой однофазной системе с соответствующим образом видоизмененными входящими потоками (см., например, [1, разд. 5]).
5Для определенности — FIFO (first in, first out), которая остается дисциплиной по умолчанию во многих коммерческих продуктах

(Google Borg Scheduler и др.).
6Отсутствие подобной информации о поступающих заявках до некоторой степени позволяют скомпенсировать специальные

процедуры [2].
7Например, информацией о числе заявок каждого потока, об остаточном времени обслуживания заявки на приборе и т. д.
8Для рассматриваемого типа систем решение вопроса о существовании конечного предела следует из условия, что нагрузка на

систему не превышает единицы.
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V
(
y; ~F , ~D, ~B1, . . . , ~BK ,–

)
= lim

m→∞

1

m

m∑

n=1

EyVn, (1)

где Ey — интегрирование по мере, порождаемой
последовательностью y.

2 Обзор литературы

Сформулированная задача относится к про-
должающемуся циклу работ [3, 4] по пробле-
ме оптимальной диспетчеризации в моделях сис-
тем распределенных вычислений с частичной
наблюдаемостью. В рамках этого цикла частичная
наблюдаемость понимается как отсутствие у дис-
петчера в моменты принятия решений точной ди-
намической информации о состоянии системы.
Строго говоря, это условие предполагает – > 0
в (1). Однако нетрудно видеть, что и случай – = 0
эквивалентен частичной наблюдаемости: в момент
поступления заявки диспетчеру недоступна инфор-
мация о состояниях СМО второй фазы на момент
окончания обслуживания поступившей заявки на
первой фазе.

Сложность структуры математической модели,
которую нетрудно формализовать, исходя из данно-
го в разд. 1 описания, чрезвычайно затрудняет про-
движение в ее аналитическом рассмотрении. Не-
обходимо, однако, отметить, что, поскольку любые
результаты в этом направлении способствуют более
глубокому пониманию поведения тех или иных по-
казателей производительности, исследования ак-
тивно развиваются. Анализ литературы показывает,
что (абстрагируясь от встречающихся всевозмож-
ных дополнительных особенностей функциониро-
вания) основные усилия продолжают сосредоточи-
ваться на случае1 N = 1 (отсутствие диспетчера);
из сравнительно недавних работ здесь стоит отме-
тить [5–9]. Судя по открытым источникам, случай

N ≥ 2 рассматривался в литературе только при вы-
рожденных распределениях ~D. Классические зада-
чи диспетчеризации (или распределения ресурсов,
размещения заданий, маршрутизации), по которым
накоплен огромный объем литературы, предпола-
гают – = 0 в (1). И те же постановки при – > 0,
хотя и известны давно, изучены сравнительно мало:
разработка содержательных правил принятия дис-
петчером решений по «устаревшей» информации
требует выработки новых подходов. Здесь продви-
нуться аналитически удается в основном только
при тех или иных предельных режимах функцио-
нирования моделей (например, приM ≫ N → ∞),
а практические успехи заметны в эвристических,
инженерных подходах [10, 11]. Некоторый обзор
известных к настоящему времени результатов до-
ступен в [12–15].

Возвращаясь к исходной постановке, даже если
ограничиться случаем наличия у диспетчера точ-
ной информации о состоянии системы в моменты
поступления заявок (т. е.– = 0), к настоящему вре-
мени оптимальные диспетчеризации не известны
и плодотворных подходов к нахождению оптимума
не предложено. По-видимому, безальтернативным,
но без сомнений простым и действенным выходом
из положения (в особенности при больших значе-
ниях N ) остается применение (отобранных путем
перебора) известных статических и динамических
стратегий, среди которых в числе первых стоит
отметить2 RND (случайный выбор3), RR (цик-
лический выбор4), JSQ и JSQ(d) (наикратчайшая
очередь5), LWL (наименьшая остаточная работа6)
и SITA-E7.

С одной стороны, обращение к подобным пра-
вилам (пусть зачастую эффективным, но неадап-
тивным) в постановке, для которой они не пред-
назначены изначально, дает основание заранее
расценивать получаемые таким путем результаты

1И основным препятствием для полезных обобщений видится отсутствие понимания циркулирующих между фазами потоков.
2Более полный список стратегий можно найти, например, в обзоре [16].
3Для одного потока стратегия RND (также известная как Probabilistic Allocation Policy, Bernoulli Splitting) параметризуется дис-

кретным вероятностным распределением (p1, . . . , pN ), в соответствии с которым выбирается номер СМО второй фазы для каждой
поступающей заявки. В случае нескольких потоков каждому предписывается собственное распределение (стратегия MCPAP,
MultiClass Probabilistic Allocation Policy).

4Стратегия RR (Round Robin) предписывает направлять k-ю по счету заявку в СМО второй фазы с номером kmodN и может
быть эффективна (и оптимальна) только в однородных системах. Для неоднородных необходимы более общие правила (например,
GR, GG, GRR, CGRR и mBS [17, 18]).

5Согласно стратегии JSQ (Join the Shortest Queue) заявка направляется в СМО второй фазы с минимальной очередью; при
стратегии JSQ(d) решение принимается аналогичным образом, но не на всем множестве СМО второй фазы, а в группе из d случайно
выбранных. Некоторым обобщением последней стратегии служит нечасто упоминаемая HJSQ(d) [16], а другими близкими по
замыслу — SED (Shortest Expected Delay), JIQ (Join the Idle Queue), PILD (Persistent Idle Load Distribution) и DLWR (Dynamic Least
Work Remaining). В данной статье под JSQ(d) подразумевается несколько иная стратегия, согласно которой сначала определяются
номера первых d СМО второй фазы с наименьшим числом заявок, затем из них осуществляется равновероятный выбор.

6По стратегии LWL (Least Work Left) заявка направляется в СМО второй фазы с наименьшим объемом невыполненной нагрузки,
т. е. с минимальной остаточной работой, включая заявки в очереди.

7Стратегия SITA (Size Interval Task Assignment with Equal Load) устроена так, что каждая СМО второй фазы обслуживает заявки,
размер которых попадает в назначенный для данной СМО диапазон. Выбор диапазонов осуществляется простым и неоптимальным
образом: так, чтобы средняя нагрузка была одинакова [19].
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Ранжирование стратегий в марковской системе с одним входным потоком и 8 одинаковыми СМО на второй фазе при
загрузке системы 0,4 (а) и 0,8 (б): 1 — RND; 2 — RR; 3 — JSQ; 4 — JSQ(2); 5 — LWL; 6 — SITA-E

как далекие от оптимальных (см. рисунок). С дру-
гой стороны, относительная простота их реализа-
ции1 и масштабирования не позволяет без оглядки
отказаться от их применения, что открывает про-
стор для поиска эвристик на их основе.

3 Составные диспетчеризации
на примере SITA-E/JSQ

Обратимся к способам улучшения показате-
ля (1) и при этом (для простоты описания) будем
отталкиваться от перечисленных выше классиче-
ских алгоритмов.

Первая идея трансформации заключается в сле-
дующем. Алгоритмы типа LWL и JSQ использу-
ют динамическую информацию соответственно об
объемах нагрузки и о длинах очередей в СМО вто-
рой фазы. Целесообразно2 заменить эти параметры
на аналогичные, но относящиеся ко всей систе-
ме. Иными словами, например, в алгоритме LWL
вместо объема нагрузки непосредственно в каждой
СМО второй фазы теперь будет фигурировать сум-
марная по обеим фазам нагрузка, приходящаяся на
каждую СМО.

Вторая идея заключается в образовании «сме-
си» двух стратегий путем специального чередова-
ния их правил3, которое нагляднее всего можно

пояснить на примере алгоритмов SITA-E и JSQ
(далее — SITA-E/JSQ). Пусть в систему поступает
единственный поток заявок. Стратегия SITA-E [18]
заключается в применении одного и того же прави-
ла ySITA-E : R → {1, . . . , N}, которое устроено сле-
дующим образом. Пусть 0 < a1 < · · · < aN−1— раз-
биение интервала (0,∞) на N непересекающихся
промежутков: A1 = [0, a1), A2 = [a1, a2), . . . , AN =
= [aN−1,∞). Длина промежутков выбрана так,
чтобы среднее значение нагрузки для заявок разме-
ром из промежутка Ai было одинаковым для всех
i = 1, N . Пусть v — размер некоторой поступив-
шей заявки и пусть v ∈ Am. Тогда ySITA-E(v) = m;
это означает, что данная заявка будет направле-
на в СМО второй фазы с номером m. Стратегия
JSQ также заключается в применении одного и то-
го же правила yJSQ: {l1, . . . , lN} → {1, . . . , N}, где
{l1, . . . , lN}— «полные» длины очередей к приборам
СМО второй фазы в момент поступления заявки.
Таким образом, если в момент поступления заявки
ln = min{l1, . . . , lN}, то yJSQ = n, т. е. заявка будет
отправлена в СМО с номером n.

Правило ySITA-E/JSQ диспетчеризации SITA-
E/JSQ состоит в следующем. Пусть в момент по-
ступления заявки правила стратегий SITA-E и JSQ
приняли значения соответственно ySITA-E = m
и yJSQ = n. Тогда

ySITA-E/JSQ = mI{m<k} + nI{m≥k},

1Практически во всех балансировщиках нагрузки (nginx, HAProxy, Alibaba’s Cloud Server Load Balancer, Amazon’s Elastic Load
Balancing, Microsoft’s Azure Load Balancer, Google Cloud Load Balancer, IBM Cloud Load Balancer и др.) и симуляторах (CloudSim,
iFogSim, EPSim, GridSim и др.).

2Отметим, что учет такого рода дополнительной информации не может привести к ухудшению значений целевых функционалов
типа (1).

3Идея «смешения», или чередования, стратегий в принципе не нова. Однако необходимость выбора конкретного правила из
бесконечного множества вариантов, которое было бы эффективным, придает ей неконструктивный характер. Таким образом, для
того чтобы ей воспользоваться, требуется оттолкнуться от какого-то факта или наблюдения, подсказанного практикой. Например,
отталкиваясь от того факта, что при SITA-подобных алгоритмах некоторые приборы вынуждены простаивать, в [20] предложена
смешанная стратегия SITA-JSQ для систем с вырожденным распределением ~D и– = 0.

54 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 18 выпуск 4 2024



О диспетчеризации в одном классе двухфазных систем массового обслуживания

где k — параметр алгоритма, k ∈ {1, . . .N}; I —
индикаторная функция.

4 Некоторые численные
результаты

В качестве примера рассмотрим систему с од-
ним входящим пуассоновским потоком интенсив-
ности λ, экспоненциальным временем обслужива-
ния на первой фазе и восемью СМО на второй
фазе с экспоненциальным временем обслуживания
и средним, равным единице. В табл. 1 и 2 приведены
значения целевого функционала (1) в зависимости
от загрузки системы (равной λ/8) при двух разных
значениях средней задержки на первой фазе и раз-
личных диспетчеризациях.

В отсутствие заметной задержки на первой фазе
динамические алгоритмы оказываются вне конку-
ренции1 — известный результат, еще раз подтверж-
дающийся расчетными данными в табл. 1. Как
и стоило ожидать, статические стратегии нечув-
ствительны к величине средней задержки на первой

Таблица 1 Зависимость значения функционала (1) от
загрузки системы для различных стратегий при средней
задержке на первой фазе, равной 1

Стратегия
Загрузка системы

0,2 0,4 0,6 0,8
RND 1,251 1,668 2,502 4,999
RR 1,047 1,274 1,766 3,213
JSQ 1,006 1,114 1,373 1,945

JSQ(2) 1,012 1,139 1,408 2,007
LWL 1,195 1,305 1,467 1,921

SITA-E 1,133 1,354 1,797 3,130
SITA-E/JSQ(2), k = 1 1,028 1,142 1,384 1,982

Таблица 2 Зависимость значения функционала (1) от
загрузки системы для различных стратегий при средней
задержке на первой фазе, равной 10

Стратегия
Загрузка системы

0,2 0,4 0,6 0,8
RND 1,250 1,666 2,500 5,014

RR 1,187 1,538 2,187 3,881
JSQ 1,144 1,443 1,956 3,050

JSQ(2) 1,148 1,448 1,962 3,062
LWL 1,645 2,006 2,438 3,455

SITA-E 1,133 1,354 1,796 3,126
SITA-E/JSQ, k = 1 1,092 1,278 1,622 2,483

Таблица 3 Выигрыш в среднем времени пребывания от
применения новой диспетчеризации (в сравнении с наи-
лучшей из RND, RR, JSQ, JSQ(d), LWL и SITA-E) в мар-
ковской системе с одним входным потоком и 100 оди-
наковыми СМО на второй фазе; средняя задержка на
первой фазе равна 10

Стратегия
Загрузка системы

0,2 0,4 0,6 0,8
SITA-E/JSQ(5), k = 15 > 4% > 6% > 11% > 20%

Таблица 4 Вероятность превышения заявкой времени τ

пребывания в системе из табл. 2

Загрузка
системы

τ SITA-E JSQ SITA-E/JSQ

k = 1 0,043
0,8 9 0,052 0,072 k = 2 0,026

k = 3 0,030
k = 1 0,065

0,6 5 0,070 0,069 k = 2 0,051
k = 3 0,051
k = 1 0,078

0,4 3,5 0,082 0,076 k = 2 0,067
k = 3 0,066
k = 1 0,069

0,2 3 0,072 0,071 k = 2 0,063
k = 3 0,062

фазе, и с ростом последней именно таким страте-
гиям целесообразно было бы отдавать предпочте-
ние на практике для минимизации (1) (см. рисунок
и табл. 2). Однако новые диспетчеризации по-
зволяют добиться заметно большего, чем каждая из
стандартных стратегий в отдельности, не требуя при
этом каких-либо дополнительных вычислительных
затрат. Как видно из табл. 2, выигрыш имеет место
при любом значении загрузки, и он может достигать
рекордных значений (в данном случае более 20%
при высокой загрузке). Это соотношение меж-
ду стратегиями сохраняется с увеличением размера
системы (табл. 3).

Предложенные составные диспетчеризации по-
зволяют извлекать выигрыш и при обращении
к функционалам, отличным от (1). В табл. 4
можно видеть поведение показателя2, связанного
с «хвостом» стационарного распределения времени
пребывания заявки в системе — вероятности пре-
вышения заявкой некоторого заданного времени τ
пребывания в системе.

1Для этого, однако, диспетчеру требуется точная информация о состоянии системы (т. е. – = 0 в (1)), что и предполагается.
В отсутствие такой «свежей» информации предпочтение следует отдавать статической стратегии (или видоизменить динамическое
правило). Подробнее см., например, [11].

2Очевидным образом в рассмотренную постановку может быть добавлен и сетевой аспект — задержка передачи заявки с первой
на вторую фазу (например, с помощью расстояний Lij , функционально связанных с временем обслуживания заявок, между заявкой
потока i и СМО с номером j) — и поставлен дополнительный вопрос об эффективности использования сети.
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Наконец, сравнивая табл. 2 и табл. 4, можно убе-
диться, что новые диспетчеризации путем варьиро-
вания значения единственного параметра дают воз-
можность оптимизировать системы по нескольким
(конфликтующим) критериям одновременно.

5 Заключение

Как показывают численные эксперименты на
марковских моделях, проблема минимизации (1)
путем, описанным в конце разд. 2, заключается, по
крайней мере при больших значениях1 N , в сле-
дующем обстоятельстве: в зависимости от степени
случайности распределений ~D эффективной дис-
петчеризацией оказывается либо статическая, ли-
бо динамическая. В свете этого обстоятельства
эффективность предложенных составных диспет-
черизаций, которые предполагают переключение
между двумя различными типами стратегий, могла
быть ожидаемой2. Если из практики известно, что
задержка на первой фазе в среднем существенная3,
то применение новых правил (при не очень малых
значениях N ) повысит производительность систе-
мы. Анализ численных примеров показывает, что
выигрыш ведет себя немонотонно. Более глубокое
изучение его поведения в зависимости от «степени
случайности» задержки на первой фазе и характе-
ристик обслуживания на второй фазе, равно как
и поиск новых эвристик для неоднородных систем,
представляется плодотворным направлением даль-
нейших исследований.
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Abstract: Consideration is given to the dispatching system with a single dispatcher without a queue for storing
incoming jobs. There is a finite number of infinite capacity queues running in parallel, each having a single server
for serving jobs one-by-one in FIFO (first in, first out) manner. It is assumed that the dispatcher has perfect
information about the system upon making a routing decision about the arrived job. Once the decision is made,
it is irrevocable but is executed by the job with a random delay. The system is modeled by a two-phase tandem
queue, with an infinite-server queue at the first phase and a fixed number of single-server queues at the second
phase. The method to construct simple dispatching policies by mixing is proposed, which can result in robust rules,
having better performance than conventional static and dynamic policies. Simulations show significant reductions
in mean response times (as well as its percentiles) in large-scale systems.
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МИНИМИЗАЦИЯ ЗАДЕРЖКИ В СИСТЕМАХ 5G/6G IoT

С ГРУППОВЫМ ПОСТУПЛЕНИЕМ В ВОСХОДЯЩЕМ

И НИСХОДЯЩЕМ НАПРАВЛЕНИЯХ∗

А. В. Дараселия1, Э. С. Сопин2, К. Е. Самуйлов3, Е. А. Кучерявый4

Аннотация: Будущие технологии сотового Интернета вещей (CIoT, Cellular Internet of Things) 5G/6G долж-
ны быть способны обслуживать несколько типов трафика, имеющих разные статистические свойства,
требования к ресурсам и направления передачи. С этой целью этапы произвольного доступа и пере-
дачи данных в таких технологиях должны быть соответствующим образом оптимизированы. В статье
предлагается математическая модель процедуры обслуживания, учитывающая последовательные этапы
произвольного доступа и передачи данных, а также различающийся тип трафика в восходящем и нисхо-
дящем направлениях. Результаты показывают, что современные системы CIoT, такие как NB-IoT (Narrow
Band Internet of Things), не оптимизированы для широкого диапазона условий нагрузки. Численные
результаты показывают, что оптимальное распределение ресурсов между фазами случайного доступа
и передачи данных может существенно различаться в зависимости от нагрузки в восходящем и нисходя-
щем направлениях. Предложенная модель позволяет оптимально настраивать фазы случайного доступа
и передачи данных в будущих системах CIoT.

Ключевые слова: 5G; 6G; mMTC; CIoT; случайный доступ; задержка; критерий стабильности; выделение
ресурсов

DOI: 10.14357/19922264240408 EDN: EBGJBZ

1 Введение

По сравнению с обычными услугами, предла-
гаемыми системами передачи трафика межмашин-
ного взаимодействия 5G mMTC (massive Machine-
Type Communications), такими как технологии
NB-IoT и LTE-M (Long Term Evolution for Ma-
chines), системы 6G должны поддерживать разные
типы услуг в восходящем и нисходящем направ-
лениях. Это подразумевает не только асинхрон-
ную передачу от оконечных устройств (ОУ), но
и обновление программного обеспечения по нис-
ходящему каналу связи для интеллектуальных ОУ.
Чтобы обеспечить такую универсальность, системы
6G mMTC должны использовать гибкую структуру
кадра с возможностью динамического назначения
ресурсов в восходящих и нисходящих каналах пе-
редачи данных.

Чтобы обеспечить длительный срок службы ОУ,
современные технологии mMTC, такие как NB-
IoT и LTE-M, используют двухэтапную процедуру
обслуживания в восходящем канале связи, вклю-

чающую в себя процедуру случайного множествен-
ного доступа и передачи данных [1]. На фазе пе-
редачи данных используется мультиплексирование
восходящего и нисходящего трафика по схеме мно-
жественного доступа с ортогональным частотным
разделением (OFDMA — Orthogonal Frequency Di-
vision Multiple Access). В зависимости от типа и на-
правления передачи ОУ необходимо обслуживать
на обоих этапах или только на этапе передачи дан-
ных.

В отличие от моделей других типов трафика, та-
ких как трафик широкополосной передачи eMBB
(enhanced Mobile BroadBand) или трафик сверхна-
дежной связи с ультрамалыми задержками URLLC
(UltraReliable Low Latency Communications) [2, 3],
в моделях передачи трафика межмашинного взаи-
модействия ключевую роль играют механизмы слу-
чайного доступа. Кроме того, необходимо учиты-
вать, что в моделях технологий mMTC снижается
влияние плотности развертывания базовых стан-
ций [4] и особенностей пользовательского поведе-
ния [5] на показатели производительности. По-

∗Публикация подготовлена при поддержке РНФ, проект № 24-19-00299 «Модели и методы обслуживания трафика приложений
систем критической инфраструктуры в сотовых технологиях Интернета вещей 5G/6G» (https://rscf.ru/ru/project/24-19-00299/).
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этому в большинстве исследований, посвященных
анализу систем CIoT, особое внимание уделяет-
ся этапу случайного доступа. Авторы [6] показа-
ли, что для многоканального случайного доступа
типа ALOHA при пуассоновском потоке пакетов
оптимальная вероятность передачи обратно про-
порциональнаmin(l/Nt, 1), где l— число преамбул;
Nt — число активных ОУ. В работе [7] предлагается
способ приблизительного определения значе-
ния Nt. Производительность фазы NB-IoT RA
(Random Access) при групповом поступлении па-
кетов была рассмотрена в статье [8]. Авторы проде-
монстрировали, что при таких типах поступлений
пропускная способность систем NB-IoT снижает-
ся на несколько порядков. Сочетание случайных
и групповых поступлений рассмотрено в [9], где
авторы определили среднюю задержку для обоих
типов трафика.

Исследования, учитывающие как фазу случай-
ного доступа, так и фазу передачи данных, появи-
лись совсем недавно. В частности, такие систе-
мы были рассмотрены в [10] для систем стандарта
IEEE 802.16 и совсем недавно в [11] в контекс-
те общих систем произвольного доступа. Авто-
ры статьи [11] расширили модель, первоначально
предложенную в [10], и разработали метод опреде-
ления оптимального соотношения ресурсов на эта-
пах обслуживания, обеспечивающего максималь-
ную пропускную способность системы.

В данной работе предлагается математическая
модель процесса обслуживания в системах 5G/6G
mMTC, учитывающая особенности процесса об-
служивания трафика с разными статистическими
свойствами в восходящем и нисходящем направле-
ниях. Модель сформулирована в виде тандемной

системы массового обслуживания (СМО) с пуассо-
новским входящим потоком в восходящем направ-
лении и многоканальным случайным доступом на
первом этапе и групповым поступлением в нис-
ходящем направлении на этапе передачи данных.
Для предложенной модели определены необходи-
мые условия стабильности и получены выражения
для средней задержки и пропускной способности
системы.

2 Модель системы

В данном разделе представлена модель систе-
мы, включая схемы поступления трафика, этапы
случайного доступа и передачи данных, а также
интересующие характеристики.

Рассматривается сота CIoT с доступным частот-
ным ресурсом B. Во временн‚ой области передача
выполняется в кадрах, каждый из которых имеет
длительность – с (рис. 1). Кадр делится на фазы
случайного доступа и передачи данных. Предпола-
гается, что на этапе передачи данных использует-
ся OFDMA (Orthogonal Frequency-Division Multiple
Access). Общий набор частотно-временн‚ых ресур-
сов, доступных в системе, B– измеряется в едини-
цах ресурсов (РЕ). Одна единица ресурсов соответ-
ствует времени передачи одного пакета.

На этапе случайного доступа организовано n1
каналов, каждый из которых содержит l преамбул.
Каждое устройство случайным образом выбирает
одну из L = ln1 преамбул, и если два или более
ОУ выбрали одну и ту же преамбулу, то они вы-
нуждены повторить процедуру случайного доступа
в следующем кадре. Если больше никакое ОУ не
выбрало эту же преамбулу, то процедура случай-

Рис. 1 Структура кадра рассматриваемой системы CIoT
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ного доступа считается пройденной, а пакеты ОУ
планируются к отправке на этапе передачи данных
в следующем кадре. На этом этапе к ним при-
соединяется трафик, проходящий в нисходящем
направлении. Таким образом, как нисходящий, так
и восходящий трафик мультиплексируются на этапе
передачи данных. Трафик, находящийся в очереди
на этапе передачи данных, обслуживается в по-
рядке поступления (FCFS, First Come First Served).
Количество РЕ на этапе передачи данных равноW .

Рассматриваются два типа трафика. Все ОУ
в системе генерируют пакеты для передачи в вос-
ходящем канале. Предполагается, что ОУ работа-
ют асинхронно и запрашивают один РЕ на этапе
передачи данных. Учитывая эти предположения,
поступающий поток сообщений в восходящем ка-
нале можно считать пуассоновским с интенсив-
ностью λr.

Второй тип трафика генерируется центром
управления в нисходящем направлении и предста-
вляет собой смесь обновлений программного обес-
печения (ПО) и управляющей информации. Для
передачи такого типа трафика требуются только ре-
сурсы на фазе передачи данных. В модели этот
трафик отражается с помощью группового пуассо-
новского потока с интенсивностью λd. Тогда число
групп пакетов, поступающих в один слот, равно k
с вероятностью

γk =
(λd–)

k

k!
e−λd–,

а число пакетов в группе определяется рядом рас-
пределения {lk}, k > 0. Обозначим средний размер
группы пакетов как �l <∞.

Искомыми будут параметры оптимального рас-
пределения ресурсов между фазами случайного до-
ступа и передачи данных таким образом, чтобы
средняя задержка оказалась минимальной. Для до-
стижения этой цели начнем с определения условий
стабильности системы, а затем рассчитаем сред-
нюю задержку пакета в восходящем и нисходящем
направлениях.

3 Математическая модель

3.1 Описание модели

Модель, сформулированная в предыдущем раз-
деле, может быть описана двумерной цепью Мар-
кова Xn = (Rn, Dn), где Rn — число активных ОУ
на фазе случайного доступа; Dn — число пакетов,
поставленных в очередь на фазе передачи данных
в n-м кадре. Определим переходные вероятности
этого процесса.

Поскольку новые активные ОУ поступают в со-
ответствии с пуассоновским процессом с интенсив-

ностью λr, число активных ОУ в фазе случайного
доступа в каждом кадре соответствует распределе-
нию Пуассона с параметром λr–, где – — дли-
тельность кадра. Обозначим через αk, k = 0, 1, . . . ,
вероятность того, что k новых ОУ поступит в тече-
ние одного кадра.

Число ОУ, успешно прошедших этап случайно-
го доступа, зависит от количества активных ОУ.
Пусть система находится в состоянии (r, d). Веро-
ятность βk(r) того, что k из r ОУ успешно пройдут
фазу случайного доступа, представлена в [12] в виде:

βk(r) =
1

Lr

(
L

k

)min(L−k,r−k)∑

i=0

(−1)i
(
L− k

i

)
×

× r!

(r − k − i)!
(L − k − i)r−k−i,

0 ≤ k ≤ min(L, r). (1)

Согласно [12], среднее число ОУ B(L, r), кото-
рые успешно завершают фазу случайного доступа
в одном кадре с r активными ОУ и L преамбулами,
вычисляется по формуле:

B(L, r) = r

(
L− 1
L

)r−1

.

Пространство состояний системы для реали-
стичных значений числа преамбул L и числа ак-
тивных ОУ, как ожидается, будет большим. В связи
с этим предлагается аппроксимировать вероятно-
сти βk(r) биномиальным распределением с пара-
метрами m = min(L, r) и p = B(L, r)/m. Это при-
ближение дает хорошую точность даже при малых
значениях L и улучшается по мере увеличения L.

Принимая во внимание поступление пакетов
в нисходящем направлении на фазе передачи дан-
ных и число ОУ, успешно прошедших этап передачи
данных, можно рассчитать вероятность перехода из
состояния (r, d) в состояние (s, g) в наиболее общих
случаях следующим образом:

p(r,d),(s,g) =

=

min(L,r)∑

i=0

βi(r)αs−r+i

g−d−i−W∑

j=0

γj l
(j)
g−d−i−W ,

где {l(k)j } представляет собой k-кратную свертку
распределения {lj}.

3.2 Условия стабильности
и пропускная способность

Получив переходные вероятности, можно пе-
рейти к определению условий стабильности для
исследуемого марковского процесса. Для системы
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с фазами случайного доступа и передачи данных
условие стабильности соответствует максимальной
пропускной способности.

Заметим, что (1) позволяет получить необходи-
мое условие эргодичности цепи Маркова Xn. Со-
гласно [12],

B(L, r + 1)

B(L, r)





> 1 , r < L− 1 ;
= 1 , r = L− 1 ;
< 1 , r > L− 1,

(2)

среднее число ОУ, успешно прошедших фазу слу-
чайного доступа, достигает максимума при r = L−1
и r = L.

Согласно (2), если среднее число поступающих
новых ОУ на фазу случайного доступа превыша-
ет максимальное число ОУ, успешно покидающих
ее, то цепь Маркова становится нестабильной. Та-
ким образом, первое необходимое условие стабиль-
ности имеет вид:

λr– < L

(
L− 1
L

)L−1

. (3)

Аналогично среднее число поступающих на фа-
зу передачи данных за кадр пакетов должно быть
меньше максимального числа передаваемых паке-
тов W , т. е. (

λr + λd
�l
)
– < W . (4)

Обратим внимание, что для больших L усло-
вие (3) может быть приблизительно записано в виде
λr– < Le−1.

3.3 Декомпозиция модели

Обратим внимание, что (3) и (4) — это необ-
ходимые условия для стабильности системы, но не
достаточные. Кроме того, при больших значениях
интенсивностей поступления в восходящем и нис-
ходящем направлениях использование двумерной
модели требует больших вычислительных затрат.

Для упрощения анализа используются следу-
ющие допущения:

(а) ограничивается максимальное состояние сис-
темы на фазах случайного доступа и передачи
данных некоторыми большими значениями R
и D, чтобы потери были пренебрежимо малы
на обеих фазах;

(б) модель разбивается на две части — фазы слу-
чайного доступа и передачи данных.

Последнее возможно благодаря следующим наблю-
дениям. Прежде всего, поведение первого компо-
нента цепи Маркова Xn = (Rn, Dn) не зависит от
числа Dn пакетов, находящихся в очереди на фазе

передачи данных. Хотя в противном случае это не-
верно и Dn явно зависит от Rn, для таких систем
может быть применен метод декомпозиции. В даль-
нейшем исходный марковский процесс Xn будет
разделен на две независимые одномерные марков-
ские цепи Rn и Dn. Здесь ОУ, успешно прошедшие
фазу случайного доступа, формируют дополнитель-
ный поток, поступающий на фазу передачи данных.

Сначала рассмотрим цепь МарковаRn для числа
активных ОУ на фазе случайного доступа. Переход-
ные вероятности p(R)i,j = P{Rn+1 = j|Rn = i} имеют
следующий вид:

p
(R)
i,j =

i∑

k=max(0,i−j)

βk(i)αj−i+k, 0 ≤ i ≤ R, 0 ≤ j < R ;

p
(R)
i,R =

i∑

k=0

βk(i)

(
1−

R−i+k−1∑

s=0

αs

)
, 0 ≤ i ≤ R.

Зная переходные вероятности, можно найти
стационарные вероятности {qr}, r = 0, 1, R, из сис-
темы уравнений равновесия:

q
(R)
r =

R∑

i=0

q
(R)
i

i∑

k=max(0,i−r)

βk(i)αr−i+k, r < R ;

q
(R)
R =

R∑

i=0

q
(R)
i

i∑

k=0

βk(i)

(
1−

R−i+k∑

s=0

αs

)
.





(5)

Система (5) решается численно для получения
стационарных вероятностей Rn, которые, в свою
очередь, позволяют получить вероятность θk того,
что k ОУ успешно пройдут фазу случайного доступа
за один кадр следующим образом:

θk =
R∑

j=k

q
(R)
j βk(j), 0 ≤ k ≤ L .

Среднее число ОУ, прошедших фазу случайного
доступа, равно

�θ =

L∑

k=0

kθk .

Рассмотрим теперь цепь МарковаDn. В каждом
кадре имеются k пакетов, поступающих из фазы
случайного доступа с вероятностью θk, и i групп па-
кетов, поступающих непосредственно на фазу пе-
редачи данных с вероятностью γi, где число пакетов
в пачке распределяется в соответствии с распреде-
лением {lj}. В то же время в каждом кадре может
быть передано не более W пакетов. Следовательно,
переходные вероятности p

(D)
i,j = P{Dn+1 = j|Dn =

= i} имеют вид:
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p
(D)
i,j =

j∑

k=0

θk

j−k∑

s=0

γsl
(s)
j−k, 0 ≤ i < W, 0 ≤ j < D;

p
(D)
i,D =

L∑

k=0

θk

(
1−

D−k−1∑

s=0

γs

D−k−1∑

r=0

l(s)r

)
, 0 ≤ i < W ;

p
(D)
i,j =

j−i+W∑

k=0

θk

j−i+W−k∑

s=0

γsl
(s)
j−i+W−k,

W ≤ i ≤ D, i−W ≤ j < D;

p
(D)
i,D =

L∑

k=0

θk

(
1−

D−i−k+W−1∑

s=0

γs

D−i−k+W−1∑

r=0

l(s)r

)
,

W ≤ i ≤ D.

Используя переходные вероятности, можно за-
писать уравнения равновесия в виде

q
(D)
k =

k+W∑

j=0

q
(D)
j p

(D)
j,k , 0 ≤ k ≤ D ,

которые можно решить численно совместно с усло-
вием нормировки.

3.4 Параметры производительности
системы

Для получения среднего времени задержки ис-
пользуем закон Литтла. Среднее число ОУ на фазе
случайного доступа определяется по формуле:

�R =

R∑

k=1

kq
(R)
k ,

а среднее число пакетов на фазе передачи данных
равно

�D =

D∑

k=1

kq
(D)
k .

Поскольку вероятность потери данных прене-
брежимо мала, средняя задержка для пакета восхо-
дящей линии связи составляет

wr =
�R

λr
+

�D
�θ + λd

�l–
– ,

а для нисходящих пакетов

wd =
�D

�θ + λd
�l–
– .

Верхняя граница максимальной пропускной
способности CR на фазе случайного доступа мо-
жет быть вычислена из (3) в следующем виде:

CR =
L

–e
,

а максимальная пропускная способность CD фазы
передачи данных:

CD =
W

–
− λr.

Наконец, получаем коэффициент использова-
ния U фазы передачи данных в следующем виде:

U =
1

W

W−1∑

k=1

kq
(D)
k +

D∑

k=W

q
(D)
k .

4 Численные результаты

В данном разделе рассмотрим численный при-
мер. Сначала разработанная модель будет приме-
нена для оценки показателей производительности
в случае, когда ресурсы на фазах случайного до-
ступа и передачи данных фиксированы, например
как это делается в современных технологиях CIoT,
таких как LTE-M и NB-IoT. Затем будет показано,
что можно повысить производительность системы,
используя гибкое распределение ресурсов между
фазами случайного доступа и передачи данных.

Параметры системы по умолчанию

Обозначение Параметр Значение
B Ширина полосы пропускания 180 кГц
– Длина кадра 0,01 с
l Число преамбул 12
P Количество РЕ (размер пакета) в восходящем направлении 128 байт
W Количество РЕ на фазе передачи данных 278 РЕ
n1 Количество РЕ на фазе случайного доступа 14 РЕ
n Общее число РЕ в кадре 292 РЕ
λr Интенсивность поступления пакетов по восходящей линии связи 2000–5500 пак./с
λd Интенсивность поступления обновлений ПО 1–10 обновл./с
{γk} Распределение числа обновлений в слоте ∼Poisson(λd–)
{lj} Распределение числа пакетов обновлений ПО ∼Binom(750; 2/3)
�l Средний объем обновлений ПО 100/500 РЕ
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Рис. 2 Средняя задержка для пакета по восходящей
линии связи: 1 — λd = 0; 2 — 1; 3 — λd = 10

Рис. 3 Доля ресурсов, выделенных на фазу передачи
данных: 1 — λd = 1; 2 — λd = 10

Системные параметры по умолчанию приведены
в таблице. Для вычисления этих показателей ис-
пользована нумерология NB-IoT с одним ресурс-
ным блоком LTE шириной 180 кГц.

Начнем с оценки производительности системы,
в которой фиксируется число ресурсов, выделен-
ных для фаз случайного доступа и передачи дан-
ных.

Рассмотрим среднюю задержку пакетов в восхо-
дящем канале, показанную на рис. 2, где значения
интенсивности обновления ПО λd выбраны таким
образом, чтобы предлагаемая нагрузка составля-
ла 0% (λd = 0 обновл./с), ≈ 3% (λd = 1 обновл./с)
и ≈ 30% (λd = 10 обновл./с) от общих ресурсов,
доступных на этой фазе. Анализируя результаты,
можно увидеть, что наличие нисходящего трафи-
ка на фазе передачи данных не оказывает суще-
ственного влияния на задержку трафика в восхо-
дящем канале. Фактически разница между λd = 0
и 1 обновл./с составляет менее 1 мс и увеличи-
вается на 3–4 мс при λd = 10 обновл./с. Кроме
того, разрыв между кривыми, соответствующими
разным значениям λd, становится меньше по мере
увеличения интенсивности восходящего трафика.
Это означает, что фаза передачи данных в совре-
менных технологиях CIoT остается недогруженной
в отсутствие трафика в нисходящем канале. Для
эффективного масштабирования технологий CoIT
для различных условий нагрузки объем ресурсов,
выделяемых на фазы случайного доступа и передачи
данных, необходимо динамически корректировать.

Перейдем к оценке оптимального распреде-
ления между фазами случайного доступа и пе-
редачи данных. На рис. 3 показана оптималь-
ная доля ресурсов (с точки зрения минимальной
средней задержки на восходящей линии связи),
которые необходимо выделить на фазу передачи
данных, в зависимости от λr и двух интенсивно-

стей обновления ПО — λd = 1 и 10 обновл./с.
Как можно заметить, оптимальное распределение
ресурсов сильно варьируется в зависимости от ин-
тенсивности поступления пакетов в восходящем
и нисходящем направлении. Текущее распределе-
ние, используемое в системах CIoT 4G/5G, ближе
к случаю, когда фаза передачи данных сильно загру-
жена трафиком обновлений ПО (λd = 10 обновл./с,
≈ 30% от использования фазы передачи данных).
Для более реалистичной загрузки в нисходящем
направлении пропускная способность фазы пере-
дачи данных должна быть уменьшена для передачи
большего числа пакетов в восходящем направле-
нии.

5 Заключение

Разработана математическая модель, которая
отражает поведение фаз произвольного доступа
и передачи данных, используемых в современных
технологиях CIoT, а также пользовательского тра-
фика в обоих направлениях одновременно. Пред-
ложенная модель позволяет определять оптималь-
ное количество ресурсов, которые необходимо
назначить для фаз случайного доступа и передачи
данных так, чтобы минимизировать среднюю за-
держку. Численные результаты также показывают,
что современные системы CIoT, такие как NB-IoT
и LTE-M, могут не справляться с поступающей на-
грузкой из-за фиксированного разделения ресурсов
между этими фазами.

Литература

1. Маркова Е. В., Гольская А. А., Дзантиев И. Л., Гудко-

ва И. А., Шоргин С. Я. Сравнительный анализ пока-
зателей эффективности модели беспроводной сети

64 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 18 выпуск 4 2024



Minimizing latency in 5G/6G IoT systems with group admission in ascending and descending directions

межмашинного взаимодействия, работающей в рам-
ках двух политик разделения радиоресурсов // Ин-
форматика и её применения, 2019. Т. 13. Вып. 1.
С. 108–116. doi: 10.14357/19922264190115. EDN:
SRXVZT.

2. Кочеткова И. А., Кущазли А. И., Харин П. А., Шор-

гин С. Я. Модель схемы приоритетного доступа тра-
фика URLLC и eMBB в сети пятого поколения в виде
ресурсной системы массового обслуживания // Ин-
форматика и её применения, 2021. Т. 15. Вып. 4. С. 87–
92. doi: 10.14357/19922264210412. EDN: IOMPGI.

3. Иванова Д. В., Маркова Е. В., Шоргин С. Я., Гайда-

мака Ю. В. Модели совместного обслуживания тра-
фика eMBB и URLLC на основе приоритетов в про-
мышленных развертываниях 5G NR // Информатика
и её применения, 2023. Т. 17. Вып. 4. С. 64–70. doi:
10.14357/19922264230409. EDN: JXCGXQ.

4. Бесчастный В. А., Острикова Д. Ю., Шоргин С. Я.,.

Молчанов Д. А, Гайдамака Ю. В. Анализ плотности
базовых станций 5G NR для предоставления услуг
виртуальной и дополненной реальности // Информа-
тика и её применения, 2022. Т. 16. Вып. 2. С. 102–108.
doi: 10.14357/19922264220213. EDN: VPIRYN.

5. Сопин Э. С., Маслов А. Р., Шоргин В. С., Бегишев В. О.

Моделирование настойчивого поведения пользова-
телей в сетях 5G NR с адаптацией скорости и бло-
кировками // Информатика и её применения, 2023.
Т. 17. Вып. 3. С. 25–32. doi: 10.14357/19922264230304.
EDN: ENSHKV.

6. Galinina O., Turlikov A., Andreev S., Koucheryavy Y. Stabi-
lizing multi-channel slotted aloha for machine-type com-
munications // Symposium (International) on Informa-

tion Theory Proceedings. — Piscataway, NJ, USA: IEEE,
2013. P. 2119–2123. doi: 10.1109/ISIT.2013.6620600.

7. Михайлов В. А. Геометрический анализ устойчивости
цепей маркова в Rn

+ и его приложение к вычисле-
нию пропускной способности адаптивного алгорит-
ма случайного множественного доступа // Проблемы
передачи информации, 1988. Т. 24. № 1. С. 61–73.
EDN: ZAGAAE.

8. Stusek M., Stepanov N., Moltchanov D., Masek P.,

Mozny R., Turlikov A., Hosek J. Optimizing NB-IoT com-
munication patterns for permanently connected mMTC
devices // Wireless Communications and Network-
ing Conference Proceedings. — Piscataway, NJ, USA:
IEEE, 2022. P. 1413–1418. doi: 10.1109/WCNC51071.
2022.9771847.

9. Masek P., Moltchanov D., Stusek M., Mozny R., Mokrov E.,

Hosek J. Quantifying NB-IoT performance in 5G-IoT
use-cases with mixture of regular and stochastic traffic //
IEEE Internet Things, 2023. Vol. 1. Iss. 1. P. 1–6.

10. Vinel A., Ni Q., Staehle D., Turlikov A. Capacity anal-
ysis of reservation-based random access for broadband
wireless access networks // IEEE J. Sel. Area. Comm.,
2009. Vol. 27. Iss. 2. P. 172–181. doi: 10.1109/JSAC.
2009.090208.

11. Stepanov N., Turlikov A., Begishev V. Balancing the data
transmission and random access phases in 6G mMTC
radio technologies // IEEE Commun. Lett., 2023.
Vol. 27. Iss. 12. P. 3419–3423. doi: 10.1109/LCOMM.
2023.3322598.

12. Lin G. Y., Chang S. R., Wei H. Y. Estimation and Adap-
tation for Bursty LTE Random Access // IEEE T. Veh.
Technol., 2016. Vol. 65. Iss. 4. P. 2560–2577. doi: 10.1109/
TVT.2015.2418811.

Поступила в редакцию 12.09.24

MINIMIZING LATENCY IN 5G/6G IoT SYSTEMS WITH GROUP

ADMISSION IN ASCENDING AND DESCENDING DIRECTIONS

A. V. Daraseliya1, E. S. Sopin1,2, K. E. Samuylov1,2, and E. A. Koucheryavy3

1Peoples’ Friendship University of Russia (RUDN University), 6 Miklukho-Maklaya Str., Moscow 117198, Russian
Federation
2Federal Research Center “Computer Science and Control” of the Russian Academy of Sciences, 44-2 Vavilov
Str., Moscow 119333, Russian Federation
3National Research University Higher School of Economics, 20 Myasnitskaya Str., Moscow 101000, Russian
Federation

Abstract: Future Cellular Internet of Things (CIoT) 5G/6G technologies are expected to be able to handle various
types of traffic with different statistical characteristics, resource requirements, and transmission directions. In order
to achieve this, the random access and data transmission phases in these technologies need to be optimized. This
study proposes a mathematical model of the service procedure, which takes into account the sequential phases of
random access and data transition, and different types of traffic in the uplink and downlink directions. The results
show that modern CIoT systems such as NB-IoT (Narrow Band Internet of Things) are not optimized for a wide
range of load conditions. Numerical results show that the optimal allocation of resources between the random
access and data transmission phases can vary significantly depending on the load in the uplink and downlink
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directions. The proposed model allows for optimal configuration of the random access and data transition phases
in future CIoT systems.
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О ЗАДАЧЕ ПРЕДСКАЗАНИЯ ДЕГРАДАЦИИ

В ТЕХНИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

С. Л. Френкель1, В. Н. Захаров2

Аннотация: Задача прогнозирования скорости деградации характеристик технических систем (времени
жизни, англ. lifetime, LT) обычно решается в рамках парадигмы ускоренных испытаний (accelerating testing,
AT) при стрессовых воздействиях. Однако для AT могут быть неэффективными статистические методы
оценки результатов при зависимости производительности системы от очень большого числа факторов.
Свою специфику AT имеет также на ранних стадиях опытно-конструкторских работ (ОКР), когда, имея
лишь небольшое число экземпляров устройства, необходимо оценить их потенциальный срок службы
для оценки целесообразности продолжения разработки. В статье анализируется, насколько современные
математические и статистические модели, так или иначе формирующие методологию AT, а именно:
анализ выживаемости, теория экстремальных значений (extreme value theory, EVT), позволяют получать
прогнозы срока службы проектируемых устройств в условиях реальной эксплуатации на ранних стадиях
разработки/проектирования. Указываются проблемы решения задачи прогнозирования LT известными
средствами машинного обучения (machine learning, ML), предлагается и рассматривается эвристический
метод решения задачи прогнозирования LT в реальных условиях. В качестве примера рассматривается
прогнозирование деградации производительности для новых конструкций солнечных электрических
элементов, производительность которых имеет тенденцию к деградации. Эта эвристика относится
к извлечению тренда Хондрика–Прескота из нестационарного временного ряда, который представляет
собой деградацию характеристики качества. Обсуждается и обосновывается применимость предлагаемой
эвристики для предсказания деградации в других технических приложениях, в частности сетевых.
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1 Введение

Среди задач тестирования технических
устройств выделяется задача тестирования вре-
мени жизни), т. е. времени деградации некоторой
значимой характеристики устройства (в основном
определяемой термином «производительность» —
подробнее см. разд. 4) до некоторого критического
уровня. Если сроки службы устройства существен-
но превышают разумные сроки испытаний, стара-
ются использовать AT [1]. Основной парадигмой
AT в настоящее время стало так называемое стрес-

совое тестирование, когда предсказание поведения
в далеком будущем пытаются получить посред-
ством наблюдения функционирования при более
сильных нагрузках, предполагая, что это ускоряет
время деградации качества устройства в той же
степени, что и будет иметь место при длительной
эксплуатации с более умеренными нагрузками.

Что касается используемых математических мо-
делей, задача оценки LT относится к моделям «вы-
живаемости» (survival analysis, SA) [2], разрабаты-
ваемым и применяемым уже многие десятилетия,
в том числе и для технических систем. Однако их не-

посредственное использование для высоконадеж-
ных устройств со значительным временем жизни
естественным образом затруднено крайне редкой
частотой отказов, что, очевидно, не позволяет со-
брать и использовать достаточную статистику [3].
Помимо этой принципиальной проблемы, кото-
рую так или иначе преодолевают [3[, получение
статистических данных для моделей SA в рамках
AT затруднено при зависимости рассматриваемой
характеристики от большого числа факторов, осо-
бенно при нелинейном характере их воздействия
на производительность. В этом случае оценка в ла-
бораторных условиях (indoor) влияния различных
внешних факторов на скорость деградации может
быть затруднена и могут потребоваться измерения
в условиях реальной эксплуатации (outdoor), что
делает невозможной оценку независимого влияния
отдельных факторов, на чем обычно основаны ме-
тоды отработки систем [1, 4].

AT-тестирование LT имеет свою специфику для
прототипов устройств, производимых на ранних
этапах ОКР, когда, имея лишь небольшое число
экземпляров устройства, требуется оценить их по-
тенциальное время службы, если эта характери-

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, fsergei51@gmail.com
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, VZakharov@ipiran.ru
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стика считается определяющей для технико-эко-
номического обоснования продолжения разработ-
ки. Но получение статистически значимого числа
прототипов систем, базирующихся на сложных ин-
новационных цифровых или физико-химических
технологиях и зависящих от большого числа па-
раметров и внешних факторов, может занимать
много месяцев, тогда как предварительные выво-
ды о целесообразности продолжения разработки
надо делать «здесь и сейчас». При этом на ранних
этапах ОКР часто отсутствует однозначное описа-
ние физических законов, лежащих в основе того
или иного поведения, и часто невозможно выпол-
нение многократных экспериментов с одним и тем
же образцом. Примером служат перовскитовые
солнечные батареи (perovskite solar cell, PSC) [5,
6], для которых, несмотря на имеющиеся теорети-
ческие и модельные обоснования их существенно
большей производительности по сравнению с дав-
но применяемыми панелями на кремнии и различ-
ных органических пленках [6], в настоящее время
отсутствуют достаточно обоснованные физические
модели, что затрудняет выбор стресс-воздействий
для ускоренного тестирования.

В предлагаемой статье анализируется, насколь-
ко современные математико-статистические моде-
ли, так или иначе формирующие методологический
и терминологический аппарат AT [1], а именно:
цензурирование выборок [2], теории выживаемости
(SA), теории экстремальных значений (EVT) [7],
позволяют получать прогнозы времени жизни про-
ектируемых устройств в реальной эксплуатации на
ранних этапах разработки/проектирования (разд. 2
и 3), предлагается эвристический способ решения
задачи предсказания LT для проектируемых техни-
ческих устройств на ранних стадиях их разработ-
ки (разд. 4), демонстрируется его применение для
оценки скорости деградации при разработке новых
классов солнечных батарей (разд. 5) на примере
трудностей такой оценки популярными програм-
мными инструментами машинного обучения.

2 Формализация задачи
предсказания деградации

С содержательной точки зрения задача тестиро-
вания LT состоит в статистической оценке значения
правой точки временн‚ого интервала [t0, x], в кото-
рой зависимость производительности (или эффек-
тивности) устройства x(t) в момент t > t0 (конкрет-
ный пример определения производительности дан
в разд. 4) «деградирует» (необязательно монотонно)
до некоторого предельно допустимого порога про-
изводительности Uα, где показатель α, называемый

далее «уровень деградации», определяется как от-
ношение значения Uα к наибольшей достижимой
производительности в рабочей временн‚ой области
D ⊇ [t0, t], т. е. α = Uα/maxD(x(tα)).

Предполагаем, что «лучшее» (с точки зрения
функционального назначения) достижимое значе-
ниеx(t)на протяжении своего времени жизни соот-
ветствует глобальному максимуму производитель-
ности на временн‚ом интервале тестирования и что
любое устройство (тестируемый объект) достига-
ет его на интервале наблюдения (см., например,
рис. 1 в разд. 4). При этом на интервале наблюде-

ния до определенного момента может происходить
определенное восстановление значения x(t) после
некоторого периода деградации, как это, например,
имеет место в перовскитовых солнечных элементах
(PSC) (см. рис. 1 в разд. 4) [5, 6]. (Заметим, что,
говоря о деградации, мы подразумеваем умень-
шение производительности во времени. Однако
рассматриваемая модель принципиально не изме-
нится, если рассматривать деградацию производи-
тельности как возрастающую функцию, например
как рост числа потерянных пакетов в телекоммуни-
кационной сети [8, 9].)

Фактически ускоренное тестирование техниче-
ских устройств связано с принятой в статистике
процедурой правого цензурирования. Правое цензу-
рирование происходит, когда за объектом наблю-
дают от начала отсчета времени t0 до некоторого
более позднего момента времени tc, и за это время
не происходит интересующего события, например
деградации до уровня α, т. е. измерение (тестирова-
ние) прекращается до того, как наступает интересу-
ющее событие. Таким образом, со статистической
точки зрения AT сводится к оценке величины край-
ней правой точки временн‚ого интервала [t0, x] по
измерениям в пределах времени tc < x, причем
решение задачи AT включает также и проблему вы-
бора tc. Соответственно, для точной формулиров-
ки задачи AT необходимо формализовать понятие
правой конечной точки (right endpoint, REP) рас-
пределения, определяющей LT, например, чтобы
исключить умозрительный, но потенциально осу-
ществимый случай tc > LT.

Предположим, что продолжительность жизниX
некоторого объекта тестирования (солнечной ба-
тареи, времени достижения допустимой задержки
пакета внутри некоторого сеанса телекоммуника-
ционной сети и т. д.) как случайная величина имеет
распределение F (x) = Prob (X ≤ x). Тогда правая

конечная точка (соответствующая правой грани-
це рассмотренной выше области D), определяется
как [10]

xF := sup{x : F (x) < 1} ≤ ∞ ,
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т. е. наибольшая среди точек, при которой значения
случайной величины x(t)могут соответствовать как
«жизни», так и «смерти» изучаемой системы, т. е.
с той или иной вероятностью < 1, тогда как при
любой точке правее все события, соответствующие
вероятностному пространству, на котором опреде-
лено распределение F , уже наступили (F (x) = 1).
Отсутствие конечной точки (xF → ∞) означает от-
сутствие статистических процедур ее предсказания,
и в этом смысле можно говорить о непредсказу-
емости в этом случае времени жизни.

Рассмотрим используемые в настоящее время
модели оценки REP как основу вероятностных мо-
делей деградации.

3 Вероятностные
и статистические модели
деградации

Пусть некоторый случайный процесс x(t) рас-
сматривается как «живой» до момента, пока он не
достиг уровня деградации α в момент tα.

В рамках подходов современной SA формальное
определение величины LT связано с определением
«функции выживания» (survival function, называ-
емой также Reliability function, R(t)) и LT соот-
ветствует REP ее области определения [10]. Пе-
рефразируя [2] под рассматриваемые задачи, под
функцией выживания будем понимать вероят-
ность того, что деградация значений случайного
временн‚ого ряда x(t) в некоторый момент T после
момента t не приведет к деградации ниже уров-
ня α, т. е., используя терминологию SA, объект бу-
дет «жив» при T > t:

S(t) = Prob (T > t) , t <∝ .

С этой точки зрения разработка стратегии тести-
рования (оценки) LT состоит в оценке параметров
функции S(t).

Получив то или иное представление S(t) (по-
дробный обзор см., например, в [11]) и рассматри-
вая ее как непрерывную функцию времени, про-
гнозируемое время жизни tp на уровне надежности

1 − p можно определить [4] как решение уравне-
ния F (tp) = p, т. е. время жизни tp выводится из
уравнения tp = S−1(1 − p) (квантиля), где S−1 —
это обратная функция (называемая в теории на-
дежности inverse reliability function, IRS) [4]. По-

тенциальное время жизни tp — это время, в течение
которого тестируемое устройство не выйдет из строя
с вероятностью 1− p.

Однако рассмотренные решения в рамках SA-
подходов сильно зависят от распределения веро-
ятностей случайных переменных, что затрудняет

использование различных статистических проце-
дур [11]. Поэтому более приемлемыми с практи-
ческой точки зрения представляются методы EVT,
ввиду того что распределения экстремумов сходят-
ся к одному из трех известных распределений [7].
При этом, поскольку необходимо оценить вероят-
ность выхода за рамки наибольшего (или наимень-
шего — в зависимости от того, как формулировать
требование к качеству) наблюдения, формулиров-
ка в терминах EVT представляется естественной
для поставленной задачи [10]. Существенно, что
они могут быть интегрированы в обобщенном за-
коне Generalized Extreme Value (GEV), зависящем
от одного параметра, выбор которого позволяет по-
лучить каждое из указанных распределений. В тер-
минах GEV разработаны практические алгоритмы
оценки REP [10]. Однако эти законы — асимптоти-
ческие и, как показывает анализ, обладают крайне
медленной сходимостью к отмеченным предель-
ным распределениям, что делает их трудноприме-
нимыми для малых выборок, с которыми прихо-
дится иметь дело в поставленной задаче (учитывая
связь GEV distributions с оценками параметров
Gamma distribution [12], существенно также иметь
в виду [13]). У авторов заведомо нет длинных (ты-
сячи) записей экстремумов и/или превышений над
заданным уровнем для оценки функций распреде-
лений. Поэтому покажем возможность оценки LT
по имеющимся записям x(t) для индивидуально-
го модуля, поскольку в рассматриваемых условиях
оценки разработки происходят на ранних этапах,
когда число доступных для измерени экземпля-
ров устройств обычно не превышает нескольких
экземпляров, и это затрудняет получение сколько-
нибудь надежной статистики по образцам.

4 Быстрая оценка времени жизни
для данного прототипа
устройства

Рассмотрим задачу оценки времени жизни
образца некоторого разрабатываемого устройства
с учетом влияния большого числа трудно измеря-
емых внешних факторов, что затрудняет предска-
зание производительности в реальных условиях по
имеющимся данным indoor, хотя бы и дополненных
данными, полученными outdoor.

Метрики деградации часто рассматриваются
как отношение двух рабочих параметров z =
= x/y спроектированной системы, например чис-
ла полученных пакетов к числу входящих паке-
тов в телекоммуникационной сети, разработанной
для удовлетворения определенных новых требова-
ний в зависимости от различных факторов [8], или
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отношение энергии, вырабатываемой солнечным
элементом (в кДж), к солнечной энергии, получен-
ной в течение определенного интервала времени
(см. ниже). Речь идет об отношении случайных
величин, и существует определенная свобода вы-
бора возможных метрик для z, например с учетом
различных временн‚ых интервалов их определения
(например, миллисекунды, дни или протяженности
определенных сессий).

Общая проблема статистической оценки таких
мер производительности заключается в том, что
они, как известно, имеют распределение Коши [14].
Такие случайные величины не имеют конечного
математического ожидания, что на практике озна-
чает возможность резких колебаний вычисляемых
текущих (скользящих) средних при изменении ин-
тервала их оценки и, следовательно, трудности их
использовать для характеризации, например, вре-
мени до достижения уровня деградации. Отсутствие
конечных математического ожидания и дисперсии
говорит о том, что случайный ряд с распределен-
ными по Коши членами не является стационарным
процессом в широком (слабом) смысле, посколь-
ку скользящее среднее будет различным на разных
интервалах его вычисления, что означает наличие
некоторого временн‚ого тренда.

Иными словами, такая математическая модель
вполне подходит для представления тренда произ-
водительности. Поэтому естественным выглядит
вопрос, как представить тренд деградации по име-
ющимся измерениям.

Предсказание деградации по выделенному тренду.
Представим производительность z(t) как

z(t) = τ(t) + c(t),

где τ(t) — трендовая составляющая; c(t) — цикли-
ческая быстрая компонента, определяемая, напри-
мер, изменением освещенности в течение суток
солнечных электрических преобразователей или
тех или иных факторов суточной цикличности тра-
фика в телекоммуникационных сетях [9].

Для определения компонентов этой моде-
ли предлагается использовать алгоритм (фильтр)
Hodrick–Prescott (HP) [9], который представляет
собой частный случай сглаживающего сплайна. Ал-
горитм HP минимизирует разность между значени-
ем тренда в момент времени t и скользящего сред-
него первого порядка с центром в момент времени t.
Прогнозировать время деградации Tα до уровня α
предлагается с помощью выявленного тренда, обо-
значаемого как HPtrend (t):

α =
UTα

maxD(HPtrend (t))
,

где α — допустимая доля падения производитель-
ности, например до 80% от максимальной (α =
= 0,8); HPtrend (t) — значение тренда в точке t;
D — временной интервал, на котором была выпол-
нена оценка производительности; UTα — значение
производительности при деградации до α%, на-
пример до 80%; Tα — соответствующее значение
времени, прошедшего до деградации до уровня α
без последующего роста в будущем.

Если известна математическая или алгоритми-
ческая модель временн‚ой зависимости произво-
дительности z(t) = G(z0, t, A), где A = {a1, . . .
. . . , ak} — некоторый набор параметров модели;
z0 — начальная производительность, то время жиз-
ни по уровню α есть статистическая оценка крайне
правого корня уравнения

G(z0, t, A)− Uα = 0 , (1)

tα = max(t
1
α, . . . , t

m
α ) (если есть несколько корней

t1α, . . . , t
m
α ).

Рис. 1 Производительность outdoor (как отношение
HIP(h) в процентах) в светлые часы суток двух образцов
PSC, изготовленных в одном и том же производственном
процессе: 1 — энергия солнечной радиации

Рис. 2 Прогнозирование T0,5 (фактическое значение —
216 ч) с помощью полинома, рассчитанного по первым
100 ч, и экстраполяции тренда (серая кривая), который
соответствует 229-му часу
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Рис. 3 Прогнозирование T0,8 (фактическое значение —
47-й час) с помощью полинома, рассчитанного по пер-
вым 30 ч экстраполяции тренда (серая кривая)

В качестве примера покажем возможность пред-
сказания LT для PSC по результатам измерения
outdoor [6]. Поясним, что паттерны, подобные пат-
тернам производительности PSC (рис. 1–3), могут
присутствовать в различных системах, прежде всего
сетевых [15], поскольку часто обладают свойством
самоподобия (self-similarity) [15]. Поэтому демон-
стрируемый ниже пример представляет интерес для
существенно большей области приложений, чем
PSC.

5 Пример прогноза деградации
по HP-тренду

На практике для расчета рассматриваемой ве-
личины требуется выполнить представление тренда
некоторым уравнением, т. е. найти некоторое ана-
литическое приближение G( ) из (1). Разумеется,
для этого можно выбрать класс интерполирующих
функций, от выбора которых так или иначе будет
зависеть точность предсказания. Ввиду ограничен-
ности объема статьи здесь не будем рассматривать
этот вопрос, а просто продемонстрируем примеры
экстраполяции HP-кривой полиномом 3-й степе-
ни и получаемые оценки времени предсказания
достижения порога деградации согласно определе-
нию (1). При этом, как хорошо известно, хотя
аппроксимация полиномами более высокого по-
рядка может быть более точна в пределах извест-
ного интервала, она существенно менее надежна за
его пределами.

Покажем использование предлагаемой модели
для предсказания времени деградации модуля PSC,
используя данные измерений из [16, 17]. Суще-
ственно, что помимо указанного наличия большо-
го числа случайных, трудно измеряемых внешних
факторов, влияющих на производительность, име-

ет место также разброс производительности выпол-
ненных по одной технологии модулей PSC. При-
меры такого разброса показаны на рис. 2 в [16],
на котором производительности двух PSC с одина-
ковым физико-химическим механизмом ведут се-
бя совершенно по-разному. Производительность
(эффективность) PSC понимается как отношение
текущих значений мощности генерируемой элек-
трической и поглощаемой солнечной энергии. При
отсутствии явных физических моделей поведения
можно, тем не менее, попробовать для определения
модели деградации учесть характер ее тренда — ли-
нейный, экспоненциальный и т. д. [9]. Это, однако,
зависит от свойств выбранной метрики производи-
тельности. Рассмотрим этот вопрос подробнее.

Вырабатываемая PSC энергия Pout нелинейно
зависит от мощности энергии солнечного облу-
чения Pin, причем получение достаточно гладких
зависимостей Pout(Pin) затруднено ввиду сложно-
го поведения Pin в течение суток. Поэтому, чтобы
обеспечить совместное рассмотрение пар (Pin, Pout)
(измеряемых, например в мВт/см2), используют ха-
рактеристику эффективности PCE = Pout(t)/Pin(t)
в данный момент измерения t [6]. Применяют
также дневную меру производительности как отно-
шение суммарных дневных значений выделенной
электрической и поглощенной мощности солнеч-
ной энергии [5, 6], E(Pout)/E(Pin), где E( )— сред-
няя мощность поглощенной солнечной энергии
E(Pin) и преобразованной в электрическуюE(Pout)
в сутки (вычисляемой, например, по ежеминутным
наблюдениям).

Однако число членов временн‚ого ряда, опи-
сывающего временн‚ую зависимость Pout, ограни-
чено числом дней и оказывается недостаточным
для хорошей статистической оценки. Поэтому
наряду c дневной производительностью рассмат-
ривается производительность как доля энергии,
суммарно выделяемой в течение часа (измеря-
емой в кДж/см2), преобразуемая в электриче-
скую — hourly integral performance (HIP(h)), где
h = 1, 2, . . . — число часов с начала наблюдения.
Благодаря почасовым отношениям существенно
(в 24 раза) увеличивается размер выборок по срав-
нению с дневной оценкой производительности.

Однако на определение модели тренда суще-
ственно влияет факт трудно интерпретируемых от-
личий в характеристиках производительности в од-
ной и той же партии производимых образцов (см.
рис. 1).

Поскольку полиномиальная кривая тренда
представляет собой существенно более гладкий
и сильно коррелированный временной ряд по срав-
нению с временн‚ым рядом реальных измерений
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производительности HIP, предсказание ее удален-
ных точек по известным предыдущим значениям
ожидается существенно более точным.

Экстраполяцию тренда модуля PSC выполняем
следующим образом:

– оцениваем коэффициенты экстраполирующе-
го полинома

y(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + a3t

3,

используя минимум среднеквадратичной
ошибки как критерий точности экстрапо-
ляции по выполненным измерениям HIP
на временн‚ом обучающем интервале LI =
= (t1, . . . , tH) (обучающая последователь-
ность), где H — число единиц времени на
интервале обучения (t0, tH), t0 — время нача-
ла функционирования данного модуля PSC,
с которого отсчитываем начало деградации
характеристик качества;

– экстраполируем (предсказываем) значение по-
линома y(t), t ∈ TI на тестовый интервал TI
времен вне обучающего интервала и, соглас-
но условию (1), ищем момент деградации до
уровня α как значение времени, ближайшего
к самому правому корню уравнения

y(t)− αHIP
(
tM
)
= 0 ,

где tM — момент времени, в который значе-
ния производительности HIP принимают мак-
симальное значение.

Таким образом, предсказание значений HIP на
интервале времен вне обучающего интервала вы-
полняется вычислением значений полинома y(t)
для соответствующих значений t, а время дости-
жения порогового значения определяется соглас-
но (1).

На рис. 2 погрешность определения времени
ближайшей к 50%-ной деградации точки (216-й
час), определяемой экстраполяцией полинома, по-
лученного по 100-часовому наблюдению отно-
сительно фактической (измеренной) ближайшей
к 50%-ной деградации точке (229-й час) состав-
ляет 6%. (Точность отображения значений HIP на
рис. 2 и 3 и, соответственно, их отклонения от
анализируемых значений αHIP определяется свой-
ствами Matlab, используемого в данной работе.)

На рис. 3 приведены результаты предсказания
по результатам измерений по существенно мень-
шим интервалам времени (30 ч).

Как видно из приведенных данных, чем меньше
интервал обучения, тем меньше горизонт точного
прогноза, что согласуется с известной статистиче-
ской практикой. При этом ошибка определения
времени деградации практически нулевая.

Сравнение с результатом предсказания средства-
ми машинного обучения. В [17] получена модель
предсказания времени деградации PCS с использо-
ванием в качестве инструмента ML функции KRR
(Kernel Ridge Regression) из Python sklearn library.
Результаты показывают, что реально хорошие пред-
сказания outdoor по результатам indoor можно по-
лучить, если indoor-тесты при выбранных стресс-
факторах (только освещенность и температура)
приводят к тому же паттерну деградации тести-
руемого модуля, что и его поведение в естествен-
ных условиях (outdoor), т. е. для данного модуля
взаимодействие (коррелированность) использу-
емых стресс-факторов и значимость остальных в in-
door и outdoor близки. Однако, когда обученно-
му алгоритму были представлены тестовые данные
outdoor, полученные в пустыне Негев, Израиль, по
результатам тренировки алгоритма KRR на данных,
полученных в Барселоне [17], где такие значимые
факторы, как спектральный состав солнечного све-
та, влажность, углы падения солнечных лучей, име-
ют существенные отличия, прогноз оказался менее
точным, что видно по кривым на рис. 3 в [17]. Вид-
но, что, в отличие от примеров, представленных на
рис. 2 и 3, даже на небольших временн‚ых интерва-
лах ошибка предсказания может быть велика (на-
пример, интервал 20–30 ч). Таким образом, необ-
ходимо переобучение используемого инструмента
предсказания для региона Негев с использованием
новых измерений outdoor, что требует перенастрой-
ки инструментов предсказания и привлечения вы-
сококвалифицированного специалиста в области
ML. Заметим, что целью работы [17] ставилось
изучение тонких физических явлений, понимание
которых должно помочь достигнуть соответству-
ющих характеристик производительности. При
этом исключительно важным остается время ис-
пользования весьма дорогостоящего оборудования
для измерений. При применении предлагаемого
эвристического метода предсказания фактически
сокращается длительность тестирования на пред-
сказываемый с приемлемой погрешностью времен-
ной интервал, что могло бы существенно ускорить
и удешевить тестирование и отбраковку приемле-
мых/неприемлемых PSC-модулей.

6 Обсуждение и заключение

Проблема «начального этапа» представляет со-
бой самостоятельную проблему в общей теории
проектирования технических систем [18]. В статье
рассмотрена возможность предсказания времени
жизни систем, для которых нет явных физических
моделей поведения, которые бы объясняли и ин-
тегрировали влияние различных значимых внут-
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ренних и внешних факторов функционирования,
и нет достаточного числа образцов и измерений для
каждого из них, вследствие чего применение стан-
дартных статистических методов предсказания не
дает хороших результатов. Эти же обстоятельства
приводят к значительным затратам при использо-
вании ML и при этом обусловливают значительную
неопределенность предсказания. Поэтому инте-
рес представляют эвристические методы, которые
позволяли бы делать быстрое и недорогое пред-
сказание на сравнительно небольшие временн‚ые
горизонты для весьма частных задач, но по ко-
торым можно было бы произвести как быструю
отбраковку некачественных образцов, наличие ко-
торых тем более вероятно, чем больше указанный
разброс при производстве, так и изучить влияние
на время деградации тех или иных факторов, ми-
нимизируя при этом затраты на используемое обо-
рудование. Авторы уверены, что этому требованию
отвечает предложенный способ экспресс-предска-
зания, основанный на оценке тренда методом HP-
фильтра.

Заметим, что проблема учета влияния многих
факторов на характеристики систем остается ис-
ключительно сложной задачей современной науки
о данных (Data Science, Big Data). В частности, име-
ет большое значение задача контроля связей меж-
ду факторами деградации аналогично, например,
рассматриваемой в [19] задаче разбиения периода
наблюдения на интервалы, в течение которых мо-
жет проявиться корреляция факторов. Этот аспект
проблемы предсказания времени деградации пред-
полагается исследовать на следующем этапе. При
этом для более полного решения вопроса о выбо-
ре метода предсказания времени рассматриваемых
технических систем представляет интерес формаль-
ное описание соответствующих процедур, основан-
ных на математическом и компьютерном модели-
ровании [20].
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НЕЙРОСЕТЕВОЕ КВАДРОДЕРЕВО И ЕГО ПРИМЕНЕНИЕ

ДЛЯ СЕГМЕНТИРОВАНИЯ СПУТНИКОВЫХ ИЗОБРАЖЕНИЙ∗

А. М. Достовалова1

Аннотация: Предложена ансамблевая нейросетевая архитектура, использующая модель квадродере-
ва (КД) для решения задачи сегментации изображений в условиях недостатка обучающих данных.
Нейросетевое КД (НКД) состоит из сети-сегментатора, формирующего признаки пикселей, и гра-
фово-сверточной сети со специальным блоком обрезки ветвей, устанавливающей между пикселями
изображения пространственно-иерархические связи. Разработанная модель была протестирована на
нескольких радиолокационных (РЛ) снимках земной поверхности, различных как по типам поверх-
ности, так и по характеристикам радиолокаторов (Sentinel 1, ESAR, HRSID). Проведено сравнение
результатов обработки снимков НКД и обычным КД, использующим общую сеть-сегментатор типа
U-Net. Нейросетевое КД продемонстрировало более высокие способности к распознаванию малых
объектов в сравнении с обычным КД. Прирост значений метрики Recall для таких классов у НКД
относительно обычного КД составил от 2,13% до 11,63%.

Ключевые слова: квадродерево; графовые нейронные сети; радиолокационные изображения; обнаруже-
ние малых объектов
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1 Введение

Спутниковые изображения нередко становятся
основным источником данных для решения при-
кладных задач мониторинга состояния земной по-
верхности. Для выделения на спутниковых снимках
участков интереса популярным стало использова-
ние нейронных сетей (НС), решающих эту задачу
как задачу сегментирования. Сегментировать сни-
мок означает определить для каждого пикселя s
наиболее вероятную метку класса x из набора X :

xs = argmax
x∈X

P(s | x).

Нейронные сети и методы машинного обучения
применяют для сегментирования спутниковых дан-
ных разной природы: как оптических снимков [1],
так и радиолокационных [2]. Развитие методов
обработки последних вызывает особый интерес,
поскольку РЛ данные, в отличие от оптических,
могут быть получены вне зависимости от времени
суток и погодных условий. Интерес представляет
развитие как общих методов сегментирования, так
и специализированных, настроенных на выделе-
ние определенных объектов — дорог [3], береговой
линии побережья [4] и др.

Главное ограничение практического примене-
ния НС заключается в отсутствии достаточного ко-
личества размеченных обучающих данных. Свой-

ства спутниковых снимков сильно зависят от гео-
графии и объектов съемки, а также свойств сенсо-
ра, например его пространственного разрешения.
На практике нередко возникает задача обработки
набора снимков интересующей области, состояще-
го всего из одного или нескольких неразмеченных
изображений со специфическими отражающими
свойствами [5]. Такая постановка задачи обработки
спутниковых снимков соответствует направлению
обучения на ограниченных примерах (англ. few-
shot learning [6]). Один из подходов в рамках этого
направления называется физическим информиро-
ванием сети [7]. Он состоит в использовании при
обучении НС представлений данных их физической
моделью.

Альтернативой физическим могут стать веро-
ятностные модели данных [8–11], особенно для
случаев, когда вероятностные представления раз-
виты [12, 13], а физические — сложны или вовсе не
существуют. Вероятностной моделью изображения,
описывающей связи между пикселями в разных
разрешениях, является случайное поле, имеющее
структуру КД. Эффективность использования этой
модели была продемонстрирована в работах [14–
16], развитием ее стала НС-реализация. Однако
существующие реализации КД используются толь-
ко в специфических подзадачах — оптимизации
вычислений в свертках [17], токенизации изобра-
жения [18, 19] или реализации многомасштабного

∗Работа выполнялась с использованием инфраструктуры Центра коллективного пользования «Высокопроизводительные вычис-
ления и большие данные» (ЦКП «Информатика») ФИЦ ИУ РАН (г. Москва).

1Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук, adostovalova@frccsc.ru
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внимания [20, 21]. Кроме того, они обычно ис-
пользуют менее явные, чем графовые, сверточные
представления пространственных связей [22].

В работе предложена архитектура НКД, реали-
зующего структуру КД на основе графовых пред-
ставлений. Был использован специальный блок об-
резки ветвей для повышения эффективности учета
связей между пикселями в разных разрешениях.
С помощью НКД была проведена многоклассо-
вая сегментация четырех различных РЛ снимков
в условиях недостатка обучающих данных и выпол-
нено сравнение с результатами обработки обыч-
ным КД.

2 Архитектура нейросетевого
квадродерева

Квадродеревом называется графовая структура
в виде дерева с четырьмя потомками у каждой
вершины (за исключением нижнего слоя). Его
можно представить в виде пирамиды изображений
S0, . . . , Sn одного и того же участка поверхности,
снятой в разных разрешениях. Каждый пиксель
s ∈ Sl имеет предка s− ∈ Sl−1, четырех потомков
s+ ∈ Sl+1 и множество предшественников {r ∈
∈ Sl, r � s} [14]. В работе [15] был предложен
подход к повышению точности обработки изобра-
жений, изначально сегментированных НС, за счет
постобработки таким КД. Этот подход состоит из

трех этапов: помимо начального сегментирования
и постобработки необходим дополнительный этап
получения признаков для верхних слоев дерева — за
счет сегментирования снимков меньшего разреше-
ния [16], ансамблирования сегментатора с другой
архитектурой или дополнительной обработки вы-
ходов сегментатора каким-либо методом класси-
фикации (в [15] — случайный лес). Кроме того, КД
не обучается в процессе обработки — значения пе-
реходных вероятностей задаются из эмпирических
соображений.

Нейросетевое КД устраняет указанные недо-
статки реализации модели. Архитектура НКД со-
стоит из ансамбля кодировщика, блока графовых
сверток [23] и классификатора (рис. 1), повыша-
ющих точность предсказаний первой сети [24]. Ко-
дировщик (упрощенная U-Net с областью обработ-
ки N × N ) формирует в разных пространственных
разрешениях признаки пикселей изображения, ко-
торые приводятся cвертками 1 × 1 к одинаковому
числу каналов K и объединяются в вектор размер-
ностиK×N1−4,N1−4 = N2+N2/2+N2/4+N2/8.

Графово-сверточная сеть состоит из трех свер-
ток [23] (по аналогии с алгоритмом обработки
обычным КД из [14]), получающих на вход век-
тор размерности Hi × N1−4, i = 0, 1, 2, H0 = K,
слоя дропаута с вероятностью прореживания d prob
и блока обрезки ветвей. ВеличиныH1 = H2 по ана-
логии с обычным квадродеревом, а H3 равняется
числу классов на снимке.

Рис. 1 Архитектура НКД
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Блок обрезки ветвей используется для выявле-
ния и усиления сходства пикселей в соседних сло-
ях дерева. Этот структурный элемент продолжает
идею, описанную в работе [16], в которой для по-
вышения точности сегментирования однородных
участков снимков характеристики нижележащих
слоев принимались равными характеристикам вы-
шележащих слоев при достаточном уровне сходства
между ними, определяемым заданным порогом.
В этой работе применяется более гибкий подход:
новые значения характеристик элементов нижне-
го слоя вычисляются как среднее старых значений
с характеристиками вышележащего слоя, умножен-
ных на коэффициент сходства p (q — пороговое
значение значимости коэффициента сходства, луч-
шие по точности результаты были получены при
q = 0,3):

p = 1−

− ReLU(softmax(((Sl −Upsample(Sl−1))
2))− q)

1− q
.

Выходной вектор графовой сети разделяется на
подвекторы, каждый из которых соответствует од-
ному из слоев квадродерева: первый вектор содер-
жал N2 элементов, второй N2/2 и т. д. Эти векторы

приводятся к размерности N2, конкатенируются
и уже потом обрабатываются классификатором, со-
стоящим из слоя двумерной свертки.

3 Обработка изображений
нейросетевым квадродеревом

Для тестирования НКД был составлен набор из
четырех РЛ-снимков (рис. 2). Были использова-
ны данные радиолокатора спутника Sentinel 1 [25]
(разрешение порядка 20 м), авиационного радиоло-
катора ESAR [26] (разрешение около 7 м), а также
снимок из набора HRSID [27] (разрешение 0,5–
3 м). Типичные размеры исследуемых снимков —
от 800× 800 до 3000× 3000 пикселей. Изображения
были трехканальными, в градациях серого цвета —
в качестве данных о поверхности съемки использо-
вались значения амплитуды отраженного сигнала
без учета его поляризации.

Снимки были или неразмеченными (Sen-
tinel 1, ESAR), или частично размеченными (на-
бор HRSID). При ручной разметке формировалось
изображение-маска снимка, которая использова-
лась для проведения оценки точности сегментиро-
вания. Всего выделены 6 типов встречающихся на

Рис. 2 Сегментируемые изображения: (а) и (б) Sentinel 1; (в) HRSID; (г) ESAR
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изображениях поверхностей: водная гладь; обра-
батываемые поля; необрабатываемые земли; лес;
поселения; корабли.

Снимки сегментировались патчами: для этого
каждое изображение разбивалось на патчи заданно-
го размера, часть из которых использовалась только
для обучения сети, а другая часть — для тестиро-
вания метода. Наборы для тестирования и обуче-
ния не пересекались. Для формирования обуча-
ющего набора на исходном изображении вручную
выделялись небольшие участки, соответствующие
разным типам поверхности. Все патчи изображе-
ния, попавшие в выделенные области, были отне-
сены к обучающему множеству, а непопавшие —
к тестовому. При этом число пикселей, попавших
в выделенные области, не превосходило и 7% от
общего числа размеченных пикселей изображения.
Длина и ширина каждой такой области составляла
порядка 50–100 пикселей, чтобы в обучающем на-
боре присутствовали все классы. Поэтому размер
патчей, которыми сегментировалось изображение,
составлял 16 × 16 пикселей. Размер обучающего
набора после аугментации (поворот на случайный
угол и сдвиг) составлял от 2000 до 6000 элементов.

Для оценки точности сегментирования исполь-
зовались метрики Precision (Prec) и Recall (Rec),
вычисляемые по формулам

Precision =
TP

TP + FP
;

Recall =
TP

TP + FN

для каждого класса по отдельности, и Recall full
и Precision full для всех классов вместе. Значения

метрик зависят от значений TP — числа пиксе-
лей, верно классифицированных принадлежащими
к рассматриваемому классу, FP — числа пикселей,
неверно отнесенных к рассматриваемому классу,
и FN — числа пикселей класса, классифициро-
ванных неверно. Определение числа TP, FP и FN
пикселей проводилось при попиксельном сравне-
нии сегментированного изображения и его маски,
из которой были удалены все области, на которых
сеть обучалась. Совместное использование двух
метрик позволяло оценить точность сегментиро-
вания изображения в случае несбалансированных
классов.

Обучение U-Net занимало 100 эпох, потом ве-
са этой сети замораживались и выходы ее слоев
использовались для обработки обычным КД или
обучения НКД. Параметры K (диапазон измене-
ния — 32 или 100 элементов), H1 (11–15) и d prob
(0,2–0,5) служили гиперпараметрами сети, выбор
лучшей комбинации параметров осуществлялся ме-
тодом Grid Search [28]. В работе приведены лучшие
по значениям Recall full (далее — общей точности)
результаты сегментирования каждого снимка, по-
лученные обычным КД или НКД, а также точности
обработки U-Net и КД второго типа.

3.1 Набор данных Sentinel 1

Рисунок 2, a включает в себя водную гладь
(класс 1), светлые поля (класс 2), поселения и доро-
ги (класс 3) и темные поля (класс 4). Максимальное
значение метрики Recall full получено с использова-
нием обычного КД (рис. 3). В табл. 1 представлены
оценки точности для U-Net, обычного КД и НКД

Рис. 3 Результаты сегментирования изображения рис. 2, a: (a) обычное КД; (б) НКД; 1 –4 — классы 1–4
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Таблица 1 Точность сегментирования (в %) снимка рис. 2, а (Sentinel 1)

Метод
Класс 1 Класс 2 Класс 3 Класс 4 Recall Precision

Rec Prec Rec Prec Rec Prec Rec Prec full full
U-Net 98,17 98,96 86,10 92,54 80,06 82,89 93,42 85,91 91,25 90,81

Обычное КД 98,10 98,95 86,52 93,32 80,81 84,13 94,15 86,25 91,69 91,25
Нейросетевое КД 98,38 98,69 85,47 92,93 82,94 80,15 93,82 86,39 91,36 90,92

Таблица 2 Точность сегментирования (в %) снимка рис. 2, б (Sentinel 1)

Метод
Класс 1 Класс 2 Класс 3 Класс 4 Recall Precision

Rec Prec Rec Prec Rec Prec Rec Prec full full
U-Net 82,93 69,83 79,91 87,62 0,0 0,0 0,0 0,0 79,45 79,45

Обычное КД 82,55 70,72 80,91 87,57 0,0 0,0 0,0 0,0 79,89 79,95
Нейросетевое КД 80,37 73,43 81,75 87,03 81,61 69,01 67,29 92,60 81,08 81,08

(K = 100, H1 = 11 и d prob = 0,2) — максималь-
ные для каждого класса выделены жирным шриф-
том. Рисунок 2, б включает необрабатываемые зем-
ли (класс 1), обрабатываемые поля (класс 2), реки
(класс 3) и поселения (класс 4). Максимальное
значение метрики Recall full демонстрирует НКД
(K = 32, H1 = 11 и d prob = 0,2). В табл. 2 при-
ведены оценки точности для U-Net, обычного КД
и НКД.

Приращения точности для классов крупных
объектов (классы 1, 2 и 4 первого и классы 1 и 2 вто-
рого изображений) у трех методов обработки двух
изображений сопоставимы. Разница значений мет-
рик не превосходит 1,84%. При этом для классов
малых объектов НКД демонстрирует превосходя-
щие результаты. На втором изображении U-Net или
КД теряют классы 3 и 4, а НКД — сегментирует их
с высокой точностью. При обработке НКД первого
изображения можно отметить более высокое каче-
ство восстановления дороги между поселениями,
что отражено для соответствующего класса 3 мак-
симальным приращением Recall на 2,88%. Таким
образом, НКД для изображений Sentinel 1 демон-
стрирует лучшие по качеству и точности результаты,
особенно при обработке малых объектов.

3.2 Набор данных HRSID

Рисунок 2, в изображает водную поверхность
(класс 1), поселения (класс 2), поля (класс 3), необ-

рабатываемые земли (класс 4) и корабли (класс 5).
Максимальное значение метрики Recall full де-
монстрирует НКД (K = 32, H1 = 11 и d prob =
= 0,2). В табл. 3 приведены оценки точности для
U-Net, обычного КД и НКД. Обработка изобра-
жения с помощью НКД увеличивает Recall full на
0,78%–1,65% в сравнении с результатами U-Net,
а обработка с помощью обычного КД — на 0,12%–
0,3%. Для классов 1, 3 и 4, соответствующих круп-
ным объектам, результаты обработки КД и НКД
практически идентичны: разница значений метрик
не превосходит 1,0%. Однако для классов 2 и 5, со-
ответствующих малым объектам, НКД демонстри-
рует прирост относительно результатов U-Net на
3,98–10,87% по Recall и 2,47–10,32% по Precision,
в то время как при обработке КД из-за искажения
формы объектов даже наблюдается снижение точ-
ности. Уменьшение Recall составляет 0,76%–8,56%.
Таким образом, НКД при обработке изображения
HRSID демонстрирует лучшие по качеству и точ-
ности результаты, особенно при обработке малых
объектов.

3.3 Набор данных ESAR

Рисунок 2, г изображает водную гладь (класс 1),
обрабатываемые поля (класс 2) и лес (класс 3). Мак-
симальное значение метрики Recall full получено
с использованием КД. В табл. 4 представлены оцен-
ки точности U-Net, обычного КД и НКД (K = 100,

Таблица 3 Точность сегментирования (в %) снимка рис. 2, в (HRSID)

Метод
Класс 1 Класс 2 Класс 3 Класс 4 Класс 5 Recall Precision

Rec Prec Rec Prec Rec Prec Rec Prec Rec Prec full full
U-Net 95,38 95,94 45,48 54,67 66,43 64,33 76,24 73,09 81,81 82,09 87,07 87,06

Обычное КД 95,24 96,44 44,72 60,78 69,05 69,55 77,46 75,37 73,25 84,34 87,19 88,79
Нейросетевое КД 96,17 96,07 56,35 64,99 69,17 70,38 78,29 75,51 85,79 84,56 88,72 88,71
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Таблица 4 Точность сегментирования (в %) снимка рис. 2, г (ESAR)

Метод
Класс 1 Класс 2 Класс 3 Recall Precision

Rec Prec Rec Prec Rec Prec full full
U-Net 87,16 93,01 69,06 64,90 93,68 91,08 86,86 86,86

Обычное КД 89,79 94,24 70,95 70,35 94,28 90,91 88,46 88,46
Нейросетевое КД 93,13 90,97 62,65 74,46 94,47 90,60 88,35 88,35

H1 = 11и d prob = 0,2). Обработка КД увеличивает
Recall full на 1,09%–1,6%, а НКД — на 0,9%–1,81%.
Для КД поклассовый прирост Recall не превосхо-
дит 2,63%, Precision — 5,45%. Для НКД прирост
Recall для классов 1 и 2 достигает 5,97%, Preci-
sion — 9,56%. Сильные изменения Recall и Precision
возникают из-за систематических ошибок сегмен-
тирования. Из-за особенностей рельефа области
съемки (впадина на дне водоема) пиксели класса 1
в области впадины и класса 2 обладают схожи-
ми отражающими свойствами: средние значения
яркости составляют 20,25 и 18,65 соответственно.
Поэтому можно заключить, что для изображения
ESAR результаты обработки КД и НКД сопоста-
вимы.

4 Заключение
Результаты сегментирования нескольких раз-

ных РЛ-изображений показали, что использование
НКД повышает точность сегментирования сним-
ков, получаемую базовым кодировщиком. Прирост
по Recall составил от 0,11% до 1,63%, притом что
базовая точность сегментирования была довольно
высокой — от 86,86% до 91,25% для трех из четырех
изображений.

Поклассовые оценки точности зависят от типов
объектов, которыми представлен класс на изоб-
ражении. Для крупных объектов искажения
в основном имеют характер зашумлений и точ-
ности сегментирования их КД и НКД практически
идентичны, поскольку оба подхода реализуют оди-
наковую систему пространственных связей и вос-
станавливают шумовые искажения схожим обра-
зом. Малые объекты НКД восстанавливает более
эффективно в сравнении с КД: прирост Recall со-
ставляет 2,88%–10,32%, а для КД — не превосхо-
дит 0,75%. Обычное КД ограничено результатами
первоначального сегментирования снимка. Если
объект или целый класс был потерян, восстановить
его с помощью КД не представляется возможным,
в то время как НКД на такое способно. В дальней-
шем планируется продолжить исследования НКД
в задаче выделения малых объектов, в частности
с помощью подходов, использующих представле-
ние изображения в виде суперпикселей.

Автор выражает признательность своему науч-
ному руководителю профессору А. К. Горшенину
за плодотворные обсуждения вопросов построения
архитектуры НКД.
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Abstract: The paper considers the neural ensemble neural network architecture that uses a quadtree model for SAR
(Synthetic Aperture Radar) image segmentation under the lack of training data. The Neural Quadtree network
(NQN) consists of segmentation network forming the image pixels features and a graph convolution network with
the special branch pruning block establishing the spatial and hierarchical connections between pixels. The NQN is
used for segmenting of several SAR images that differ a lot both in presented surfaces and characteristics (Sentinel-1,
ESAR (Experimental SAR), HRSID (High-Resolution SAR Images Dataset)). A comparison was made of the
results of processing images of NQN and a conventional quad-tree using a common U-Net network segmentor.
The NQN demonstrates the higher quality in target detection in comparison with a conventional quadtree. The
difference in Recall values for such objects classes between NQN and quadtree ranges from 2.13% to 11.63%.
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