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МОДЕЛИРОВАНИЕ И МОНИТОРИНГ СОСТОЯНИЯ

VoIP-СОЕДИНЕНИЯ∗

А. В. Борисов1, А. В. Босов2, Г. Б. Миллер3

Аннотация: В результате анализа транспортного протокола Real Time Transfer Protocol (RTP), использу-
емого технологиями Voice over IP (VoIP) для передачи аудио- и видеоинформации, предложена математи-
ческая модель описания состояния VoIP-соединения. Она учитывает как формальные правила, лежащие
в основе технологии VoIP, так и особенности сетевого взаимодействия, характерные для RTP: задерж-
ки, потери пакетов и пр. Математическое описание исследуемого процесса сетевого взаимодействия
основано на аппарате скрытых марковских моделей. Предполагается, что ненаблюдаемое состояние
соединения описывается марковским процессом с конечным множеством состояний, а наблюдению
доступен поток принимаемых кадров, являющийся немарковским мультивариантным точечным процес-
сом. Для предложенной системы наблюдения решена задача фильтрации состояния VoIP-соединения по
имеющимся наблюдениям. Достоверность предложенной модели и работоспособность алгоритма фильт-
рации иллюстрируются примером обработки реального видеопотока, формируемого сервисом Linphone
VoIP и передаваемого по сотовой сети стандарта 3G.

Ключевые слова: технологии VoIP; прокотол RTP; сетевое соединение; скрытая марковская модель;
мультивариантный точечный процесс; оптимальная фильтрация
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1 Введение

Разработка и верификация математических мо-
делей функционирования телекоммуникационных
систем является одним из интенсивно развива-
ющихся направлений научных исследований в по-
следние полвека. Формальное описание случайных
процессов, возникающих при работе телекомму-
никационных и информационно-вычислительных
устройств, обеспечивающих сетевой обмен по ка-
налам связи под управлением различных сетевых
протоколов, в настоящее время достаточно востре-
бовано. Такие модели, с одной стороны, являются
фундаментом для дальнейших исследований, бо-
лее детального анализа и, в конечном итоге, реа-
лизации оптимизированных алгоритмов передачи
и обработки информации в составе аппаратного
или программного обеспечения телекоммуника-
ционных средств. С другой стороны, разработ-
ка и совершенствование математических моделей
стимулируются появлением новых средств связи
и транспортных протоколов.

Качество моделей традиционно оценивается их
способностью отражать природу описываемого ка-

нала связи, циркулирующих в нем потоков данных,
в частности нестационарный характер процессов
приема/передачи информационных пакетов, их за-
держки, перемешивание, потери и т. п.

По-видимому, пионерскими в данной области
следует считать ставшие классическими моде-
ли [1, 2]. Изначально они были созданы для опи-
сания битовых потерь в телефонных сетях, но впо-
следствии достаточно успешно применялись для
описания потерь пакетов в компьютерных сетях,
управляемых протоколами стека TCP/IP. Будучи
предельно простыми, они, тем не менее, хоро-
шо описывали ряд принципиальных особенностей,
свойственных сетям TCP/IP.

Для учета тонкой специфики сетевого взаимо-
действия предпринимались попытки детально опи-
сывать структуру и протоколы реальных систем
и сетей пакетной передачи данных. Аппаратом,
применяемым в таких исследованиях, как правило,
выступали цепи Маркова с конечным множеством
состояний [3–7].

С ростом числа возможных состояний, а также
при исследовании процессов в условиях предель-
ных сетевых нагрузок обоснованное применение
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нашли жидкостные и диффузионные аппроксима-
ции [8–11]. Попытки частично или полностью от-
казаться от марковского свойства моделей привели
к использованию самоподобных процессов [12–14]
и скрытых марковских моделей (СММ) [15–18].

Накопленный к настоящему времени опыт мо-
делирования подкрепляет очевидный тезис о том,
что успех в разработке математической модели
достигается при компромиссе между полнотой
учета технических деталей, разумными упроще-
ниями, возможностями применяемого математи-
ческого аппарата и устойчивостью к неточностям
параметров модели.

В настоящее время существуют несколько стан-
дартов, описывающих наборы протоколов, на базе
которых разрабатываются и функционируют сер-
висы IP-телефонии. К наиболее распространен-
ным можно отнести протокол установления сеанса
SIP (Session Initiation Protocol), посредством кото-
рого осуществляется обмен служебной информаци-
ей, связанной с регистрацией и установкой сеансов
связи между клиентами. Согласование медиафор-
матов и других параметров сессии после установ-
ления соединения между клиентами происходит
с использованием протокола описания сессии SDP
(Session Description Protocol).

Другой популярный VoIP-стандарт H.232 опи-
сывает отличный от SIP набор служебных прото-
колов, тем не менее наиболее часто используемым
протоколом для непосредственной передачи аудио-
и видеопотоков в IP-телефонии обоих стандартов
является RTP (Real-Time Transport Protocol). В силу
того что наибольший объем данных передается по
этому протоколу, именно его естественно исполь-
зовать для оперативной оценки состояния канала
связи между клиентами на прикладном уровне се-
тевой модели.

Таким образом, объектом исследования в дан-
ной статье является RTP — протокол прикладного
уровня, используемый для передачи аудио- и ви-
деоданных между VoIP-клиентами. Для данного
протокола предлагается новая математическая мо-
дель, учитывающая ряд его специфических черт,
характерных именно для технологий VoIP.

Во-первых, RTP является протоколом, не гаран-
тирующим доставку: в нем отсутствует механизм
квитирования, т. е. поток передаваемых пакетов
предполагает случайные потери. Кроме того, RTP
допускает временное взрывное нарастание прини-
маемых пакетов (так называемое bursting reception)
и нарушение порядка их приема. При этом если
нарушение порядка пакетов выявляется непосред-
ственно путем простого сравнения номеров паке-
тов, то определение факта их потери возможно
только через определенный временной лаг, необ-

ходимый для того, чтобы убедиться в том, что пакет
потерян вовсе, а не задерживается.

Во-вторых, на принимающей стороне существу-
ет возможность регистрации моментов приема па-
кетов. Эта временн‚ая последовательность является
важным источником информации для определения
характеристик задержек пакетов и последующей
оценки состояния VoIP-соединения. При этом
ясно, что это состояние недоступно прямым на-
блюдениям, поскольку определяется нагрузкой на
программное обеспечение и средства телекоммуни-
каций, формирующие и обслуживающие канал свя-
зи, допустимыми размерами буферов в каналообра-
зующей аппаратуре и т. п. Характеристики задержек
пакетов позволяют судить о состоянии соединения
лишь косвенно. Наконец, анализ реальных дан-
ных показывает, что время ожидания очередного
RTP-пакета не является экспоненциально распре-
деленной случайной величиной вне зависимости от
состояния соединения, т. е. поток пакетов прини-
маемых RTP-пакетов не является марковским.

Перечисленные особенности предлагается
включить в формальное описание с помощью
аппарата СММ. Предполагается, что состояние
VoIP-соединения описывается ненаблюдаемым
(«скрытым») марковским процессом с конечным
множеством состояний, а наблюдению доступна
последовательность пар «момент получения паке-
та – заголовок RTP-пакета». Эти заголовки позво-
ляют правильно сформировать кадр, требующий-
ся клиенту сервиса VoIP. Однако непосредственное
использование такой информационной модели для
решения последующих задач оценивания и опти-
мизации состояния соединения оказывается неэф-
фективным в силу того, что эти «сырые» данные
избыточны для решения вышеупомянутых задач.
Тем не менее к ним удается применить некоторую
процедуру предобработки с фиксированным малым
запаздыванием для извлечения значимой информа-
ции о состоянии соединения. Эта процедура опи-
рается на наличие в видеопотоке неделимого эле-
мента — отдельного кадра. Данное обстоятельство
делает естественной агрегацию данных о момен-
тах получения отдельных пакетов в последователь-
ность моментов получения кадров. Дополнительно
каждый кадр сопровождается информацией о его
статусе, характеризующей качество кадра. Эта ин-
формация также является результатом агрегации
информации из заголовков пакетов кадра. Таким
образом, в качестве наблюдений в предлагаемой
модели используется результирующая последова-
тельность пар «момент получения кадра – статус
кадра». Для математического описания этой по-
следовательности предлагается использовать муль-
тивариантные точечные процессы (МТП) [19].
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Таким образом, предлагаемая модель сетевого
взаимодействия относится к классу стохастических
динамических систем наблюдения, для решения
задач оценивания и оптимизации в которых может
быть применен хорошо развитый аппарат стохасти-
ческого анализа.

Статья организована следующим образом. Раз-
дел 2 содержит неформальное описание процесса
получения потока RTP-пакетов и аргументацию
в пользу упомянутой процедуры предобработки.
В результате предлагается математическая модель
соединения в форме стохастической дифференци-
альной системы наблюдений.

В разд. 3 практическая задача онлайн-монито-
ринга состояния VoIP-соединения сформулирова-
на в терминах оптимальной фильтрации состояния
системы наблюдения. Ее решение может оказаться
полезным, например, в качестве вспомогательной
процедуры в задаче идентификации параметров
модели (например, в EM-алгоритме (expectation–
maximization algorithm) [20]) или для целей управ-
ления по неполной информации. Общее решение
задачи фильтрации, включая подробное доказа-
тельство, приведено в [21], обсуждение модели
и применение алгоритма фильтрации в сетях мас-
сового обслуживания — в [22].

Раздел 4 иллюстрирует представленные резуль-
таты. Качество предложенной модели и алгоритма
оценивания продемонстрировано на примере обра-
ботки реальных статистических данных, получен-
ных в результате работы сервиса Linphone VoIP по
сети сотовой связи 3G. Выводы и заключительные
замечания приведены в разд. 5.

2 Неформальное описание
и математическая модель

Процесс получения кадров, передаваемых с по-
мощью потока RTP-пакетов, предлагается описы-
вать следующей стохастической дифференциаль-
ной системой наблюдения. Ее первый компонент
определяет ненаблюдаемое состояние VoIP-со-
единения. Его значение зависит от множества
случайных факторов: сформировавшейся тополо-
гии обеспечивающей физической сети, состояния
и характеристик телекоммуникационного оборудо-
вания, состояния встроенного программного обес-
печения и свойств реализуемых им алгоритмов пе-
редачи данных. Наиболее важным представляется
фактор разделения сетевых ресурсов. Телекомму-
никационное оборудование обслуживает одновре-
менно большое число пользователей, поэтому об-
щая текущая нагрузка на канал существенно влияет

на состояние конкретного соединения и служит до-
полнительным источником неопределенности.

Очевидно, что все упомянутые параметры
и факторы, определяющие состояние соединения,
недоступны прямым наблюдениям, поэтому его
можно считать ненаблюдаемым («скрытым») про-
цессом. В то же время значительное число не-
зависимых пользователей, постоянно запрашивая
сетевые ресурсы, обеспечивают отсутствие после-
действия для этого процесса, так что предположе-
ние о наличии у состояния соединения марковско-
го свойства представляется вполне реалистичным.
В рассматриваемой модели будем предполагать, что
состояние соединения описывается однородным
марковским процессом Xt с начальным распре-
делением p0, матрицей интенсивностей ˜ и тремя
возможными состояниями {e1, e2, e3} , S3. Обо-
значение ej здесь и далее применяется для j-го
единичного вектора в евклидовом пространстве R3.
Значение e1 используется для обозначения состо-
яния соединения «свободно», e2 — для состояния
«умеренная нагрузка» и e3 — для состояния «пе-

регрузка и/или сбой соединения». Использование
единичных векторов для формального обозначе-
ния значений марковского процесса обеспечивает
возможность представитьXt в виде решения стоха-
стического уравнения:

Xt = ξ +

t∫

0

˜⊤Xs ds+M
X
t , (1)

где MX
t — мартингал; ξ — случайный вектор с рас-

пределением p0 [20]. Параметры (p0,˜) далее пред-
полагаются известными или доступными иденти-
фикации по имеющимся статистическим данным
(как это сделано, например, в разд. 4).

На принимающей стороне наблюдению доступ-
ны пары вида «момент получения пакета – заголо-
вок RTP-пакета». Моменты получения пакетов
могут фиксироваться клиентским программным
обеспечением VoIP или сетевыми мониторами (см.,
например, [23, 24]). Формат заголовков пакетов
(см., например, [25]) накладывает ряд важных огра-
ничений на процесс передачи данных. Во-первых,
факты потерь RTP-пакетов на приемнике не могут
быть зарегистрированы непосредственно. Обнару-
жение потери пакета обеспечивается наличием в его
заголовке информации, позволяющей определить,
к какому кадру относятся полученные в пакете дан-
ные и какой по порядку пакет из кадра получен.
Во-вторых, поток RTP-пакетов не является орди-
нарным: большинство VoIP-серверов присваивают
общую временн‚ую метку (timestamp) всем пакетам,
образующим кадр, и отправляют их одновременно.
На приемнике это свойство в целом также сохра-
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няется: обычно пакеты, отправленные одновре-
менно, регистрируются на стороне клиента также
одновременно. В-третьих, отправитель использует
некоторые низкоуровневые аппаратные протоколы
для получения дополнительной информации о ка-
честве физического соединения или наличии сбоев
для последующей адаптации процедуры отправки.
При отсутствии связи или ее неудовлетворительном
качестве RTP-пакеты аккумулируются в серверном
буфере, с тем чтобы быть отправленными, как толь-
ко качество соединения улучшится. В таких ситу-
ациях целые серии пакетов могут появляться на
принимающей стороне одновременно и при этом
может нарушаться их порядок.

Сказанное позволяет сделать вывод о том, что
характер сетевого обмена, задающий в конечном
итоге качество воспроизведения, определяется рав-
номерностью доставки кадров и их качеством.
Таким образом, изначально данные заголовков
принимаемых пакетов оказываются избыточными
для последующего оценивания состояния соедине-
ния, и требуется их предобработка для извлече-
ния информации о событиях, связанных с кадрами.
Результатом этой процедуры является МТП, т. е.
последовательность пар {(τ(n), Y (n))}n∈N, в кото-
рой τ(n) является случайным временем n-го на-
блюдаемого события, Y (n)— типом события. «Ал-
фавит» (множество возможных событий) задается
множеством {f1, f2, f3} , S3. Обозначение fk здесь
и далее используется для k-го единичного вектора
евклидова пространства R

3. Значение f1 присвоено
событию «получен кадр большого размера», f2 — со-
бытию «получен кадр малого размера», f3— событию
«потери в составе кадра».

События первых двух типов регистрируются
естественным образом в реальном масштабе вре-
мени при поступлении последнего пакета кадра.
Наличие потерь в конкретном кадре фиксируется
в том случае, если хотя бы один пакет, составля-
ющий кадр, еще не получен, но уже получен пакет-
маркер следующего кадра (в RTP для каждого кадра
заголовок его последнего пакета маркируется бито-
вым признаком). Тем не менее время регистрации
события третьего типа определяется как момент
получения последнего пакета, составляющего кадр
с потерянными пакетами.

Наблюдения в форме МТП {(τ(n), Y (n))}n∈N

эквивалентны следующему случайному процессу
с непрерывным временем:

Yt ,
∑

n∈N

Y (n)I(t− τ(n)) .

Здесь I(·) — функция Хевисайда, непрерывная
справа. Компоненты трехмерного процесса Yt —

считающие: каждый компонент определяет общее
число событий соответствующего типа, произо-
шедших на интервале [0, t].

Предположим, что известна условная плотность
вероятности πjkℓ(·):

P {τ(n) 6 t , Y (n) = fj|τ(n− 1) = s ,
Y (n− 1) = fk , Xu ≡ eℓ , u ∈ [s, t]} =

= I(t− s)

t∫

s

πjkℓ(u − s) du , (2)

в противном случае ее предполагается предвари-
тельно идентифицировать (см. разд. 4).

Можно показать, что процесс Yt допускает сле-
дующее представление:

Yt =

t∫

0

φ(ω, u)Xu− du+M
Y
t , (3)

где MY
t — мартингал, а φ(ω, u) : Ÿ × R+ → R3×3 —

предсказуемая матричнозначная функция мгно-
венных интенсивностей. Элементы φjℓ(·) обладают
ясной вероятностной интерпретацией: для любого
n ∈ N

φjℓ(ω, t) dt = P
{
τ(n) ∈ [t, t+ dt), Y (n) = fj

∣∣

{(τ(i), Y (i))}n−1i=1 ∨ {Xt− = eℓ} ∨ {τ(n) > s}
}
.

Матрица интенсивностей может быть вычислена
с помощью условной плотности вероятности πjkℓ(·)
(здесь и далее предполагается, что τ0 , 0):

φ(ω, t) =
∑

n∈N

I(τ(n−1),τ(n)](t)ϕ(τ(n − 1), Y (n− 1), t),

где ϕ(·) = ‖ϕjℓ(·)‖ — матрично-значная функция
соответствующей размерности с элементами

ϕjℓ(τ(n − 1), Y (n− 1), t) ,

,

3∑

k=1

f⊤
k Y (n− 1)πjkℓ(t− τ(n− 1))×

×



3∑

i=1

+∞∫

t

πikℓ(u− τ(n− 1)) du



+

.

Таким образом, уравнения (1) и (3) образуют ис-
комую математическую модель функционирования
VoIP-соединения. Подтверждению ее адекватности
для описания функционирования сервиса Linphone
VoIP посвящен разд. 4. В следующем разделе при-
ведены постановка и решение задачи онлайн-оце-
нивания (фильтрации) состояния рассматриваемой
системы наблюдения.
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3 Задача онлайн-оценивания
состояния соединения

Предложенная математическая модель позво-
ляет решить одну из важнейших практических за-
дач мониторинга состояния VoIP-соединения по
доступным наблюдениям. В терминах теории
стохастических динамических систем эта задача
эквивалентна построению условного распределе-
ния состояния относительно всех доступных на
данный момент наблюдений. Помимо собственной
практической и теоретической значимости пред-
ставление условного распределения играет важную
вспомогательную роль при решении различных за-
дач управления по неполной информации.

Для рассматриваемой модели задача фильт-
рации состоит в нахождении условного математи-
ческого ожидания (УМО) состояния VoIP-соеди-
нения по наблюдениям, доступным к текущему
моменту времени t: X̂t , E

{
Xt|Y[0,t]

}
. Решение

этой задачи определяет следующая теорема.

Теорема 1. Условное математическое ожидание X̂t

определяется как единственное решение следующей

стохастической системы уравнений, имеющей един-

ственное сильное решение:

X̂t = p0 +

∫ t

0

˜⊤X̂s− ds+

+

t∫

0

[
diag X̂s− − X̂s−X̂

⊤
s−

]
φ⊤(ω, s−)×

×
[
diag

(
φ(ω, s−)X̂s−

)]−1
×

×
(
dYs − φ(ω, s−)X̂s− ds

)
. (4)

Задача фильтрации семимартингала по наблю-
дению семимартингала в наиболее общей поста-
новке была решена в [19], формулы частного
случая фильтрации МСП по наблюдениям МТП
с линейным компенсатором представлены в [21],
а их обсуждение применительно к сетям массового
обслуживания имеется в [22].

4 Численные эксперименты

Для проверки адекватности представленной мо-
дели сетевого взаимодействия и иллюстрации каче-
ства оценок фильтрации был проведен численный
эксперимент по обработке реальных данных, полу-
ченных на клиенте видеоконференции, организо-
ванной с помощью VoIP-сервиса Linphone. Цир-
кулирующие в рамках этой конференции пакеты

регистрировались на выбранном узле-получателе.
Накопленные таким образом статистические дан-
ные использовались для одновременной иденти-
фикации параметров модели наблюдения (1), (3)
и онлайн-вычисления оценок фильтрации.

Поскольку состояние сетевого соединения
вычисляется по статистическим данным после
некоторой предварительной их обработки, иденти-
фикация модели (определение матрицы интенсив-
ности и условных плотностей πjkl(·)) также выпол-
няется с некоторым запаздыванием по отношению
к поступающему потоку данных. Оценки фильт-
рации, хотя и вычисляются в онлайн режиме по
всему накопленному объему наблюдений, строят-
ся на основе модели, параметры которой получены
с использованием лишь части наблюдений. Сте-
пень запаздывания, которая определяется разни-
цей между количеством наблюдений (пакетов), ис-
пользуемых для идентификации модели и процесса
фильтрации, соответствует размеру окна сглажива-
ния. Оценки фильтрации сравниваются с «идеаль-
ной моделью», состояние которой вычисляется как
результат сглаживания. Полученные качественные
характеристики оценок фильтрации служат под-
тверждением как адекватности модели (1), (3), так
и высокой точности самого алгоритма фильтра-
ции (4).

Для проведения расчетов был зарегистрирован
отрезок последовательности пакетов, переданных
в рамках сессии обмена потоковым видео. Видеопо-
следовательность передавалась с использованием
канала мобильной связи 3G с мобильного устрой-
ства на персональный компьютер, подключенный
к сети Интернет. На этом компьютере перехва-
тывался весь входящий трафик, из него извлека-
лись пакеты, касающиеся конкретной видеосессии.
В качестве средства проведения видеоконференции
использовалось приложение Linphone VoIP. Этот
широко распространенный кроссплатформенный
программный клиент IP-телефонии имеет откры-
тый исходный код и поддерживает версии как для
мобильных, так и для настольных платформ. Наи-
более важным обстоятельством для проводимых
исследований является возможность отключения
в данном приложении шифрования RTP-трафика,
что обеспечивает прозрачность процессов его обра-
ботки. В частности, благодаря отсутствию шифро-
вания удается легко разделять отдельные RTP-сес-
сии и выделять аудио- и видеопоследовательности.
В качестве сетевого монитора использовалось при-
ложение Wireshark, выбор которого определялся
простотой применения и совместимостью с опе-
рационной системой.

На рис. 1 приведены данные, полученные в те-
чение примерно двадцатиминутной видеоконфе-
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Рис. 1 Данные сессии RTP: тонкая темно-серая линия — размер кадра Ft; тонкие серая и черная линии — скорость
получения пакетов St и ее медианаmed (St); точки — событие «потери в составе кадра»; сплошные светло-серая, серая
и темно-серая линии — состояние соединения e1, e2 или e3; пунктирные черные линии — пороговые значения 0,04
и 0,08

ренции. В качестве индикатора состояния VoIP-
соединения использовалась скорость получения
пакетов St, т. е. среднее время между приемом па-
кетов, относящихся к одному кадру. Отметим, что,
несмотря на осреднение, этот процесс демонстри-
рует быстрые колебания, вызванные высокочас-
тотной природой цифровых коммуникационных
каналов связи. Для извлечения систематической
составляющей, определяющей состояние сетево-
го соединения, траектория этого процесса подвер-
глась сглаживанию путем вычисления скользящей
двусторонней медианыmed (St). Состояния соеди-
нения («идеальная модель») определялись следу-
ющим образом:

– e1 — состояние «свободно», если med (St) ∈
∈ [0; 0,04);

– e2 — состояние «умеренная нагрузка», если
med (St) ∈ [0,04; 0,08);

– e3 — состояние «перегрузка и/или сбой соедине-

ния», еслиmed (St) ∈ [0,08; +∞).
Формируемые в результате предобработки на-

блюдения зависят от размера кадра Ft, который
равен числу пакетов, составляющих кадр. Значение
наблюдения в момент tопределяется в соответствии
с предложенной моделью, а именно:

– f1 — событие «получен кадр большого размера»,
если Ft ≥ 6;

– f2 — событие «получен кадр малого размера»,
если Ft < 6;

– f3 — событие «потери в составе кадра».

При обработке данных было отмечено соответ-
ствие, заключающееся в том, что наблюдения fi
появляются чаще, когда соединение находится в со-
стоянии ei. Дело в том, что применяемая версия
программного обеспечения поддержки видеокон-
ференции использует на стороне отправителя низ-
коуровневый протокол, позволяющий определять
временные проблемы с мобильной связью. За
счет этого программа при отправке предпринима-
ет определенные действия, призванные предотвра-
тить возможные потери: адаптирует число пакетов
в кадре, ухудшая качество, накапливает пакеты в бу-
фере, с тем чтобы отправить их незамедлительно
при восстановлении канала связи, и пр.

Далее приведена оценка матрицы интенсивно-
стей, построенная по полному объему собранных
данных:

˜ =



−2,171 1,964 0,207
2,442 −3,161 0,719
1,665 0,666 −2,331


 · 10−3.

Гистограммы времен пребывания в каждом состо-
янии показаны на рис. 2. На этом же рисунке для
сравнения построены соответствующие экспонен-
циальные аппроксимации. Визуально экспоненци-
альная плотность вполне согласуется с реальными
данными для первого и второго состояния. Зна-
чительная погрешность для третьего состояния мо-
жет быть объяснена малым объемом выборки. Не-
большое несоответствие первой гистограммы и ее
экспоненциальной аппроксимации не является не-
ожиданностью: небольшие отклонения на «хвос-
тах» часто встречаются в задачах оценки плотно-
стей.
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Рис. 2 Гистограммы для времени пребывания в состоянии ei (1) и соответствующие им экспоненциальные плотности
вероятности (2): (а) i = 1; (б) 2; (в) i = 3

Рис. 3 Оценка условной плотности вероятности πjkℓ(·) (2): (а) Yn = f1, Yn−1 = f1; (б) Yn = f1, Yn−1 = f2;
(в) Yn = f2, Yn−1 = f1; (г) Yn = f2, Yn−1 = f2 для разных значений Xn−1 = ei; Xn−1 = e1 — цвет гистограммы
темно-серый, оценка условной плотности — пунктирная линия; Xn−1 = e2 — цвет гистограммы серый, оценка
условной плотности — тонкая линия; Xn−1 = e3 — цвет гистограммы светло-серый, оценка условной плотности —
толстая линия
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Плотности распределения вероятностей ап-
проксимировались гамма-распределениями с пара-
метрами, вычисленными по методу максимального
правдоподобия. На рис. 3 приведены некоторые
гистограммы и соответствующие им оценки плот-
ностей гамма-распределения, построенные по пол-
ному объему наблюдений. Все графики сгруп-
пированы по следующим условиям: Yn = fj при
Yn−1 = fk и Xn−1 = eℓ (т. е. j и k фиксирова-
ны и ℓ = 1, 2, 3). Приведенные графики позволя-
ют подтвердить хорошую согласованность оценок
гамма-плотностей и соответствующих гистограмм
и проиллюстрировать их различие при разных со-
стоянияхXn−1 = eℓ.

Компоненты оценок фильтрации, являющи-
еся условными вероятностями событий Xt = eℓ,
представлены на рис. 4. Для сравнения там же
приведены соответствующие компоненты «идеаль-
ной модели». Визуальное сравнение подтверждает
высокое качество оценок фильтрации, а расчеты
в целом — возможность их выполнения в режи-
ме реального времени, что необходимо для целей
онлайн-мониторинга состояния VoIP-соединения.

Качество оценивания, обеспечиваемое пред-
ставленным алгоритмом фильтрации, сравнива-
лось с известным аналогом. Если условные плот-
ности πjkℓ(·) положить экспоненциальными, то
наблюдаемый процесс Yt будет представлять со-
бой хорошо известный «маркированный» процесс
Кокса, а пара (Xt, Yt) будет обладать марковским
свойством. Решение задачи фильтрации состояний
частично наблюдаемых марковских процессов та-
кого вида представлено в [20].

Класс систем наблюдения, рассматриваемых
в предлагаемой статье, является более широким
и содержит процессы, не обладающие марковским
свойством. Алгоритм оптимальной фильтрации
из [20] является частным случаем формул (4).

Для сравнения по имеющимся статистическим
данным были вычислены оценки фильтрации со-
стояния в предположении, что наблюдаемый про-
цессYt является «маркированным» процессом Кок-
са. Необходимые параметры экспоненциальных
распределений для реализации алгоритма фильтра-
ции вычислялись также с помощью метода макси-
мального правдоподобия по нарастающей выборке

Рис. 4 Оценки фильтрации P{Xt = ej |Y[0,t]} для j = 1 (а), 2 (б) и 3 (в) (тонкие черные линии) в сравнении
с «идеальной моделью» (различные оттенки серого)
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Рис. 5 Ошибки оценивания процесса Xt для j = 1 (а), 2 (б) и 3 (в): ошибка предложенного алгоритма фильтрации
(черная линия); ошибка алгоритма фильтрации [20] (серая линия)

поступающих наблюдений. Результаты оценива-
ния сравнивались с упомянутой выше «идеальной
моделью». На рис. 5 представлены ошибки оценок
сравниваемых алгоритмов фильтрации. Из рисунка
видно, что на значительных промежутках времени
алгоритм из [20] неверно идентифицирует истин-
ное состояние канала: в районе 5-й, 11-й и 16-й
минут.

По оценкам фильтрации для обоих алгоритмов
были определены наиболее вероятные состояния,
которые трактовались как точечные оценки теку-
щего состояния соединения. Эти оценки далее
сравнивались с «идеальной моделью». Оценка ве-
роятности ошибки точечной оценки, построенной
по предлагаемому фильтру, составила 0,069, в то
время как соответствующее значение для фильтра
из [20] равно 0,206.

Статистический анализ проведенного числен-
ного эксперимента с привлечением реальных те-
лекоммуникационных данных демонстрирует хо-
рошее согласование предлагаемой математической
модели функционирования RTP-соединения с по-
лученной измерительной информацией, а также

высокую точность алгоритма онлайн-оценивания
состояния этого соединения.

5 Заключение

Основные результаты, представленные в работе,
видятся в следующем.

1. Предложено новое феноменологическое опи-
сание процесса сетевого взаимодействия, реа-
лизуемого по технологии VoIP на базе протоко-
ла RTP. Предложена и подробно рассмотрена
модель, базирующаяся на концепции СММ.
Ненаблюдаемое («скрытое») состояние соеди-
нения представлено конечномерным марков-
ским скачкообразным процессом, в то время
как наблюдаемое время получения кадров —
немарковский МТП. Предложенная модель
обладает очевидными достоинствами, одно из
которых — возможность применения к ним
аппарата стохастического анализа.

2. В составе модели предложена процедура пред-
обработки, преобразующая «сырой» поток па-
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кетов в «очищенный» поток кадров, оказав-
шийся весьма удобным для онлайн-процедуры
совместного решения задач идентификации па-
раметров модели и оценивания состояния VoIP-
соединения.

3. Предложенные для описания как состояния,
так и наблюдений «алфавиты» демонстрируют
хорошее соответствие модели реальным дан-
ным: соответствующие гистограммы оказыва-
ются унимодальными и хорошо аппроксимиру-
ются гамма-распределением.

Тем не менее, по мнению авторов, исследова-
ние нельзя считать законченным. Предложенная
модель нуждается во всесторонней верификации.
Далее модель должна быть развита c целью учета
доступной информации, касающейся сетевой то-
пологии, характеристик алгоритмов, реализуемых
программным и техническим обеспечением, фор-
мирующим канал связи и реализующим протоко-
лы информационного обмена, например данны-
ми, передаваемыми в рамках служебного протокола
RTCP, который также используется на прикладном
уровне VoIP. Представляет самостоятельный инте-
рес возможность реализации робастной версии ал-
горитма фильтрации состояния. Наконец, финаль-
ной точкой могла бы стать постановка и решение
задачи оптимального и/или робастного управления
в предложенной модели по неполной информации.
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НОРМАЛЬНЫE УСЛОВНО-ОПТИМАЛЬНЫЕ ФИЛЬТРЫ

И ЭКСТРАПОЛЯТОРЫ ПУГАЧЁВА ДЛЯ СТОХАСТИЧЕСКИХ

СИСТЕМ, ЛИНЕЙНЫХ ОТНОСИТЕЛЬНО СОСТОЯНИЯ

И. Н. Синицын1, Э. Р. Корепанов2

Аннотация: Рассматривается теория аналитического синтеза непрерывных (дифференциальных) и дис-
кретных (разностных) суб- и условно-оптимальных фильтров и экстраполяторов Пугачёва для обработки
процессов в гауссовских и негауссовских стохастических системах (СтС), линейных относительно вектора
состояния. Первые работы по фильтрации и экстраполяции для таких гауссовских систем были выпол-
нены Липцером и Ширяевым, а для негауссовских — Пугачёвым и Синицыным. Приведены алгоритмы
нормальных суб- и условно-оптимальных фильтров для непрерывных и дискретных систем. Представ-
лены алгоритмы нормальных суб- и условно-оптимальных экстраполяторов. Разработанные алгоритмы
положены в основу программного обеспечения (StS-Filter, 2016). Результаты допускают развитие на
случай автокоррелированных шумов в наблюдениях, а также систем с мультипликативными шумами.
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1 Введение

Многие практические задачи обработки инфор-
мации в статистических научных исследованиях
основаны на использовании теории фильтрации
процессов в СтС, линейных относительно состо-
яния [1–5].

Первые работы в этом направлении для гауссов-
ских СтС выполнены Липцером и Ширяевым [1],
а для негауссовских СтС на основе субоптимальной
фильтрации — Пугачёвым и Синицыным [2, 3].
В [5] рассмотрены вопросы синтеза алгоритмов
нормальных условно-оптимальных фильтров Пу-
гачёва (НФП) для обработки информации в диф-
ференциальных гауссовских и негауссовских СтС,
линейных относительно состояния (условия Лип-
цера–Ширяева). Особое внимание уделено син-
тезу НФП для СтС при условиях Липцера–Ши-
ряева на основе аппроксимации апостериорного
распределения нормальным субоптимальным ква-
зилинейным НФП, основанным на статистической
линеаризации нелинейных функций, зависящих от
наблюдений. Для СтС высокой размерности путем
выбора структурных функций, отражающих анали-
тическую природу наблюдаемой системы, синте-

зированы НФП, простые в компьютерной реали-
зации и способные работать в режиме реального
времени. Алгоритмы положены в основу моду-
ля инструментального программного обеспечения
(StS-Filter, 2016).

Настоящая статья посвящена вопросам синтеза
непрерывных и дискретных нормальных фильтров
и экстраполяторов Пугачёва (НФП и НЭП) для не-
прерывных и дискретных СтС, линейных относи-
тельно состояния. В разд. 2 приведены уравнения,
описывающие процессы дифференциальных и раз-
ностных СтС. Раздел 3 для гауссовских СтС посвя-
щен нормальным фильтрам (НФ) на основе мето-
дов нормальной аппроксимации (МНА) и метода
статистической линеаризации (МСЛ). В разд. 4
приводятся алгоритмы НФП на основе теории
условно-оптимальной фильтрации Пугачёва. Для
дифференциальных негауссовских СтС алгоритмы
НФП даны в разд. 5. Обобщение НФ для дис-
кретных СтС приведено в разд. 6. Алгоритмы
нормальных условно-оптимальных экстраполято-
ров Пугачёва представлены в разд. 7. В заключении
приведены основные выводы и возможные обоб-
щения.

1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, sinitsin@dol.ru

2Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии
наук, ekorepanov@ipiran.ru

14



Нормальныe условно-оптимальные фильтры и экстраполяторы Пугачёва для стохастических систем

2 Непрерывные и дискретные
стохастические системы,
линейные относительно
состояния

Рассмотрим сначала нелинейную дифференци-
альную СтС [5]:

‘Xt = ϕ (Xt, Yt, t) + ψ (Xt, Yt, t)V , Xt0 = X0 ;

(1)

‘Yt = ϕ1 (Xt, Yt, t) + ψ1 (Xt, Yt, t)V , Yt0 = Y0 . (2)

Здесь Xt и Yt — векторы состояния и наблюдения
размерности nx и ny; V = ‘W , W — векторный сто-
хастический процесс (СтП) с независимыми прира-
щениями, состоящий из винеровскойW0(t) и пуас-
соновской частей:

W =W0(t) +

∫

Rq
0

c(ρ)P 0(t, dρ) ;

νW = νW0 +

∫

Rq
0

c(ρ)c(ρ)TνP (t, ρ) dρ ,





(3)

где c = c(ρ) — векторная функция (той же размер-
ности q, что и W ) аргумента ρ, а интеграл при
любом t ≥ t0 представляет собой стохастиче-
ский интеграл по центрированной пуассоновской
мере P 0(t, A), независимой от W0 и имеющей
независимые значения на попарно непересека-
ющихся множествах; A — борелевское множество
пространства Rq0 с выколотым началом 0; νW ,
νW0 и νP — интенсивности W , W0 и P 0; ϕ =
= ϕ(Xt, Yt, t), ψ = ψ(Xt, Yt, t), ϕ1 = ϕ1(Xt, Yt, t)
и ψ1 = ψ1(Xt, Yt, t) — известные функции размер-
ности (nx × 1), (nx × nv), (ny × 1) и (ny × nv),
удовлетворяющие следующим условиям Липцера–
Ширяева [1]:

– функции ϕ и ϕ1 линейны относительно состо-
яния Xt:

ϕ (Xt, Yt, t) = a1 (Yt, t)Xt + a0 (Yt, t) ;

ϕ1 (Xt, Yt, t) = b1 (Yt, t)Xt + b0 (Yt, t) ;

}
(4)

– функции ψ и ψ1 не зависят от состояния Xt:

ψ (Xt, Yt, t) = �ψ (Yt, t) ; ψ1 (Xt, Yt, t) =

= �ψ1 (Yt, t) . (5)

Предполагается, что уравнения СтС (1) и (2) по-
нимаются в смысле Ито и имеют решение в среднем
квадратическом (с.к.) [2].

Систему (1)–(5) будем называть гауссовской, ес-
ли V = ‘W0, а X0 и Y0 — гауссовские случайные
величины (с.в.).

Важный частный случай (1)–(5) составляют
уравнения с аддитивными шумами, когда

�ψ (Yt, t) = ψ0(t) ; �ψ1 (Yt, t) = ψ10(t) . (6)

Для случая, когда в уравнения (1), (2) входят
независимые белые шумы V1 и V2, следует принять:

V =
[
V T1 V

T
2

]T
, ν =

[
ν1 0
0 ν2

]
;

ψV = ψ′V1 , ψ1V = ψ
′
1V2 .

Для дискретных СтС, линейных относитель-
но состояния, уравнения состояния и наблюдения
имеют следующий вид [2]:

Xk+1 = ϕk (Xk, Yk) + ψ
′
k (Xk, Yk)V

d
k =

= ak (Yk)Xk + a0k (Yk) + c0k (Yk)V
d
k ,

X1 = X10 ; (7)

Yk = ϕ1k (Xk, Yk) + ψ1k (Xk, Yk)V
d
k =

= bk (Yk)Xk + b0k (Yk) + l0k (Yk)V
d
k ,

Y1 = Y10 . (8)

Здесь n = nx = ny; V dk — дискретный белый шум
с известным в общем случае негауссовским распре-
делением.

Для дискретных СтС с аддитивными шумами
следует в (7), (8) принять:

c0k (Yk) = c0k0 ; l0k (Yk) = l0k0 .

3 Дифференциальные
гауссовские стохастические
системы. Фильтры
Липцера–Ширяева
и их субоптимальная
аппроксимация

Для гауссовской СтС (1)–(5) известны следу-
ющие точные уравнения нелинейной фильтрации
по критерию минимума с.к. ошибки [1, 2]:

‘�Xt =
[
a1 (Yt, t) �Xt + a0 (Yt, t)

]
+

+
[
Rtb1 (Yt, t)

T
+
(
�ψν0 �ψ

T
1

)
(Yt, t)

]
×

×
(
�ψ1ν0 �ψ

T
1

)−1
(Yt, t)

{
‘Yt −

[
b1 (Yt, t) �Xt + b0 (Yt, t)

]}
,

�Xt0 = �X0 ; (9)
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‘Rt = a1 (Yt, t)Rt +Rta1 (Yt, t)
T +

+
(
�ψν0 �ψ

T
)
(Yt, t)−

[
Rtb1 (Yt, t)

T
+

+
(
�ψν0 �ψ

T
1

)
(Yt, t)

] (
�ψ1ν0 �ψ

T
1

)−1
(Yt, t)×

×
[
b1 (Yt, t)Rt +

(
�ψ1ν0 �ψ

T
)
(Yt, t)

]
, Rt0 = R0 , (10)

где �Xt — с. к. оценка; Rt — ковариационная матри-
ца ошибки фильтрацииXt − �Xt.

Таким образом, имеет место утверждение.

Теорема 3.1. Пусть в гауссовской системе (1)–
(5) диффузионная матрица σ1 = σ1(Yt, t) =
= �ψ1ν0 �ψ

T
1 (Yt, t) не вырождена. Тогда алгоритм с.к.

оптимального фильтра определяется уравнением (9),
а его точность оценивается согласно (10).

Как и в случае линейной фильтрации при ад-
дитивных шумах [2], уравнения дифференциаль-
ного фильтра Липцера–Ширяева (ФЛШ) пред-
ставляют собой замкнутую систему уравнений,
определяющую �Xt и Rt. Поэтому с.к. оптималь-
ную оценку �Xt вектора состояния системы Xt и его
апостериорную ковариационную матрицу Rt, ха-
рактеризующую точность с.к. оптимальной оцен-
ки �Xt, можно вычислять по мере получения резуль-
татов наблюдений совместным интегрированием
уравнений (9) и (10). Однако в противополож-
ность линейной фильтрации для ФЛШ нельзя
вычислить Rt заранее, до получения результатов
наблюдений, так как от последних зависят коэф-
фициенты уравнения (10). Поэтому ФЛШ в данном
случае должен выполнять интегрирование обоих
уравнений (9) и (10). Это приводит к существен-
ному повышению порядка оптимального фильтра.
Если линейный фильтр всегда описывается урав-
нениями порядка nx, то в рассматриваемом более
общем случае с.к. оптимальный фильтр описывает-
ся уравнениями порядка

Qæìû = nx +
nx(nx + 1)

2
=
nx(nx + 3)

2
. (11)

Очевидно, что ФЛШ будет совпадать с обобщен-
ным (приближенным) фильтром Калмана–Бьюси,
фильтрами второго порядка, гауссовыми фильтра-
ми [2, 6].

Так как гауссовское (нормальное) распреде-
ление, аппроксимирующее апостериорное рас-
пределение вектора Xt, полностью определяется
апостериорными математическим ожиданием �Xt

и ковариационной матрицей Rt вектора Xt, то со-
гласно теории нелинейной приближенной субопти-
мальной фильтрации при аппроксимации апосте-
риорного распределения вектора Xt нормальным
распределением будут иметь место следующие сто-
хастические дифференциальные уравнения, опре-
деляющие �Xt и Rt [2, 5]:

‘�Xt = f
(
�Xt, Yt, Rt, t

)
+

+ h
(
�Xt, Yt, Rt, t

) [
‘Yt − f (1)

(
�Xt, Yt, Rt, t

)]
; (12)

‘Rt =

{
f (2)

(
�Xt, Yt, Rt, t

)
− h

(
�Xt, Yt, Rt, t

)
×

× �ψ1ν0 �ψT1 (Yt, t)h
(
�Xt, Yt, Rt, t

)T}
+

+

ny∑

r=1

ρr

(
�Xt, Yt, Rt, t

)[
‘Yr − f (1)r

(
�Xt, Yt, Rt, t

)]
, (13)

где

f
(
�Xt, Yt, Rt, t

)
= MN [ϕ (Yt, X, t)] =

= a1 (Yt, t) �Xt + a0 (Yt, t) ;

f (1)
(
�Xt, Yt, Rt, t

)
=
{
f (1)r

(
�Xt, Yt, Rt, t

)}
=

= MN [ϕ1 (Yt, X, t)] = b1 (Yt, t) �Xt + b0 (Yt, t) ;

h
(
�Xt, Yt, Rt, t

)
=

= MN
{[

Xϕ1 (Yt, X, t)
T + �ψν0 �ψ

T
1 (Yt, X, t)

]
−

− �Xtf
(1)
(
�Xt, Yt, Rt, t

)T}(
�ψ1ν0 �ψ

T
1

)−1
(Yt, t) =

=
[
Rtb1 (Yt, t)

T +
(
�ψν0 �ψ

T
1

)
(Yt, t)

]
×

×
(
�ψν0 �ψ

T
1

)−1
(Yt, t) ;

f (2)
(
�Xt, Yt, Rt, t

)
= MN

{(
X − �Xt

)
ϕ (Yt, X, t)

T
+

+ ϕ (Yt, X, t)
(
XT − �XTt

)
+ �ψν0 �ψ

T (Yt, X, t)

}
=

=
[
Rtb1 (Yt, t)

T
+
(
�ψν �ψT1

)
(Yt, t)

]
×

×
(
�ψ1ν0 �ψ

T
1

)−1
(Yt, t)

[
b1 (Yt, t)Rt +

(
�ψ1ν0 �ψ

T
)
(Yt, t)

]
;

ρr

(
�Xt, Yt, Rt, t

)
=

= MN
{(

X − �Xt

)(
XT − �XTt

)
ar (Yt, X, t) +

+
(
X − �Xt

)
br (Yt, X, t)

T
(
XT − �XTt

)
+

+ br (Yt, X, t)
(
XT − �XTt

)}
= 0 (r = 1, . . . , ny) .

Здесь функции ϕ, ϕ1, �ψ и �ψ1 определены (4) и (5);
ar — r-й элемент матрицы-строки Aϕ1 = (ϕ

T
1 −

− �ϕTn )( �ψ1ν0 �ψT1 )−1;B
�ψ �ψ1
kr — элемент k-й строки и r-го
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столбца матрицы B
�ψ �ψ1 = ( �ψν0 �ψ

T
1 )(
�ψ1ν0 �ψ

T
1 )

−1; br —

r-й столбец матрицыB
�ψ �ψ1 , b

�ψ �ψ1
r =

[
b
�ψ �ψ1
1r · · · b �ψ �ψ1nxr

]T
,

MN — символ математического ожидания по X =
= Xt.

Число уравнений МНА одномерного апосте-
риорного распределения определяется по форму-
ле (11).

За начальные значения �Xt и Rt при интегриро-
вании уравнений (12) и (13), естественно, следу-
ет принять условные математическое ожидание �X0
и ковариационную матрицуR0 с. в.X0 относитель-
но Y0:

�X0 = MN [X0 | Y0] ;

R0 = MN
[(
X0 − �X0

)(
XT0 − �XT0

)
| Y0

]
.

Если нет информации об условном распределе-
нии X0 относительно Y0, то начальные условия
можно взять в виде:

�X0 = MNX0 ;

R0 = MN
(
X0 −MNX0

) (
XT0 −MNXT0

)
.

Если же и об этих величинах нет никакой инфор-
мации, то начальные значения �Xt и Rt приходится
задавать произвольно.

Сравнивая уравнения (12), (13) с уравнения-
ми ФЛШ (теорема 3.1), имеем следующий резуль-
тат [5].

Теорема 3.2. Для гауссовской СтС (1)–(5) субопти-

мальные НФ на основе МНА для одномерной апосте-

риорной плотности и ФЛШ совпадают.

4 Дифференциальные
гауссовские стохастические
системы. Нормальные фильтры
Пугачёва

Следуя [2, 5], будем искать фильтр для оценки �Xt

в виде следующего уравнения:

d �Xt = αtξ( �Xt, Yt, t) dt+

+ βtη( �Xt, Yt, t) dYt + γt dt . (14)

Здесь ξ = ξ( �Xt, Yt, t) и η = η( �Xt, Yt, t)— некоторые
известные структурные функции текущих значений
оценки наблюдаемого процесса Yt, �Xt и времени t;
αt, βt и γt — неизвестные функции времени. Ес-
ли бы коэффициенты αt, βt и γt в (14) были из-
вестными функциями времени, то уравнение (14)
определило бы фильтр того же порядка nx, что

и уравнение (1), описывающее поведение системы.
Поэтому, естественно, возникает мысль попытать-
ся непосредственно определить коэффициенты αt,
βt и γt в уравнении (14) как функции времени из
условия минимума с.к. ошибки при всех t > t0. Это
приводит к теории условно-оптимального фильтра
Пугачева (ФП), когда в уравнения ФП задаются
заранее и оптимизируются только коэффициенты
этого уравнения. Итак, приходим к идее нахож-
дения оптимального фильтра в некотором клас-
се допустимых фильтров, определяемом условием,
что поведение фильтра описывается дифференци-
альным уравнением заданного порядка и заданной
формы. Таким образом, мы отказываемся от аб-
солютной оптимизации и ограничиваемся услов-
ной оптимизацией в заданном ограниченном клас-
се фильтров.

Определив класс допустимых фильтров, следует
решить вопрос о том, какой фильтр в этом классе
считается оптимальным. Следуя [2], будем считать
оптимальным такой фильтр, который дает в извест-
ном смысле наилучшую оценку при всех t > t0.
Иными словами, задача оптимизации фильтра при
всех t > t0 является задачей многокритериальной
оптимизации. Такие задачи, как правило, не име-
ют решения. Фильтр Калмана–Бьюси, дающий
оптимальную линейную оценку состояния линей-
ной системы в каждый момент t > t0, является
исключением [2]. Значит, надо определить такую
оптимальность фильтра, при которой возможно ре-
шение задачи. Будем считать оптимальным такой
допустимый фильтр, который на каждом беско-
нечно малом интервале времени совершает опти-
мальный переход из того состояния, в котором он
был в начале этого интервала, в новое состояние.
Такой допустимый фильтр будем называть условно-
оптимальным. Тогда задачи фильтрации сведутся
к нахождению оптимальных значений αt, βt и γt,
в любой момент t ≥ t0 обеспечивающих минимум
с.к. ошибки фильтрации в бесконечно близкий бу-
дущий момент s > t, s→ t.

Отметим, что ФП обладает тем свойством, что
в данном классе допустимых фильтров не суще-
ствует фильтра, который при данном начальном
распределении Yt, Xt и �Xt в момент t0 был бы луч-
ше условно-оптимального при всех t > t0. Это зна-
чит, по терминологии теории многокритериальной
оптимизации, что ФП представляет собой один из
множества допустимых фильтров — оптимальный
по Парето [2]. Общая теория ФП по с.к. критерию
развита для уравнений (1), (2) и подробно изло-
жена в [2]. Теория ФП обладает двумя несомнен-
ными преимуществами по сравнению с методами
субоптимальной фильтрации. Во-первых, она по-
зволяет получать фильтры более низкого порядка

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 10 выпуск 2 2016 17



И. Н. Синицын, Э. Р. Корепанов

и, следовательно, более простые в реализации. Во-
вторых, она дает возможность получать фильтры не
меньшей, а при желании даже большей точности,
чем фильтры, даваемые методами субоптимальной
нелинейной фильтрации.

Применяя теорию ФП [2] к нормальным про-
цессам в гауссовской СтС (1)–(5) при V = V0, при-
дем к нормальному ФП вида (14). Входящие в (14)
коэффициентыαt, βt и γt определяются следующи-
ми уравнениями:

αtm1 + βtm2 + γt = m0 ; (15)

m0 = MN [ϕ] , m1 = MN [ξ] , m2 = MN [η] ; (16)

βt = κ02κ
−1
22 ; (17)

κ02 = MN
[(
Xt − �Xt

)
(a1Xt + a0)

T ηT
]
+

+MN
[
�ψν0 �ψ

T
1 η
T
]
; (18)

κ22 = MN
[
η �ψ1ν0 �ψ

T
1 η
T
]
; (19)

αtκ11 +MN
[(
�Xt −Xt

) (
ξTαTt + γ

T
t

) ∂ξT

∂ �Xt

]
=

= κ′01 − βtκ
′
21; (20)

κ′21 = M
N {[η (b1Xt + b0)−m2] ξ}T ; (21)

κ′01 = κ01 +M
N

[(
Xt − �Xt

) ∂ξT
∂t

]
+

+MN
{(
Xt − �Xt

)
(b1Xt + b0)

T
+

+ �ψν0 �ψ
T
1 − βtη �ψ1ν0 �ψ

T
1

}( ∂

∂Yt
+ ηTβTt

∂

∂ �Xt

)
ξT +

+
1

2
MN

[(
Xt − �Xt

)
×

×
{
tr

[
�ψ1ν0 �ψ

T
1

(
∂

∂Yt
+ 2ηTβTt

∂

∂ �Xt

)
∂T

∂Yt

]
+

+ tr

[
βtη �ψ1ν0 �ψ

T
1 η
TβTt

∂

∂ �Xt

∂T

∂ �Xt

]}
ξT
]
, (22)

κ11 = MN
{
[ξ −m1] ξ

T
}
;

κ21 = MN
{
[b1Xt + b0 −m2] ξ

T
}
;

κ01 = MN
{
[a1Xt + a0 −m0] ξ

T
}
.





(23)

Точность НФП определяется уравнением:

‘Rt = MN
[(
Xt − �Xt

)
(a1Xt + a0)

T
+

+ (a1Xt + a0)
(
XTt − �XTt

)
−

− βtη(Yt, �Xt, t) �ψ1ν0 �ψ
T
1 η(Yt, �Xt, t)

TβTt +

+ �ψν0 �ψ
T
]
, Rt0 = R0 . (24)

Таким образом, справедливо следующее утверж-
дение [5].

Теорема 4.1. Пусть для гауссовской системы (1), (2)
при условиях Липцера–Ширяева выполнены условия

невырожденности матрицы κ22 (19) и конечности

величинκij (i, j = 0, 1, 2). Тогда алгоритм НФП опре-

деляется уравнением (14), а коэффициенты αt, βt
и γt — (15)–(24).

Отметим, что в качестве условно-оптимальных
НФП могут служить субоптимальные фильтры,
определяемые теоремой 3.2.

5 Дифференциальные
негауссовские стохастические
системы. Нормальный фильтр
Пугачёва

Для негауссовской СтС в уравнениях теоре-
мы 4.1 следует заменить ν0 на ν согласно (3),
а в выражении (22) учесть два дополнительных ин-
тегральных члена:

κ′01 = κ01 +M
N

[(
Xt − �Xt

) ∂ξT
∂t

]
+

+MN
{(

Xt − �Xt

)[
ϕT1 −

∫

Rq
0

c(ρ)TνP (t, ρ) dρψ
T
1

]
+

+ �ψν �ψT1 − βtη �ψ1ν �ψ
T
1

}(
∂

∂Yt
+ ηTβTt

∂

∂ �Xt

)
ξT +

+
1

2
MN

{[(
Xt − �Xt

)]
×

×
{
tr

[
�ψ1ν �ψ

T
1

(
∂

∂Yt
+ 2ηTβt

∂

∂ �Xt

)
∂T

∂Yt

]
+

+ tr

[
βtη �ψ1ν �ψ

T
1 η
TβTt

∂

∂ �Xt

∂T

∂ �Xt

]}
ξT
}
+

+MN
{∫

Rq
0

[
Xt − �Xt +

(
�ψ − βtη �ψ1

)
c(ρ)×

× ξ
(
Yt + �ψc(ρ), �Xt + βtη �ψ1c(ρ), t

)
−

− ξT
]T
νP (t, dρ)dρ

}
. (25)

Здесь функции ϕ, ϕ1, �ψ и �ψ1 удовлетворяют усло-
виям (4)–(5). В результате имеем следующее утвер-
ждение.

Теорема 5.1. Пусть для негауссовской СтС (1)–(5)
матрица κ22 (18) не вырождена, а интегралы (15),
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(16), (19), (21), (23) и (25) конечны. Тогда алгоритм

НФП определяется уравнением (14), а коэффициен-

ты αt, βt и γt — (15)–(23).

Теория НФП не позволяет получить нормаль-
ные с.к. оптимальные фильтры. Можно получить
только ФП, которые в общем случае хуже с.к. опти-
мальных, но зато легко реализуемы. Однако если
с.к. оптимальная оценка �Xt вектора Xt удовлетво-
ряет уравнению допустимого фильтра (14) при ка-
ких-либо коэффициентах времени αt, βt и γt, то
уравнения теорем 4.1 и 5.1, конечно, определяют
именно эти αt, βt и γt и НФП будет с.к. оптималь-
ным (последний в данном случае будет допустимым
и, следовательно, оптимальным в классе допусти-
мых фильтров).

Как известно [2], теория НФП дает возможность
оценивать не все компоненты вектора состояния
системы (в общем случае расширенного), а толь-
ко некоторые из них. Для этого достаточно взять
структурные функции ξ и η в (14) зависящими лишь
от соответствующих компонент вектора �Xt. К при-
меру, взяв ξ и η в (14) зависящими лишь от Yt, t
и оценок неизвестных параметров системы, можно
оценивать только параметры системы, не оценивая
ее состояния. В таких случаях будут получаться
НФП, порядок которых меньше размерности nx
расширенного вектора состояния.

Особое практическое значение имеет слу-
чай (1)–(6) с аддитивными (в общем случае не-
гауссовскими) шумами. Следуя [2], проведем ста-
тистическую линеаризацию нелинейных функций:

a1 (Yt, t)Xt ≈ (ka1x0x − ka1x1x )m
x
t +

+
(
ka1x0y − ka1x1y

)
my
t + k

a1y
x Xt + k

a1x
0y Yt ;

b1 (Yt, t)Xt ≈
(
kb1x0x − kb1x1x

)
mx
t +

+
(
kb1x0y − kb1x1y

)
my
t + k

b1y
x Xt + k

b1x
0y Yt ;

a0 (Yt, t) ≈
(
ka00y − ka01y

)
my
t + k

a0
0yYt ;

b0 (Yt, t) ≈
(
kb00y − kb01y

)
my
t + k

b0
0yYt) .

Тогда (1)–(6) приводятся к эквивалентной гауссов-
ской системе, линейной относительно X0t , Y

0
t и не-

линейной относительно mx
t ,m

y
t :

‘Xt = �aYt + �a1Xt + �a0 + �ψV ;

‘Yt = �bYt +�b1Xt +�b0 + �ψ1V .

Здесь введены обозначения:

�a = ka1xy + ka0y ; �a1 = k
a1x
x ;

a0 = (k
a0
0y − ka01y)m

y
t ;

�b = kb1xy ; �b1 = k
b1x
x ; �b0 = (k

b0
0y − kb01y)m

y
t .





(26)

Правые части уравнений (26) зависят от веро-
ятностных моментов первого и второго порядка
и определяются из следующей линейной диффе-
ренциальной системы для составного вектора Zt =

=
[
XTt Y

T
t

]T
:

‘�mz
t = cm

z
t + c0 ; ‘K

�z
t = cK

z
t +K

z
t c
T + lνlT , (27)

где

c =

[
�a1 �a
�b1 �b

]
; c0 =

[
�ao
�b0

]
; l =

[
�ψt
�ψ1t

]
.

Применяя теорию квазилинейной фильтра-
ции [2] к уравнениям (27), получим следу-
ющие уравнения субоптимального квазилинейного
НФП:

‘�Xt = �aYt + �a1 �Xt + �a0 +

+ βt

[
‘Yt −

(
�bYt +�b1 �Xt +�b0

)]
; (28)

βt = Rt�b
T
1 +

(
�ψν �ψT1

) (
�ψ1ν �ψ

T
1

)−1
; (29)

‘Rt = �a1Rt +Rt�a
T
1 +

�ψν �ψT −
−
(
Rt�b

T
1 +

�ψν �ψ1
) (
�ψ1ν �ψ

T
1

)−1 (�bRt + �ψ1ν �ψT1
)
. (30)

Таким образом, имеем следующий результат [5].

Теорема 5.2. Пусть уравнения негауссовской

СтС (1)–(6) с аддитивными шумами допускают при-

менение МСЛ. Тогда уравнения алгоритма квазили-

нейного НФП имеют вид (28)–(30).

6 Обобщения нормальных
фильтров на случай дискретных
стохастических систем

Теоремы разд. 3–5 допускают обобщение на
случай дискретных СтС (7), (8). Для дискретных
гауссовских СтС (7) и (8) при V dk = V d0k алгоритм
НФ на основе МНА определяется уравнениями
(теорема 6.1):

�Xk+1 = fk

(
�Xk+1|k, Yk, Rk+1|k

)
+

+ hk

(
�Xk+1|k, Yk, Rk+1|k

)
×

×
[
Yk+1 − f

(1)
k

(
�Xk+1|k, Yk, Rk+1|k

)]
;

Rk+1 =

{
f
(2)
k

(
�Xk+1|k, Yk, Rk+1|k

)
−

− hk

(
�Xk+1|k, Yk, Rk+1|k

) (
ψ1,kν0kψ

T
1,k

)
×

× h
(
�Xk+1|k, Yk, Rk+1|k

)T}
+
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+

ny∑

r=1

ρr

(
�Xk+1|k, Yk, Rk+1|k

)
×

×
[
Yr,k+1 − f

(1)
r,k

(
�Xk+1|k, Yk, Rk+1|k

)]
.

Здесь введены следующие обозначения:

fk = fk

(
�Xk+1|k, Yk, Rk+1|k

)
= MN [ϕk] ;

f1k = f
(1)
k

(
�Xk+1|k, Yk, Rk+1|k

)
= MN [ϕ1k] ;

hk = hk

(
�Xk+1|k, Yk, Rk+1|k

)
=

= MN
[
Xϕ1k(Yk, X) + �ψkν0k �ψ

T
1k (Yk, X)

]
;

f
(2)
k = f

(2)
k

(
�Xk+1|k, Yk, Rk+1|k

)
=

= MN
[(
X − �Xk+1|k

)
ϕk (Yk, X)

T
+

+ϕk (Yk, X)
(
XT − �Xk+1|k

)
+ �ψkν0k �ψ

T
1,k (Yk, X)

]
;

ρr

(
�Xk+1|k, Yk, Rk+1|k

)
=

= MN
[(
X − �Xk+1|k

)(
XT − �XTk+1|k

)
ar(Yk, X) +

+
(
X − �Xk+1|k

)
br (Yk, X)

T
(
XT − �XTk+1|k

)
+

+ br (Yk, X)
(
XT − �XTk+1|k

)]
,

где ar — r-й элемент матрицы-строки (ϕT1k −
− �ϕT1k)( �ψ1kν0k �ψT1k)−1; br = [b1r · · · bnxr]

T; blr —
элемент l-й строки и r-го столбца матрицы
( �ψkν0k �ψ

T
1k)(
�ψ1kνk �ψ

T
1k)

−1.
В качестве начальных условий принимаются

�X1|1 = �X1 = M
N [X1 | Y1] ;

R1|1 = R1 = M
N
[(
X1 −X01

) (
X1 −X01

T
)
|Y1
]
,

определяющие начальное нормальное распределе-
ние.

Алгоритм дискретного НФП для дискретных
СтС (7), (8), основываясь на [2], представим в сле-
дующем виде (теорема 6.2):

�Xk+1 = αkξk

(
�Xk

)
+ βkηk

(
�Xk

)
Yk + γk.

Здесь ξk = ξk( �Xk)и ηk = ηk( �Xk)— известные струк-
турные функции НФП; неизвестные коэффициен-
ты фильтра αk, βk и γk определяются из уравнений:

αkκ
(k)
11 + βkκ

(k)
21 = κ

(k)
01 ; αkκ

(k)
12 + βkκ

(k)
22 = κ

(k)
02 ;

γk = ρ
(k)
0 − αkρ

(k)
1 − βkρ

(k)
2 ;

ρk =
[
ρ
(k)T
1 ρ

(k)T
2

]T
;

ρ
(k)
1 = M

N [ξk] ; ρ
(k)
2 = M

N [ηkϕ1k] ;

Bk =

[
κ
(k)
11 κ

(k)
12

κ
(k)
21 κ

(k)
22

]
, det |Bk| 6= 0;

κ
(k)
11 = M

N
{[
ξk − ρ

(k)
1

]
ξTk

}
;

κ
(k)
12 = κ

(k)T
21 = MN

{[
ξk − ρ

(k)
1

]
ϕT1kη

T
k

}
;

κ
(k)
22 = M

N
{[
ηkϕ1k − ρ

(k)
2

]
ϕT1kη

T
k

}
+

+MN
{
ηk �ψ1kνk �ψ

T
1kη

T
k

}
;

Dk =
[
κ
(k)
01 κ

(k)
02

]
; κ

(k)
01 = M

N
{
[ϕk −mk+1] ξ

T
k

}
;

κ
(k)
02 = M

N
{
[ϕk −mk+1]ϕ

T
1kη

T
k

}
+

+MN
[
�ψkνk �ψ

T
1kη

T
k

]
;

mk+1 = ρ
(k)
0 , ρ

(k)
0 = M

N [ϕk] ,

где функции ϕk, ϕ1k, �ψk и �ψ1k определены (7), (8);
MNV dk = 0, M

NV dk V
dT = νk — ковариация белого

шума V dk .

7 Нормальные экстраполяторы
Пугачёва

Будем считать условно-оптимальным (по Пу-
гачёву [2]) такой экстраполятор из класса допус-
тимых, который при любом совместном распре-
делении величин Xt, �Xt и Yt в момент t ≥ t0
в дифференциальной СтС (1)–(5) дает наилучшую
оценку вектора Xs+–, в бесконечно близкий мо-
мент s > t, s → t, реализующую минимум с.к.
ошибки. Тогда задача условно-оптимальной экс-
траполяции сведется к нахождению оптимальных
значений αt, βt и γt в (14) в любой момент времени
t ≥ t0, обеспечивающих минимум с.к. ошибки экс-
траполяции в бесконечно близкий будущий момент
s > t, s→ t.

Для решения задачи экстраполяции необходи-
мо ограничиться случаем (1)–(5), когда функции ϕ
иψ не зависят от наблюдаемого вектора Yt, процесс
W (t) состоит из двух независимых блоков W1(t)
и W2(t) и соответственно матрицы ψ и ψ1 име-
ют блочную структуру ψ = [ψ′ 0]; ψ1 = [0ψ′

1], так
что ψ dW = ψ′ dW1 и ψ1 dW = ψ′

1 dW2. Теперь,
отбросив штрихи у функцийψ′ иψ′

1, запишем урав-
нения (1) и (2) в следующем виде:

‘Xt = ϕ (Xt, Yt, t) dt+ ψ (Xt, t)V1 ;

V1 = ‘W1 ; Xt0 = X0 ;

‘Yt = ϕ (Xt, Yt, t) dt+ ψ1 (Xt, Yt, t)V2 ;

V2 = ‘W2 ; Yt0 = Y0 ,





(31)
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где W1 = W1(t) и W2 = W2(t)— независимые про-
цессы с независимыми приращениями и нулевыми
математическими функциями:

Kwi
(t1, t2) = ki(min(t1, t2)) ;

ki(t) = ki(t0) +

t∫

t0

νi(τ) dτ.

Совершенно так же, как в случае условно-опти-
мальной нелинейной фильтрации, решается задача
условно-оптимальной экстраполяции. Разница бу-
дет лишь в том, что в случае экстраполяции �Xt пред-
ставляет собой оценку будущего состояния системы
Xt+–,– > 0, которое определяется стохастическим
дифференциальным уравнением следующего вида:

‘Xt+– = ϕ (Xt+–, t+–) +

+ ψ (Xt+–, t+–)V (t+–) , V = ‘V . (32)

Заменив этим уравнением второе уравнение (8)
и повторив все выкладки ФП, получим уравне-
ния, определяющие коэффициенты в уравнениях
нормального условно-оптимального экстраполято-
ра Пугачёва (НЭП). Приведем окончательные ре-
зультаты:

κ02 =

= MN
[(
Xt+– − �Xt

)
ϕ1(Xt, Yt, t)

T ×
× η(Yt, �Xt, t)

T
]
;

κ22 = MN
[
η(Yt, �Xt, t)ψ1(Xt, Yt, t)ν1(t)×

× ψ1(Xt, Yt, t)
Tη(Yt, �Xt, t)

T
]
;

MN
[
�X
]
= MN [Xt+–] ;

MN
[(
�X −Xt+–

)
ξTt

]
= 0;





(33)

m0 = MN [ϕ (Xt+–, t+–)] ;

κ01 = MN
{
[ϕ (Xt+–, t+–)−

−m0] ξ(Yt, �Xt, t)
T
}
;





(34)

κ′01 = κ01 +M
N

[(
Xt+– − �Xt

) ∂ξT
∂t

]
+

+MN
{(
Xt+– − �Xt

)[
ϕT1 −

∫

Rq
0

c2(ρ)
TνsP (t, ρ)dρ �ψ

T
1

]
−

− βtη �ψ1ν20 �ψ
T
1

}(
∂

∂Yt
+ ηTβTt

∂

∂ �Xt

)
ξT +

+
1

2
MN

{(
Xt+– − �Xt

)
×

×
{
tr

[
�ψ1ν20 �ψ

T
1

(
∂

∂Yt
+ 2ηTβTt

∂

∂ �Xt

)
∂T

∂Yt

]
+

+ tr

[
βtη �ψ1ν20 �ψ

T
1 η
TβTt

∂

∂ �Xt

∂T

∂ �Xt

]}
ξT
}
+

+

∫

Rq
0

MN
{[

Xt+– − �Xt − βtη �ψ1c2(ρ)
]
×

×
[
ξ
(
Xt + �ψ1c2(ρ), �Xt + βtη �ψ1c2(ρ), t

)T
−

− ξT
]}

ν2P (t, ρ) dρ . (35)

Здесь c2(ρ), ν20 и ν2P — соответствующие величины
в представлении интенсивности ν2 процесса W2(t)
формулой вида (3).

В случае винеровского процесса W2(t) имеем
c2(ρ) = 0, ν20 = ν2 и формула (35) принимает вид:

κ′01 = κ01 +M
N

[(
Xt+– − �Xt

) ∂ξT
∂t

]
+

+MN
{[(

Xt+– − �Xt

)
ϕT1 − βtη �ψ1ν2 �ψ

T
1

]
×

×
(

∂

∂Yt
+ ηTβTt

∂

∂ �Xt

)
ξT
}
+

+
1

2
MN

{(
Xt+– − �Xt

)
×

×
{
tr

[
�ψ1ν2 �ψ

T
1

(
∂

∂Yt
+ 2ηTβTt

∂

∂ �Xt

)
∂T

∂Yt

]
+

+ tr

[
βtη �ψ1ν2 �ψ

T
1 η
TβT

∂

∂ �Xt

∂T

∂ �Xt

]}
ξT
}
,

при этом точность экстраполятора Пугачёва опре-
деляется, согласно [2], формулой:

‘Rt = MN
[(
Xt+– − �X

)
ϕ (Xt+–, t+–)

T
+

+ ϕ (Xt+–, t+–)
(
XTt+– − �XT

)
−

− βtη(Yt, �Xt, t)ψ1(Xt, Yt, t)ν2(t)ψ1(Xt, Yt, t)
T ×

× η(Yt, �Xt, t)
TβTt +

+ ψ (Xt+–, t+–) ν1(t+–)ψ (Xt+–, t+–)
T
]
. (36)

Для вычисления математических ожиданий
в (33)–(36) недостаточно знать одномерное нор-
мальное распределение составного случайного про-

цесса
[
XTt Y

T
t
�XTt

]T
, необходимо также знать со-

вместное нормальное распределение величин Xt,
Xt+–, Yt и �Xt при каждом t.

Таким образом, приходим к следующим резуль-
татам.
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Теорема 7.1. Пусть векторный стохастический про-

цесс
[
XTt Y

T
t

]T
определяется негауссовскими уравне-

ниями (31) и обладает конечными двумерными ве-

роятностными моментами. Тогда алгоритм НЭП

определяется формулами (32)–(35), (36).

Теорема 7.2. Для гауссовской СтС (31) алгоритм НЭП

определяется (32)–(35), (36).

Аналогично получаются уравнения алгоритмов
НЭП для дискретных СтС.

Таким образом, теория условно-оптимальной
экстраполяции стохастических процессов дает воз-
можность строить экстраполяторы Пугачёва для од-
новременного оценивания состояния и параметров
системы и экстраполяции ее состояния на несколь-
ко различных интервалов времени в реальном мас-
штабе времени. Все сложные расчеты, необходи-
мые для проектирования таких экстраполяторов,
не опираются на результаты наблюдения и могут
быть выполнены по априорным данным в процессе
проектирования. Практическое применение та-
ких экстраполяторов сводится к одновременному
интегрированию уравнений (14) для оценивания
текущего и будущих состояний системы.

8 Заключение

Разработана теория аналитического синтеза не-
прерывных и дискретных нормальных суб- и услов-
но-оптимальных фильтров и экстраполяторов
Пугачёва для обработки процессов в гауссовских

и негауссовских СтС, линейных относительно со-
стояния. Результаты допускают обобщение на слу-
чай автокоррелированных шумов в наблюдениях.
Алгоритмы положены в основу программного обес-
печения StS-Filter (version 2016) для стохастических
информационных технологий [7].
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Аннотация: Разработана теория аналитического синтеза эллипсоидальных субоптимальных фильтров
(ЭСОФ) для нелинейных дифференциальных стохастических систем (СтС) на многообразиях (МСтС).
Рассмотрены случаи гауссовских и негауссовских СтС. Алгоритмы положены в основу модуля экспе-
риментального программного обеспечения StS-Filter (version 2016). Результаты допускают развитие на
случай дискретных СтС. Теоретический и практический интерес представляет теория ЭСОФ на основе
ненормированных распределений.
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1 Введение

В [1, 2] метод ортогональных разложений (МОР)
был развит для аналитического моделирования
одно- и многомерных распределений в МСтС и да-
но его применение для задач надежности и без-
опасности технических систем. В [3] представлена
теория субоптимальных фильтров (СОФ) на базе
методов нормальной аппроксимации (МНА) и ста-
тистической линеаризации (МСЛ), а также МОР
для МСтС с винеровскими шумами в уравнени-
ях наблюдения и винеровскими и пуассоновскими
шумами в уравнениях состояния. В основу СОФ
были положены точные нелинейные уравнения для
апостериорного одномерного распределения.

Рассмотрим развитие [3] на случай, когда апо-
стериорное одномерное распределение ошибки
фильтрации допускает эллипсоидальную аппрок-
симацию (ЭА) [4–7]. В разд. 2 и 3 приведены точ-
ные фильтрационные уравнения, а также уравне-
ния точности и чувствительности на основе МОР.
Элементы эллипсоидального анализа распределе-
ний даются в разд. 4. Раздел 5 содержит уравнения
ЭСОФ на основе методов ЭА (МЭА) и эллипсои-
дальной линеаризации (МЭЛ). Заключение содер-
жит выводы и некоторые обобщения.

2 Точные фильтрационные
уравнения

На практике часто возникают задачи непрерыв-
ного определения состояния системы по результа-
там непрерывных наблюдений. Так как наблюдения
всегда сопровождаются случайными ошибками, то
следует говорить не об определении состояния сис-
темы, а о его оценивании (фильтрации, экстрапо-
ляции, интерполяции и т. д.) путем статистиче-
ской обработки результатов наблюдений. Будем
рассматривать задачи фильтрации состояния сис-
тем, моделями которых могут служить стохастиче-
ские дифференциальные уравнения с винеровски-
ми и пуассоновскими шумами.

Часто стохастические дифференциальные урав-
нения модели изучаемой системы могут иметь неиз-
вестные параметры и, как правило, всегда содержат
параметры, известные с ограниченной точностью.
Поэтому возникает задача непрерывного оценива-
ния неизвестных параметров системы (точнее, ее
модели) по результатам непрерывных наблюдений.
Предположим, что правые части уравнений зависят
от конечного множества неизвестных параметров,
которые будем рассматривать как компоненты век-

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 15-07-02244).
1Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, sinitsin@dol.ru
2Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, vsinitsin@ipiran.ru
3Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика и управление» Российской академии

наук, ekorepanov@ipiran.ru

24



Эллипсоидальные субоптимальные фильтры для нелинейных стохастических систем на многообразиях

тора параметров θ. Одним из возможных подхо-
дов в таких случаях является следующий прием:
неизвестный векторный параметр θ считают стоха-
стическим процессом (СтП)— = —t, который опре-
деляется дифференциальным уравнением ‘—t = 0,
и включают компоненты этого векторного процесса
в вектор состояния системы («расширяют» вектор
состояния путем включения в него неизвестных па-
раметров в качестве дополнительных компонент).
Таким образом, задача непрерывного оценивания
неизвестных параметров модели системы сводит-
ся к задаче непрерывного оценивания состояния
системы с расширенным вектором состояния. От
неизвестных параметров могут зависеть и уравне-
ния наблюдения. Эти параметры следует включить
в вектор θ и, следовательно, в расширенный вектор
состояния.

Пусть векторный СтП
[
XTt Y

T
t

]T
определяется

системой векторных стохастических дифференци-
альных уравнений Ито:

dXt = ϕ (Xt, Yt,—, t) dt+ ψ
′ (Xt, Yt,—, t) dW0 +

+

∫

Rq
0

ψ′′ (Xt, Yt,—, t, v)P
0(dt, dv) ,

X (t0) = X0 ; (1)

dYt = ϕ1 (Xt, Yt,—, t)dt+ ψ
′
1 (Xt, Yt,—, t)dW0 +

+

∫

Rq
0

ψ′′
1 (Xt, Yt,—, t, v)P

0(dt, dv) ,

Y (t0) = Y0 . (2)

Здесь Yt = Y (t) — ny-мерный наблюдаемый СтП,
Yt ∈ –y (–y — гладкое многообразие наблюде-
ний);Xt = X(t)—nx-мерный ненаблюдаемый СтП
(вектор состояния), Xt ∈ –x (–x — гладкое мно-
гообразие состояний); W0 = W0(t) — nw-мерный
винеровский СтП (nw ≥ ny) интенсивности ν0 =
= ν0(—, t); P 0(–, A) = P (–, A)−µP (–, A), P (–, A)
представляет собой для любого множества A прос-
той пуассоновский СтП, а µP (–, A) — его матема-
тическое ожидание, причем

µP (–, A) = MP (–, A) =
∫

–

νP (τ, A) dτ ;

νP (–, A)— интенсивность соответствующего пуас-
соновского потока событий, – = (t1, t2]; инте-
грирование по v распространяется на все про-
странство Rq с выколотым началом координат;
—— вектор случайных параметров размерности n—;
ϕ = ϕ(Xt, Yt,—, t), ϕ1 = ϕ1(Xt, Yt,—, t), ψ′ =
= ψ′(Xt, Yt,—, t) и ψ′

1 = ψ′
1(Xt, Yt,—, t) — извест-

ные функции, отображающие Rnx × Rny × R со-

ответственно в Rnx , Rny , Rnxnw и Rnynw ; ψ′′ =
= ψ′′(Xt, Yt,—, t, v) и ψ′′

1 (Xt, Yt,—, t, v)— известные
функции, отображающие Rnx × Rny × Rq в Rnx

иRny . Требуется найти оценку �Xt СтПXt в каждый
момент времени t по результатам наблюдения СтП
Y (τ) до момента t, Y tt0 = {Y (τ) : t0 ≤ τ < t}.

Следуя [8], предположим, что

– уравнение состояния имеет вид (1);

– уравнение наблюдения (2), во-первых, не со-
держит пуассоновского шума (ψ′′

1 ≡ 0), а во-
вторых, коэффициент при винеровском шу-
ме ψ′

1 в уравнениях наблюдения не зависит от
состояния (ψ′

1(Xt, Yt,—, t) = ψ
′
1(Yt,—, t)).

В этом случае уравнения задачи нелинейной
фильтрации имеют следующий вид:

dXt = ϕ (Xt, Yt,—, t) dt+ ψ
′ (Xt, Yt,—, t) dW0 +

+

∫

Rq
0

ψ′′ (Xt, Yt,—, t, v)P
0(dt, dv) , X (t0) = X0; (3)

dYt = ϕ1 (Xt, Yt,—, t) dt+ ψ1 (Yt,—, t) dW0 ,

Y (t0) = Y0 . (4)

Будем считать, что выполнены условия суще-

ствования и единственности СтП
[
XTt Y

T
t

]T
, опре-

деляемого (3) и (4) при соответствующих начальных
условиях.

В дальнейшем для стохастического уравнения

dZ = a dt+ b dW0 +

∫

Rq
0

cP 0(dt, dv) (5)

потребуется обобщенная формула Ито [7] для диф-
ференциала нелинейной функции U = U(Z, t):

dU =

{
Ut + U

T
z a+

1

2
tr
[
Uzzbνb

T
]}

dt+

+

∫

Rq
0

[
U(Z + c, t)T − U(Z, t)T − UTz c

]
µP (dt, dv) +

+ UTZ b dW0 +

+

∫

Rq
0

[U(Z + c, t)− U(Z, t)]P 0(dt, dv) . (6)

Здесь a, b и c — известные функции Z и t.
Как известно [6, 7], для любых СтП Xt и Yt

оптимальная оценка �Xt, минимизирующая сред-
ний квадрат ошибки в каждый момент времени t,
представляет собой апостериорное математическое
ожидание СтП Xt: �Xt = M

[
Xt | Y tt0

]
. Чтобы найти
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это условное математическое ожидание, необходи-
мо знать pt = pt(x) — апостериорное одномерное
распределение СтП Xt.

В основе уравнений оптимальной (в смысле ми-
нимума средней квадратической ошибки) фильт-
рации для уравнений (3) и (4) в силу (6) лежит
следующая формула для стохастического диффе-
ренциала апостериорного математического ожида-
ния скалярной функции f = f(X, t) вектора состо-
яния [8]:

d �f = dMpt

–x

[
ft(X, t) + fx(X, t)

Tϕ(X,Y, t) +

+
1

2
tr
{
fxx(X, t)(ψ

′ν0ψ
′T)(X,Y, t)

}
+

+

∫

Rq
0

{
f (X + ψ′′, t)− f(X, t)−

− fx(X, t)
Tψ′′(X,Y, t)

}
νP (t, dv) | Y tt0

]
dt+

+Mpt

–x

{
f(X, t)

[
ϕ1(X,Y, t)

T − �ϕT1
]
+

+ fx(X, t)
T
(
ψν0ψ

T
1

)
(X,Y, t) | Y tt0

}
×

× ψ1ν0ψ
T
1 )

−1(Y, t) (dY − �ϕ1 dt) . (7)

Здесь для краткости аргумент — опущен; X = Xt,
Y = Yt, ν = ν0 и νP — интенсивности W0 и P 0;
�ϕ1 — апостериорное математическое ожидание ϕ1
при заданной условной плотности pt = pt(x,—):

�ϕ1 = M
pt

–x [ϕ1(X,Y, t)] .

Полагая в (5) f(X, t) ≡ gt(λ,—) =
= Mpt

–x

[
exp(iλTX)

]
, получим точное нелинейное

фильтрационное уравнение для характеристиче-
ской функции gt(λ,—):

dgt(λ,—) = M
pt

–x

[{
iλTϕ(Xt, Yt,—, t)− − 1

2
λT ×

×
(
ψν0ψ

T
)
(Xt, Yt,—, t)λ+ γ (λ,Xt, Yt,—, t)

}
×

× eiλ
TXt | Y tt0

]
dt+Mpt

–x

[{
ϕ1 (Xt, Yt,—, t)

T − �ϕT1 +

+ iλT
(
ψν0ψ

T
1

)
(Xt, Yt,—, t) e

iλTXt | Y tt0
}
×

×
(
ψ1ν0ψ

T
1

)−1
(Yt,—, t) (dYt − �ϕ1 dt)

]
, (8)

где

γ = γ (λ,Xt, Yt,—, t) =

∫

Rq
0

[
eiλ

Tψ′′(Xt,Yt,—,t,v) −

− 1− iλTψ′′ (Xt, Yt,—, t, v)
]
νP (—, t, v) dv . (9)

Функции gt(λ,—) и pt(x,—) связаны между со-
бой преобразованием Фурье [8].

Отсюда для гауссовской МСтС (3), (4) (ψ′′ ≡ 0)
уравнение (7) при γ = 0 упрощается и приобретает
вид:

dgt(λ,—) = M
pt

–x

[{
iλTϕ(Xt, Yt,—, t)−

− 1
2
λT
(
ψν0ψ

T
)
(Xt, Yt,—, t)λ

}
eiλ

TXt | Y tt0
]
dt+

+Mpt

–x

[{
ϕ1 (Xt, Yt,—, t)

T − �ϕT1 +

+ iλT
(
ψν0ψ

T
1

)
(Xt, Yt,—, t) e

iλTXt | Y tt0
}
×

×
(
ψ1ν0ψ

T
1

)−1
(Yt,—, t) (dYt − �ϕ1 dt)

]
. (10)

Если функция ψ′′ в (3) допускает представле-
ние [8, 9]

ψ′′ = ψ′ω(—, v) , (11)

где P 0(–, A) = P 0((0, t], dv), то уравнения (3), (4)
примут следующий вид:

‘Xt = ϕ (Xt, Yt,—, t) + ψ
′ (Xt, Yt,—, t)V (—, t) ,

X (t0) = X0 ; (12)

‘Yt = ϕ (Xt, Yt,—, t) + ψ1 (Yt,—, t)V0(—, t) ,

Y (t0) = Y0 . (13)

Здесь V0(—, t) = ‘W0(—, t); V (—, t) = ‘�W (—, t),

�W (—, t) =W0(—, t) +

∫

Rq
0

ω(—, v)P 0((0, t], dv) ,

где νP (—, t, v)dv = [∂µ(—, t, v)/∂t]dv — интен-
сивность пуассоновского потока скачков, равных
ω(—, t). При этом логарифмические производные
от одномерных характеристических функций опре-
деляются известными формулами:

χW0(ρ; t) = −1
2
ρTν0(—, t)ρ ;

χ
�W (ρ; t) = −1

2
ρT(—, t)ρT +

+

∫

Rq
0

[
eiρ

Tω(—,v) − 1− iρTω(—, v)
]
νP (—, t, v) dv. (14)

В таком случае уравнение для апостериорной одно-
мерной характеристической функции имеет вид (8),
где функция (9) допускает следующую запись:

γ =

∫

Rq
0

[
eiλ

Tψ′(Xt,Yt,—,t)ω(—,v) − 1−

− iλTψ′ (Xt, Yt,—, t)ω(—, v)
]
νP (—, t, v) dv .
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Таким образом, можно сформулировать следу-
ющие утверждения разд. 2.

Теорема 2.1. Пусть для МСтС (3), (4) выполнены

условия существования и единственности решения,

а матрица σ1 = ψ1ν0ψ
T
1 не вырождена. Тогда при

условии ограниченности соответствующих матема-

тических ожиданий точное фильтрационное уравне-

ние для условной одномерной нормированной характе-

ристической функций имеет вид (8).

Теорема 2.2. В условиях теоремы 2.1 при отсутствии

пуассоновских шумов точное фильтрационное урав-

нение для условной одномерной нормированной харак-

теристической функции имеет вид (10).

Теорема 2.3 [8, 9]. Пусть для МСтС (12), (13) вы-

полнены условия существования и единственности

решения, имеет место представление (11), а матри-

ца σ1 = ψ1ν0ψ
T
1 не вырождена. Тогда при условии

ограниченности соответствующих математических

ожиданий точное фильтрационное уравнение имеет

вид (8) при условии (9).

Как известно [8], точное решение фильтраци-
онных уравнений возможно только в случаях, когда
уравнения гауссовской дифференциальной МСтС
линейны или линейны лишь относительно вектора
состоянияXt при независимой от состояния функ-
ции ψ. Эти уравнения дают точное решение зада-
чи оптимальной нелинейной фильтрации. Однако
это решение не может быть реализовано практиче-
ски. Для нахождения оптимальной оценки векто-
ра состояния необходимо решить фильтрационное
уравнение для апостериорной характеристической
функции (или фильтрационное уравнение для апо-
стериорной плотности вектора состоянияXt) после
получения результатов наблюдений, затем вычис-
лить оптимальную оценку вектора Xt. Но методов
точного решения этих уравнений в общем случае
пока еще не существует.

В задачах реального времени численное реше-
ние фильтрационных уравнений (или онлайн-оце-
нивания) тоже невозможно, так как для этого тре-
буется много времени, а решать их необходимо
каждый раз после получения результатов наблюде-
ний. Кроме того, практическое применение точной
теории оптимальной нелинейной фильтрации име-
ет смысл только в тех случаях, когда оценки можно
вычислять в реальном масштабе времени по мере
получения результатов наблюдений. Точная тео-
рия дает оптимальные оценки в каждый момент t
по результатам наблюдений, полученным к этому
моменту, без использования последующих резуль-
татов наблюдений. Если эти оценки не могут быть
вычислены в тот же момент t или хотя бы с фик-
сированным приемлемым запаздыванием и их вы-
числение приходится откладывать на будущее, то

нет никакого смысла отказываться от использова-
ния наблюдений, получаемых после момента t, для
оценивания состояния системы в момент t. Поэто-
му для статистической обработки результатов по-
сле окончания наблюдений, т. е. для офлайн-оце-
нивания, целесообразно применять известные из
математической статистики методы постобработки
информации [8].

Необходимость обработки результатов наблю-
дений в реальном масштабе времени непосредст-
венно в процессе эксперимента привела к по-
явлению ряда приближенных методов оптимальной
нелинейной фильтрации, называемых обычно ме-
тодами субоптимальной фильтрации [8]. Одни при-
ближенные методы основаны на приближенном ре-
шении фильтрационных уравнений, а другие — на
превращении формул для стохастических диффе-
ренциалов оптимальной оценки �Xt и апостериор-
ной ковариационной матрицы ошибки Rt в сто-
хастические дифференциальные уравнения для �Xt

и Rt путем разложения функций ϕ, ϕ1, ψ1 или ϕ,
ϕ1, ψ′, ψ′′, ψ, ψ1 в степенные ряды и отбрасывания
остаточных членов.

Для приближенного решения уравнения для
апостериорной одномерной характеристической
функции g1(λ,—) вектора Xt можно использовать
методы аналитического моделирования, основан-
ные на параметризации одномерных распреде-
лений СтП, определяемого стохастическим диф-
ференциальным уравнением [8]. Эти методы
позволяют изучить стохастические дифференци-
альные уравнения для параметров апостериорно-
го распределения. Простейшим таким методом
является МНА апостериорного распределения. Ис-
ключительно важное практическое значение имеют
квазилинейные фильтры, получаемые с помощью
методов эквивалентной линеаризации [8].

3 Субоптимальные фильтры
на основе метода
ортогональных разложений

При аппроксимации апостериорной одномер-
ной плотности отрезком ее ортогонального разло-
жения [1, 2]

pt(x,—) ≈ p∗(x; —, ϑ) =

= w(x; —)


1 +

N∑

l=3

∑

|ν|=l
cκpκ(x)


 (15)

естественно принять за параметры, образующие
вектор ϑ, апостериорные математическое ожида-
ние �Xt, ковариационную матрицу Rt вектора Xt,
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а также коэффициенты ортогонального разложе-
ния (КОР) cκ ( |ν| = 3, . . . , N). Здесь КОР опреде-
ляется формулой:

cκ =

[
qκ

(
∂

i∂λ

)
gt(λ,—)

]

λ=0

. (16)

Заметим, что полином qκ зависит от �Xt и Rt.
На основе (7) и (8) для гауссовской МСтС (3),

(4) при ψ′′ = 0 получим, что ортогональный СОФ
(ОСОФ) определяется следующими уравнениями:

d �Xt = f dt+ h
(
dYt − f (1) dt

)
; (17)

dRt =
(
f (2) − hψ1ν0ψ

T
1 h
T
)
dt+

+

ny∑

r=1

ρr

(
dYr − f (1)r dt

)
. (18)

Здесь введены обозначения:

f = f (Yt, ϑ,—, t) = M
p∗

–x [ϕ (Yt, X,—, t)] ;

f (1) =
{
f
(1)
r

}
= f (1) (Yt, ϑ,—, t) =

= Mp
∗

–x [ϕ1 (Yt, X,—, t)] ;

f (2) = f (2) (Yt, ϑ,—, t) =

= Mp
∗

–x

[(
X − �Xt

)
ϕ (Yt, X,—, t)

T +

+ ϕ (Yt, X,—, t)
(
XT − �XTt

)
+

+
(
ψν0ψ

T
)
(Yt, X,—, t)

]
;

h = h (Yt, ϑ,—, t) =

=

{
Mp

∗

–x

[
Xϕ1 (Yt, X,—, t)

T +

+ (ψν0ψ
T
1 ) (Yt, X,—, t)

]
−

− �Xtf
(1)T

}
(ψ1ν0ψ

T
1 )

−1 (Yt,—, t) ;

ρr = ρr (Yt, ϑ,—, , t) =

= Mp
∗

–x

[(
X − �Xt

)(
XT − �XTt

)
×

× ar (Yt, X,—, t) +
(
X − �Xt

)
br (Yt, X,—, t)

T
+

+ br (Yt, X,—, t)
(
XT − �XTt

)]
(r = 1, . . . , ny) .





(19)

Далее перепишем (17), (18) покоординатно:

d �Xs = fs dt+ hs

(
dYt − f (1) dt

)
=

A
�Xs dt+B

�Xs dYt (s = 1, . . . , nx) ; (20)

dRsq =
(
f (2)sq − hsψ1ν0ψ

T
1 h
T
q

)
dt+

+ ηsq

(
dYt − f (1) dt

)
= ARsq dt+BRsq dYt , (21)

где �Xs(t0) = Xs0; Rsq(t0) = Rsq0; s, q = 1, . . . , nx;
ηsq — матрица-строка, элементами которой служат
соответствующие элементы матрицы ρ1, . . . , ρn1 :

ηsq = ηes+eq
= [ρ1sq · · · ρmsq] (s, q,= 1, . . . , nx) .

Здесь и далее для краткости индекс t сохраним толь-
ко у Yt. По формуле дифференцирования Ито для
винеровского СтП, учитывая (20) и (21), находим
в силу (16) стохастический дифференциал:

dcκ =

[
d

{
qκ

(
∂

i∂λ

)
gt(λ,—)

}]

λ=0

=

=

nx∑

s=1

[
∂qκ

(
∂

i∂λ

)
∂ �Xsgt(λ,—)

]

λ=0

d �Xs +

+

nx∑

s,u=1

[
∂qκ

(
∂

i∂λ

)
∂Rsugt(λ,—)

]

λ=0

dRsu +

+

[
qκ

(
∂

i∂λ

)
dgt(λ,—)

]

λ=0

+

+

{
1

2

nx∑

s,u=1

[
∂2qκ (∂/(i∂λ)) gt(λ,—)

∂ �Xs∂ �Xu

]

λ=0

hsψ1ν0ψ
T
1 h
T
u+

+
1

2

nx∑

s,u,k,l=1

[
∂2qκ(∂/(i∂λ))gt(λ,—)

∂Rsu∂Rkl

]

λ=0

×

× ηsuψ1ν0ψ
T
1 η
T
kl +

+

nx∑

s,k,l=1

[
∂2qκ(∂/(i∂λ))gt(λ,—)

∂ �Xs∂Rkl

]

λ=0

hsψ1ν0ψ
T
1 η
T
kl

}
dt.

Подставив сюда выражения (20), (21) и (7) диффе-
ренциалов d �Xs, dRsq и dgt(λ,—) и вспомнив, что
для любого полинома P (x) P [(∂/(i∂λ))gt(λ)]λ=0 =
= P (α), получаем стохастические дифференциаль-
ные уравнения:

dcκ =

{
Fκ +

nx∑

s=1

∂qκ(α)

∂ �Xs

fs +

+

nx∑

s,u=1

∂qκ(α)

∂Rsu

(
f (2)su − hsψ1ν0ψ

T
1 h
T
u

)
+

+
1

2

nx∑

s,u=1

∂2qκ(α)

∂ �Xs∂ �Xu

hsψ1ν0ψ
T
1 h
T
u +

+
1

2

nx∑

s,u,k,l=1

∂2qκ(α)

∂Rsu∂Rkl
ηsuψ1ν0ψ

T
1 η
T
kl +

+

nx∑

s,k,l=1

∂2qκ(α)

∂ �Xs∂Rkl
hsψ1ν0ψ

T
1 η
T
kl

}
dt+

+

{
Hκ +

nx∑

s=1

∂qκ(α)

∂ �Xs

hs +

nx∑

s,u=1

∂qκ(α)

∂Rsu
ηsu

}
×
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×
(
dYt − f (1) dt

)
= Acκdt+Bcκ dYt ,

cκ (t0) = cκ0 ( |κ| = 3, . . . , N) . (22)

Здесь в дополнение к прежним обозначениям при-
нято:

Fκ = Fκ (Yt,—, ϑ, t) =

=

nx∑

s=1

Mp
∗

–x

[
ϕs (Yt, X,—, t)

∂qκ(X)

∂Xs

]
+

+
1

2

nx∑

s,u=1

Mp
∗

–x

[
σsu (Yt, X,—, t)

∂2qκ(X)

∂Xs∂Xu

]
;

Hκ = Hκ (Yt, ϑ,—, t) =

=

{
Mp

∗

–x

[
ϕ1 (Yt, X,—, t)

T
qκ(X)

]
+

+

nx∑

s=1

Mp
∗

–x

[(
ψν0ψ

T
1

)
s
(Yt, X,—, t)

∂qκ(X)

∂Xs

]
−

− cκf
(1)T

}
(ψ1ν0ψ

T
1 )

−1(Yt,—, t) ,





(23)

где через (ψν0ψT1 )s обозначена s-я строка матрицы
ψν0ψ

T
1 ; σ = ψν0ψT1 = {σsu}.

Функции fs, f (1), f (2)su , hs, ηsu, Fκ иHκ в уравне-
ниях (20), (21) и (22) представляют собой линейные
комбинации величин cν ( |ν| = 3, . . . , N) с коэф-
фициентами, зависящими от �Xt и Rt. Величи-
ны ∂qκ(α)/∂ �Xs, ∂qκ(α)/∂Rsu, ∂2qκ(α)/(∂ �Xs∂ �Xu),
∂2qκ(α)/(∂Rsu∂Rkl) и ∂2qκ(α)/(∂ �Xs∂Rkl) после за-
мены моментов их выражениями через cν тоже бу-
дут линейными комбинациями величин cν с коэф-
фициентами, зависящими от �Xt и Rt.

Таким образом, имеем следующие утверждения.

Теорема 3.1. Пусть МСтС (3), (4) — гауссовская

(ψ′′ = 0), выполнены условия существования и един-

ственности решения, а матрица σ1 = ψ1ν0ψ
T
1 не

вырождена. Тогда в основе алгоритма ОСОФ по МОР

лежат уравнения (15), (20)–(22) при условии ограни-

ченности функций (23).

Теорема 3.2. Пусть для МСтС (3), (4) выполне-

ны условия существования и единственности реше-

ния, а матрица σ1 = ψ1ν0ψ
T
1 не вырождена. Тогда

алгоритм ОСОФ согласно МОР задается уравнения-

ми (15), (20)–(22) при условии ограниченности функ-

ций f , f (1), �f (2), h, ρr, Fκ и Hκ, определяемых (19)
и (23).

Применяя методы теории чувствительности [9,
10] для приближенного анализа фильтрационных
уравнений и учитывая случайность параметров —,
придем к следующим уравнениям для функций чув-
ствительности первого порядка:

d∇— �Xs = ∇—A �Xs dt+∇—B �Xs dYt ,

∇—B �Xs(t0) = 0 ;

d∇—Rsq = ∇—ARsq dt+∇—BRsq dYt ,

∇—Rsq(t0) = 0 ;
d∇—cκ = ∇—Acκ dt+∇—Bcκ dYt, ∇—cκ(t0) = 0.

Здесь процедура взятия производных осущест-
вляется по всем входящим переменным, а ко-
эффициенты чувствительности вычисляются при
— = m—. При этом предполагается малость дис-
персий по сравнению с их математическими ожи-
даниями. Очевидно, что при дифференцировании
по — (∇— = ∂/∂—) порядок уравнений возрастает
пропорционально числу производных.

Аналогично составляются уравнения для эле-
ментов матриц вторых функций чувствитель-
ности.

Для оценки качества ОСОФ, следуя [1, 2], при
гауссовских — с математическим ожиданием m—

и ковариационной матрицей K— введем условную
функцию потерь, допускающую квадратичную ап-
проксимацию:

ρ
�Xs = ρ

�Xs(—) = ρ
(
m—
)
+

n—∑

ii=1

ρ′i
(
m—
)
—0s +

+

n—∑ n—∑

i,j=1

ρ′′ij
(
m—
)
—0i—

0
j ,

а также показатель ε:

ε = ε
1/4
2 .

Здесь введены обозначения:

ε2 = MN
[
ρ(—)2

]
− ρ(m—)2 ;

MN
[
ρ(—)2

]
= ρ

(
m—
)2
+ ρ′

(
m—
)T
K—ρ′

(
m—
)
+

+ 2ρ
(
m—
)
tr
[
ρ′′
(
m—
)
K—

]
+

+
{
tr
[
ρ′′
(
m—
)
K—

]}2
+ 2tr

[
ρ′′
(
m—
)
K—

]2
,

а функции ρ′ и ρ′′ по известным формулам [9, 10]
определяются на основе первых и вторых функций
чувствительности.

Изложенные выше методы синтеза ОСОФ дают
принципиальную возможность получить фильтр,
близкий к оптимальному по оценке с любой сте-
пенью точности. Чем выше максимальный порядок
учитываемых моментов, КОР, тем выше будет точ-
ность приближения к оптимальной оценке. Однако
число уравнений, определяющих параметры апо-
стериорного одномерного распределения, быстро
растет с увеличением числа учитываемых пара-
метров. Соответствующие оценки можно найти
в [4–6].
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4 Эллипсоидальная
аппроксимация распределений

Для конечномерных МСтС часто оказывается
полезной структурная аппроксимация распределе-
ний посредством эллипсоидальных распределений.
Следуя [4, 11], для структурной аппроксимации
плотностей вероятности случайных векторов бу-
дем использовать плотности, имеющие эллипсо-
идальную структуру, т. е. плотности, у которых по-
верхностями уровней равной вероятности являются
подобные концентрические эллипсоиды (эллипсы
для двумерных векторов, эллипсоиды для трех-
мерных векторов, гиперэллипсоиды для векторов
размерности больше трех). В частности, эллипсо-
идальную структуру имеет нормальное распределе-
ние в любом конечномерном пространстве. Харак-
терная особенность таких распределений состоит
в том, что их плотности вероятности являются
функциями положительно определенной квадра-
тичной формы u = u(y) = (yT − mT)C(y − m),
гдеm— математическое ожидание случайного век-
тораY ;C — некоторая положительно определенная
матрица.

Для нахождения ЭА плотности вероятности
r-мерного случайного вектора будем пользовать-
ся конечным отрезком разложения по биортонор-
мальной системе полиномов{pr,ν (u(y)), qr,ν(u(y))},
которые зависят только от квадратичной формы
u = u(y) и функцией веса для которых служит не-
которая плотность вероятности эллипсоидальной
структуры w(u(y)):

Mw–y [w(u(Y ))pr,ν(Y )qr,µ(u(Y ))] = δνµ . (24)

Индексы ν и µ у полиномов означают их сте-
пень относительно переменной u. Конкретный вид
и свойства полиномов определены ниже. Однако
без потери общности можно принять, что qr,0(u) =
= pr,0(u) = 1. Тогда плотность вероятности векто-
ра Y может быть приближенно представлена в виде:

f(y) ≈ f∗(u) = w(u)
N∑

ν=0

cr,νpr,ν(u) , (25)

где коэффициенты cr,ν определяются по формуле:

cr,ν = Müá–y [qr,ν(U)] (ν = 1, . . . , N) . (26)

Учитывая, что pr,0(u) и qr,0(u)— взаимно обратные
постоянные (полиномы нулевой степени), то все-
гда cr,0pr,0 = 1. Поэтому из формулы (25) следует,
что

f(y) ≈ f∗(u) = w(u)

[
1 +

N∑

ν=2

cr,νpr,ν(u)

]
.

Для приложений большое значение имеет слу-
чай, когда за распределение w(u) выбирается нор-
мальное (гауссовское) распределение:

w(u) = w(yTCy) =
1√

(2π)r|K|
exp

(
−yTK−1 y

2

)
.

Учитывая, что C = K−1, приведем условие биорто-
нормальности (24) к виду:

1

2r/2•(r/2)

∞∫

0

pr,ν(u)qr,µ(u)u
r/2−1e−u/2 du = δνµ .

Задача выбора системы полиномов
{pr,ν(u), qr,µ(u)}, используемой при ЭА (25) и (26),
сводится к нахождению биортонормальной си-
стемы полиномов, для которой весом служит χ2-
распределение с r степенями свободы, при этом
используются следующие формулы:

pr,ν(u) = Sr,ν(u) , qr,ν(u) =

=
(r − 2)!!

(r + 2ν − 2)!!(2ν)!! Sr,ν(u), r ≥ 2 ;

Sr,ν(u) = S
r/2−1
ν (u) =

=

ν∑

µ=0

(−1)ν+µCµν
(r + 2ν − 2)!!
(r + 2µ− 2)!! u

µ .

При разложении по полиномам Sr,ν(u) плот-
ности вероятности случайного вектора Y и всех его
возможных проекций согласованы.

5 Субоптимальные фильтры
на основе метода
эллипсоидальной
аппроксимации
(линеаризации)

Применим МЭА для приближенного реше-
ния задачи оптимальной нелинейной фильтрации
в дифференциальной гауссовской СтС. Для это-
го аппроксимируем апостериорную плотность pt(x)
формулой:

pt(x) = p
∗(x; —) = w1(ut)

[
1 +

N∑

ν=2

cνpν(ut)

]
, (27)

где

ut =
(
xT − �XTt

)
Ct

(
x− �Xt

)
;
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Ct — матрица, обратная по отношению к ковари-
ационной матрице ошибки фильтрации Rt, Ct =
= R−1

t ;

cκ = M
f1
–x [qκ(Ut)] =

[
qκ

(
∂T

i∂λ
−mTt

)
×

× Ct

(
∂T

i∂λ
−mt

)
g1(λ; t)

]

λ=0

. (28)

Чтобы найти стохастический дифференциал cκ,
применим формулу Ито [7], учитывая, что cκ пред-
ставляет собой функцию трех случайных процес-
сов �Xt, Rt и gt(λ), стохастические дифференциалы
Ито которых определяются формулами (20) и (21).
В результате получим уравнение (22), которое на
основании равенства qκ(α) = M

f1
–xqκ(Ut) имеет вид:

dcκ =

{
Fκ +

n∑

s=1

Mf1–x

[
∂qκ(Ut)

∂ �Xs

]
+

+

n∑

s=1

Mf1–x

[
∂qκ(Ut)

∂Rsu

(
f (2)su − hsψ1νψ

T
1 h
T
u

)]
+

+
1

2

n∑

s,u=1

Mf1–x

[
∂2qκ(Ut)

∂ �Xs∂ �Xu

hsψ1νψ
T
1 h
T
u

]
+

+
1

2

n∑

s,u,k,l=1

Mf1–x

[
∂2qκ(Ut)

∂Rsu∂Rkl
ηsuψ1νψ

T
1 η
T
kl

]
+

+

n∑

s,k,l=1

Mf1–x

[
∂2qκ(Ut)

∂ �Xs∂Rkl
hsψ1νψ

T
1 η
T
kl

]}
dt+

+

{
Hκ +

n∑

s=1

Mf1–x

[
∂qκ(Ut)

∂ �Xs

hs

]
+

+

n∑

s,u=1

Mf1–x

[
∂qκ(Ut)

∂Rsu
ηsu

]}(
dYt − f (1) dt

)
. (29)

Вычислим входящие в (29) математические ожи-
дания производных полинома qκ(Ut). Имеем:

Mf1–x

[
∂qκ(Ut)

∂ �Xs

]
= Mf1–x

[
q′κ

∂U

∂ �Xs

]
=

= Mf1–y


q′κ(Ut)


−2

n∑

j=1

csj(Xj − �Xj)




 = 0; (30)

Mf1–x

[
∂2qκ(Ut)

∂ �Xs∂ �Xu

]
=

= Mf1–x


4q′′κ(Ut)




n∑

j=1

cuj

(
Xj − �Xj

)

×

×




n∑

j=1

csj

(
Xj − �Xj

)

+ 2q′κ (Ut) csu


 ; (31)

Mf1–y

[
q′′κ (Ut)Ct

(
Xt − �Xt

)(
XTt − �XTt

)
Ct

]
=

=

{
a

n
Mw1–U

[
q′′κ(U)U

n/2
]
+

+

N∑

ν=2

cν
a

n
Mw1pν

–U

[
q′′κ(U)U

n/2
]}

Ct ,

где нормирующий множитель a определяется соот-
ношением:

a−1 = Mw1pν

–U

[
Un/2−1

]
.

Введя обозначения

ξκ0 =
a

n
Mw1
–U

[
q′′κ(U)U

n/2
]
;

ξκν =
a

n
Mw1pν

–U

[
q′′κ(U)U

n/2
]

и заметив, что вследствие ортогональности pν(u) ко
всем функциям uλ при λ < ν′ величина ξκν обра-
щается в нуль при ν > κ− 1, получим:

Mw1–U

[
q′′κ (Ut)Ct

(
Xt − �Xt

)(
XTt − �XTt

)
Ct

]
=

=

(
ξκ0 +

κ−1∑

ν=2

cνξκν

)
Ct. (32)

На основании (32) имеем:

4Mw1
–U


q′′κ (Ut)




n∑

j=1

cuj

(
Xj − �Xj

)

×

×




n∑

j=1

csj(Xj − �Xj)




 =

= 4

(
ξκ0 +

κ−1∑

ν=2

cνξκν

)
csu . (33)

Математическое ожидание во втором слагаемом
в (31) определяется формулой:

Mw1
–U [q

′
κ (Ut)] = M

w1
–U

[
q′κ(U)U

n/2−1
]
+

+
N∑

ν=2

cνM
w1pν

–U [q′κ(U)] .

Введя обозначения

ζ′κ0 = aM
w1
–U

[
q′κ(U)U

n/2−1
]
;

ζ′κν = aM
w1pν

–U

[
q′κ(U)U

n/2−1
]
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и заметив, что вследствие ортогональности pν(u) ко
всем функциям uλ при λ < ν величина ζκν обраща-
ется в нуль при ν > κ− 1, получим:

Mw1
–U [q

′
κ(Ut)] = ζ

′
κ0 +

κ−1∑

ν=2

cνζ
′
κν . (34)

На основании (33) и (34) формула (31) принимает
вид:

Mw1
–U

[
∂2qκ(Ut)

∂ �Xs∂ �Xu

]
= 2

(
ζκ0 +

κ−1∑

ν=2

cνζκν

)
csu ,

где для краткости положено:

ζκ0 = 2ξκ0 + ζ
′
κ0 ; ζκν = 2ξκν + ζ

′
κν .

Вычислив производные∂qκ(Ut)/∂Rsu, получим:

Mw1
–U

[
∂qκ(Ut)

∂Rss

]
= −css

(
γκ0 +

κ∑

ν=2

cνγκν

)
;

Mw1–U

[
∂qκ(Ut)

∂Rsu

]
= −2csu

(
γκ0 +

κ∑

ν=2

cνγκν

)
,

s 6= u ,

где γκ0, γκ2, . . . , γκκ определяются формулами:

γκ0 =
a

n
Mw1
–U

[
q′κ(U)U

n/2
]
;

γκν =
a

n
Mw1pν

–U

[
q′κ(U)U

n/2
]
.

Дифференцируя эти формулы по компонентам
вектора �Xt и элементам матрицы Rt и имея в виду,
что

∂cij
∂Rrr

= −cricrj ;
∂cij
∂Rrs

= − (cricsj + csicrj) , (35)

получаем:

Mw1–U

[
∂2qκ(Ut)

∂ �Xk∂Rsu

]
= 0 (k, s, u = 1, . . . , n) ; (36)

Mw1
–U

[
∂2qκ(Ut)

∂Rss∂Rrr

]
= c2rs

(
γκ0 +

κ∑

ν=2

cνγκν

)
; (37)

Mw1
–U

[
∂2qκ(Ut)

∂Rss∂Rkl

]
= 2clscks

(
γκ0 +

κ∑

ν=2

cνγκν

)
,

k 6= l ; (38)

Mw1–U

[
∂qκ(Ut)

∂Rsu∂Rkl

]
=

= 2 (cksclu + clscku)

(
γκ0 +

κ∑

ν=2

cνγκν

)
,

s 6= u , k 6= l . (39)

Подставив выражения (30), (35)–(39) в уравне-
ние для стохастического дифференциала величи-
ны cκ, приведем его к виду:

dcκ =



Fκ −

(
γκ0 +

κ∑

ν=2

cνγκν

)
×

× tr
[
�Ct

(
f (2) − hψ1νψ

T
1 h
T
)]
+

+

(
ζκ0 +

κ−1∑

ν=2

cνζκν

)
tr
[
Cthψ1νψ

T
1 h
T
]
+

+
1

2

(
γκ0 +

κ∑

ν=2

cνγκν

)
n∑

s,u,k,l=1

Asuklηsuψ1νψ
T
1 η
T
kl



 dt+

+

{
Hκ −

(
γκ0 +

n∑

ν=2

cνγκν

)
n∑

s,u,=1

�csuηsu

}
×

×
(
dYt − f (1)dt

)
(κ = 2, . . . , N), (40)

где

Assrr = c
2
sr , Asskl = 2ckscls , k 6= l ;

Asukl = 2(cksclu + clscku) , s 6= u , k 6= l ;

�csu — элементы матрицы �Ct, определяемой форму-
лой:

Mw1–U

[
qKκ (Ut)

]
= −

(
γκ0 +

κ∑

ν=2

cνγκν

)
Ct.

Формулы (19) для f , f (1), f (2), hи ρr при аппрок-
симации (27) апостериорной плотности принимают
вид:

f = f(Yt,—, t) = M
w1
–x [ϕ (Yt, X,—, t)] +

+

N∑

ν=2

cνM
w1pν

–x [ϕ (Yt, X,—, t)] ; (41)

f (1) = f (1) (Yt,—, t) = M
w1
–x [ϕ1 (Yt, X,—, t)] +

+

N∑

ν=2

cνM
w1pν

–x [ϕ1 (Yt, X,—, t)] ; (42)

f (2) = f (2) (Yt,—, t) =

= Mw1–x

[(
X − �X

)
ϕ (Yt, X,—, t)

T
+

+ ϕ (Yt, X,—, t)
(
XT − �XTt

)
+

+
(
ψνψT

)
(Yt, X,—, t)

]
+

+

N∑

ν=2

cνM
w1pν

–x

[ (
X − �X

)
ϕ (Yt, X,—, t)

T
+
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+ ϕ (Yt, X,—, t)
(
X − �X

)T
+

+
(
ψνψT

)
(Yt, X,—, t)

]
; (43)

h = h(Yt,—, t) =

= Mw1–x

[
Xϕ1 (Yt, X,—, t)

T
+
(
ψνψT

)
(Yt, X,—, t)

]
+

+

N∑

ν=2

cνM
w1pν

–x

[
Xϕ (Yt, X,—, t)

T
+

+
(
ψνψT

)
(Yt, X,—, t)

]
−

− �Xtf
(1)T

(
ψ1νψ

T
1

)−1
(Yt, X,—, t) ; (44)

ρr = ρr (Yt,—, t) =

= Mw1–x

[(
X − �Xt

)(
XT − �XTt

)
ar (Yt, X,—, t) +

+
(
X − �Xt

)
br (Yt, X,—, t)

T +

+ br (Yt, X,—, t)
(
XT − �XTt

)]
+

+

N∑

ν=2

cνM
w1pν

–x

[(
X − �Xt

)(
XT − �XTt

)
×

× ar (Yt, X,—, t) +

+
(
X − �Xt

)
br (Yt, X,—, t)

T
+

+ br (Yt, X,—, t)
(
XT − �XTt

)]
. (45)

Формулы (23) дляFκ иHκ преобразуются к виду:

Fκ = Fκ (Yt,—, t) =

= Mw1–x

[
q′κ(U)2ϕ (Yt, X,—, t)

TCt(X − �Xt) +

+ tr [Ctσ (Yt, X,—, t)]
]
+

+

N∑

ν=2

cνM
w1pν

–x

[
2ϕ (Yt, X,—, t)

T
Ct

(
X − �Xt

)
+

+ tr [Ctσ (Yt, X,—, t)]

]
; (46)

Hκ = Hκ (Yt,—, t) =

=
{
Mw1–x

[
ϕ1 (Yt, X,—, t)

T qκ(U)
]
+

+
N∑

ν=2

cνM
w1pν

–x

[
ϕ1 (Yt, X, t)

T qκ(U)
]
+

+2Mw1–x

[
q′(U)

(
XT − �XTt

)
Ct
(
ψνψT1

)
(Yt, X,—, t)

]
+

+ 2

N∑

ν=2

cνM
w1pν

–x ×

×
[
q′(U)

(
XT − �XT

)
Ct
(
ψνψT1

)
(Yt, X,—, t)

]
−

− f (1)
T
cκ

}(
ψ1νψ

T
1

)−1
(Yt,—, t) . (47)

Таким образом, получен следующий результат.

Теорема 5.1. Пусть уравнения дифференциальной

гауссовской СтС (3), (4) допускают применение

МЭА. Тогда фильтрационные уравнения ЭСОФ имеют

вид (28), (29), (40) при условиях (41)–(47).

Аналогично выводятся уравнения ЭСОФ для
дифференциальной СтС с винеровскими и пуассо-
новскими шумами вида (3) и (4).

Далее, следуя [4, 5], построим квазилинейный
СОФ на основе МЭЛ для МСтС (1), (2) при ψ′ =
= ψ′(—, t), ψ′′ = ψ′′(—, t, v), ψ′

1 = ψ′
1(—, t) и ψ′′

1 =
= ψ′′

1 (—, t, v) (т. е. с аддитивными винеровскими
и пуассоновскими шумами). Уравнения НСОФ
проще получаются, если нелинейные функции ϕ
и ϕ1 на основе эллипсоидального распределения
с известным cν заменить на статистически линеа-
ризованные [6–8]:

ϕ = ϕ (Xt, Yt,—, t) ≈
≈ ϕÜ0 + k

Üϕ
x (Xt −mx

t ) + k
Üϕ
y (Yt −my

t ) ;

ϕ1 = ϕ1 (Xt, Yt,—, t) ≈
≈ ϕÜ10 + k

Üϕ1
x (Xt −mx

t ) + k
Üϕ1
y (Yt −my

t ) ,





(48)

а затем использовать уравнения линейной фильтра-
ции [6–8]. Входящие в (48) коэффициенты с МЭЛ
зависят от математических ожиданий, дисперсий
и ковариаций:

Zt =

[
Xt

Yt

]
; mz

t =

[
mx
t

my
t

]
; Kz

t =

[
Kx
t Kxy

t

Kxy
t Ky

t

]
.

Они определяются из уравнений:

‘Zt = A
zZt +A

z
0 +B

z
0V , V = ‘W ;

‘mz
t = A

zmz
t +A

z
0 , mZ

t0 = m
z
0 ;

‘Kz
t = B

zKz
t +K

z
t (B

z)T +Bz0ν
m(Bz0 )

T, Kz
t0 = K

z
0 .

Здесь введены следующие обозначения:

Az0 =

[
a0
b0

]
; Az =

[
a1 a
b1 b

]
; Bz0 =

[
�ψ
�ψ1

]
;

a = kÜϕy ; a1 = k
Üϕ
x ; a0 = ϕ

Ü
0 − kÜϕx mx

t − kÜϕy my
t ;

b = kÜϕ1y ; b1 = k
Üϕ1
x ; b0 = ϕ

Ü
0 − kÜϕ1x mx

t − kÜϕ1y my
t ;

ψ dW0 +

∫

Rq
0

ψ′′P 0(dt, dv) = �ψ dW ;

ψ′
1 dW0 +

∫

Rq
0

ψ′′
1P
0(dt, dv) = �ψ1 dW ,





(49)
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где νW — интенсивность СтП с независимыми при-
ращениями, состоящего из винеровской и пуассо-
новской частей (49). Тогда уравнения квазилиней-
ного НСОФ будут иметь вид:

‘�Xt = aYt + a1 �Xt + a0 +

+ βt

[
Zt −

(
bYt + b1 �Xt + b0

)]
; (50)

βt =
(
Rtb

T
1 +

�ψνW �ψT1
) (
�ψ1ν

W �ψT1
)−1
; (51)

‘Rt = a1Rt +Rta
T
1 +

�ψνW �ψT −
−
(
Rtb

T
1 +

�ψνW �ψT1
) (
�ψ1ν

W �ψT1
)−1 ×

×
(
b1Rt + �ψ1ν

W �ψT
)
. (52)

Теорема 5.2. Пусть МСтС (1), (2) содержит толь-

ко аддитивные винеровские и пуассоновские шумы

и допускает замену статистически линеаризован-

ной, а матрица σ1 = �ψ1ν
W �ψT1 не вырождена. То-

гда в основе алгоритма квазилинейного НСОФ лежат

уравнения (50)–(52) при соответствующих началь-

ных условиях.

Аналогично разд. 3 (в условиях теорем 5.1
и 5.2) составляются уравнения для оценки точности
и чувствительности к параметрам—.

6 Заключение

Разработана теория аналитического синте-
за ЭСОФ для нелинейных дифференциальных
МСтС). Рассмотрены случаи гауссовских и негаус-
совских СтС. Алгоритмы ЭСОФ положены в основу
модуля экспериментального программного обеспе-
чения StS-Filter (version 2016).

Результаты допускают развитие на случай дис-
кретных СтС.

Теоретический и практический интерес пред-
ставляет теория ЭСОФ на основе ненормирован-
ных апостериорных распределений [10].
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МЕТРИЧЕСКАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ

СО ВЗВЕШЕННЫМ ВЫРАВНИВАНИЕМ ОТНОСИТЕЛЬНО

ЦЕНТРОИДОВ КЛАССОВ∗

А. В. Гончаров1, В. В. Стрижов2

Аннотация: Рассматривается задача метрического анализа и классификации временных рядов. Мет-
рические методы используют матрицу попарных расстояний, строящуюся при помощи фиксированной
функции расстояния. Вычислительная сложность алгоритмов, использующих такую матрицу, по меньшей
мере квадратична относительно числа временных рядов. Проблема снижения вычислительной сложности
решается путем предварительного выделения эталонных объектов, центроидов классов и последующего
их использования для описания классов. В качестве базовой модели классификации выбрана модель,
использующая динамическое выравнивание временных рядов для построения центроида. В работе
предлагается ввести функцию весов центроида, влияющую на вычисление расстояния между объектами.
Для анализа алгоритма построения центроида использованы как временные ряды элементарных функций,
так и временные ряды физической активности человека с акселерометра мобильного телефона. Свойства
построенной модели исследуются и сравниваются со свойствами модели, выбранной в качестве базовой.

Keywords: взвешенное динамическое выравнивание; классификация временных рядов; центроид; функ-
ция расстояния

DOI: 10.14357/19922264160204

1 Введение

Рассматривается задача анализа и классифи-
кации временн‚ых рядов. Существуют различные
способы ее решения: построение признакового
пространства, использование нейронных сетей, ап-
проксимация параметрическими функциями. Так,
в [1] исследованы методы построения признаково-
го описания временн‚ых рядов, в частности метод
экспертного построения признаков и метод постро-
ения признакового описания на основе гипотезы
порождения данных. Результаты [1] показывают,
что построенное признаковое пространство аде-
кватно описывает зависимую переменную. В [2]
для решения задачи классификации использова-
ны нейронные сети с небольшим числом связей
между нейронами, обладающие свойством устой-
чивости к возмущениям данных. В [3] для класси-
фикации предложен алгоритм разбиения исходных
временн‚ых рядов на периоды и их очистки от шу-
мов. Предложены модификации алгоритма k бли-
жайших соседей и нейронной сети для решения
поставленной задачи. В вычислительном экспери-
менте, проведенном на реальных данных, оценена
эффективность, а также проведено сравнение дан-

ных алгоритмов между собой. При этом показан
высокий процент правильной классификации.

Построение матрицы попарных расстояний
между всеми объектами в задаче метрической клас-
сификации является вычислительно трудоемкой
задачей. Для снижения размерности задачи и вы-
числительных затрат предлагается решать задачу
с предварительным выделением эталонных объек-
тов, или же центроидов классов, и последующим их
использованием для описания множества времен-
н‚ых рядов.

Метрические методы используют различные
функции расстояния для построения матрицы по-
парных расстояний: евклидово расстояние [4], ме-
тод динамического выравнивания временн‚ых ря-
дов [5, 6], метод, основанный на нахождении
наибольшей общей последовательности [7], Edit
Distance with Real Penalty [8], Edit Distance on Real
sequence [9], DISSIM [10], Sequence Weighted Align-
ment model [11], Spatial Assembling Distance [12]
и др. В качестве базового метода для построения
функции расстояния в настоящей работе предла-
гается использовать динамическое выравнивание
временн‚ых рядов (Dynamic Time Warping) [13]. Как
показано в [14], этот метод находит наилучшее со-
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Метрическая классификация временных рядов со взвешенным выравниванием относительно центроидов классов

ответствие между двумя временн‚ыми рядами, если
они нелинейно деформированы друг относительно
друга — растянуты, сжаты или смещены вдоль оси
времени.

Базовой моделью классификации и анализа
временн‚ых рядов принята модель, описанная в [15].
Там в качестве центроида выбирается объект выбор-
ки, являющийся ближайшим ко всем остальным
объектам. Применяться же будет метод точного
его вычисления. Это метод DBA (Dynamic Band-
width Allocation), решающий задачу оптимизации
для нахождения центроида. Алгоритм применения
и доказательство корректности приведены в [16].

В настоящей работе вводятся понятия вектора
весов и матрицы весов центроида и описываются
методы vwDTW и mwDTW (векторно- и матрич-
но-взвешенный DTW) вычисления функции рас-
стояния, основывающиеся на следующем предпо-
ложении о форме временн‚ых рядов: в одном и том
же классе находятся временн‚ые ряды, имеющие
схожую форму с точностью до линейной или не-
линейной деформации, локальных или глобальных
сдвигов по оси времени. Предполагается, что в цен-
троиде присутствуют характерные для всего клас-
са участки, которым соответствуют большие веса
вектора весов этого центроида. А функция расстоя-
ния, основанная на vwDTW и использующая вектор
весов центроида, точнее объединит объекты одно-
го класса и разделит объекты разных классов, чем
основанная на DTW. Поэтому в предлагаемой моде-
ли используется метод vwDTW как для вычисления
центроида по методу DBA, так и для построения
матрицы попарных расстояний. Также исследуются
свойства, вид матрицы весов центроида и эффек-
тивность применения расстояния, вычисленного
с ее помощью — mwDTW, в прикладных задачах.

Для дальнейшей классификации рядов по по-
лученной матрице расстояний сниженной размер-
ности применяется метод k ближайших соседей,
как и в базовой модели. Процедура классификации
выполняется в три шага:

(1) отбор эталонных объектов каждого класса;

(2) построение матрицы попарных расстояний
сниженной размерности между временн‚ыми
рядами и эталонными объектами каждого
класса;

(3) классификация временн‚ых рядов мето-
домk ближайших соседей с помощью матрицы
попарных расстояний.

Для проверки работоспособности такой моде-
ли проведен вычислительный эксперимент на ре-
альных и синтетических данных. Эксперимент
включает в себя анализ и классификацию данных

при помощи построенной модели. Полученные ре-
зультаты сравниваются с результатами применения
базовой модели к тем же исходным данным.

2 Постановка задачи

Задана выборка D = {(si, yi)}mi=1, состоящая из
пар объект–ответ. Объектами служат временн‚ые
ряды si ∈ Rn, а ответами являются метки класса —
yi ∈ Y = {1, . . . , E}, где E ≪ m. Выборка разбита
на обучающую Dl и контрольную Dt.

Определение 1. Модель классификации f — пара-
метрическая функция объектов выборки, прибли-
жающая целевую зависимость yi. В данной работе
параметрами модели примем множество центрои-
дов C = {ce}Ee=1 и множество векторов весов цен-
троидов �W = {we}Ee=1 или же матриц весов цен-
троидов �W = {We}Ee=1.
Определение 2. Функцией ошибки S модели f для
задачи классификации будем считать

S (f,Dt) =
1

|Dt|

|Dt|∑

i=1

[f (si) 6= yi] .

Требуется построить модель классификации f :
Rn → Y , минимизирующую функцию ошибкиS на
контрольной выборке:

f
C, �W = argmin

C, �W

(S (f,Dt)) .

3 Вычисление значения функции
расстояния

3.1 Общие понятия

В данной работе в качестве метрического рассто-
яния между объектами предлагается использовать
стоимость взвешенного пути наименьшей стоимости

между этими объектами.
Даны два временн‚ых ряда: s1 и s2. Будем считать,

что s1, s2 ∈ Rn. Пусть Ÿn×n — это матрица, такая
что ее элемент Ÿij равен квадрату разности между
i-м и j-м элементами последовательностей s1 и s2:

Ÿij = (s1i − s2j)
2
.

Определение 3. Путем π между последовательно-
стями s1 и s2 назовем упорядоченное множество
пар индексов элементов матрицыŸ:

π = {πr} = {(ir, jr)} , r = 1, . . . , R ,
i, j ∈ {1, . . . , n} ,

где R — длина пути, зависящая от выбора пути. Он
должен удовлетворять следующим условиям.
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Граничные условия. π1 = (1, 1) и πR = (n, n),
т. е. начало и конец π находятся на диагонали
в противоположных углахŸ.

Непрерывность. Пусть πr = (p1, p2) и πr−1 =
= (q1, q2), r = 2, . . . , R. Тогда

p1 − q1 ≤ 1 , p2 − q2 ≤ 1 .

Это ограничение нужно, чтобы в шаге пути π

участвовали только соседние элементы матри-
цы (включая соседние по диагонали).

Монотонность. Пусть πr = (p1, p2) и πr−1 =
= (q1, q2), r = 2, . . . , R. Тогда выполняется хотя
бы одно из условий

p1 − q1 ≥ 1 ; p2 − q2 ≥ 1 .

Это ограничение обусловлено природой рас-
сматриваемых последовательностей и предна-
значено для монотонности функции выравни-
вания времени.

Физические ограничения. Как уже говорилось во
введении, предполагается, что временн‚ые ряды
одного класса имеют схожую форму и являют-
ся линейно или нелинейно деформированны-
ми или же смещены друг относительно друга.
При этом считается, что подобного рода дефор-
мации и смещения являются малыми, локаль-
ными. В этом предположении выравнивающий
путь в матрице слабо отклоняется от диагонали,
т. е.

для каждого {ir, jr} ∈ π ir − k ≤ jr ≤ ir + k ,

где k определяется типом задачи и ее физиче-
скими ограничениями.

3.2 Векторно-взвешенный путь
наименьшей стоимости

Дадим определение векторно-взвешенного пути
наименьшей стоимости, vwDTW. Дан вектор весов
w ∈ Rn.

Определение 4. Стоимостью Cost(s1, s2,w,π) век-
торно-взвешенного пути π между последователь-
ностями s1 и s2 с весомw назовем

Cost (s1, s2,w,π) =
∑

(i,j)∈π

wjŸij .

Определение 5. Векторно-взвешенным путем наи-
меньшей стоимости (векторно-взвешенным вы-
равнивающим путем) �π между последовательно-
стями s1 и s2 назовем взвешенный путь, имеющий
наименьшую стоимость среди всех возможных век-

торно-взвешенных путей между последовательно-
стями s1 и s2:

�π = argmin
π

Cost (s1, s2,w,π) . (1)

Обозначим стоимость векторно-взвешенного
выравнивающего пути между последовательностя-
ми s1 и s2 через ρ(s1, s2,w) = Cost (s1, s2,w, �π) .

Для вычисления стоимости такого пути в дан-
ной работе используется модифицированный метод
DTW — vwDTW (vector-weighted DTW). Согласно
этому методу необходимо построить новую матри-
цу •, элементы которой определяются следующим
образом:

•1j = wjŸ1j , •i1 = w1Ÿi1 ; i, j = 1, . . . , n ;

•ij = wjŸij +min (•i,j−1,•i−1,j ,•i−1,j−1) ,

i, j = 2, . . . , n .

Элемент •ij матрицы • равен стоимости век-
торно-взвешенного выравнивающего пути между
последовательностями {s1a}ia=1 и {s2a}ja=1.

В качестве значения функции расстояния меж-
ду двумя объектами выберем стоимость вектор-
но-взвешенного выравнивающего пути между ни-
ми (1):

ρ(s1, s2,w) = •nn . (2)

Заметим, что при единичном векторе весов vwDTW
эквивалентен обычному DTW, описание которого
приведено в [15].

3.3 Матрично-взвешенный путь
наименьшей стоимости

Дадим определение матрично-взвешенного пу-
ти наименьшей стоимости, mwDTW. Дана матрица
весовW ∈ Rn×n.

Определение 6. Стоимостью Cost(s1, s2,W,π) мат-
рично-взвешенного пути π между последователь-
ностями s1 и s2 с весомW назовем

Cost (s1, s2,W,π) =
∑

(i,j)∈π

WijŸij .

Определение 7. Матрично-взвешенным путем наи-
меньшей стоимости (матрично-взвешенным вы-
равнивающим путем) �π между последовательно-
стями s1 и s2 назовем взвешенный путь, имеющий
наименьшую стоимость среди всех возможных мат-
рично-взвешенных путей между последовательно-
стями s1 и s2:

�π = argmin
π

Cost (s1, s2,W,π) . (3)

Обозначим стоимость матрично-взвешенного
выравнивающего пути между последовательностя-
ми s1 и s2 через ρ(s1, s2,W) = Cost (s1, s2,W, �π) .
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Вычисление его стоимости происходит с по-
мощью еще одного модифицированного метода
DTW — mwDTW (matrix-weighted DTW). Согласно
этому методу необходимо построить новую матри-
цу •, элементы которой определяются следующим
образом:

•1j =W1jŸ1j , •i1 =Wi1Ÿi1 , i, j = 1, . . . , n ,

•ij =WijŸij +min (•i,j−1,•i−1,j ,•i−1,j−1) ,

i, j = 2, . . . , n .

Элемент •ij матрицы • равен стоимости мат-
рично-взвешенного выравнивающего пути между
последовательностями {s1a}ia=1 и {s2a}ja=1.

В качестве значения функции расстояния меж-
ду двумя объектами выберем стоимость матрич-
но-взвешенного выравнивающего пути между ни-
ми (3):

ρ(s1, s2,W) = •nn .

Заметим, что при использовании матрицы, состоя-
щей из одних единиц, mwDTW переходит в обыч-
ный DTW, описание которого приведено в [15].

4 Вычисление параметров модели
классификатора

4.1 Построение центроида

Пусть множество весов �W фиксировано. По-
строим множество центроидовC.

4.1.1 Постановка задачи построения центроида

Определение 8. Пусть De — множество элементов
из D, принадлежащих одному классу e из Y . Цен-
троидом множества векторов De = {si|yi = e}mi=1
по расстоянию ρ назовем вектор ce ∈ Rn такой, что

ce = argmin
c∈Rn

∑

si∈De

ρ(si, c),

где ρ— стоимость векторно-взвешенного (матрично-

взвешенного) пути наименьшей стоимости vwDTW
(mvDTW).

Центроид найдем как решение оптимизацион-
ной задачи для vwDTW:

ce = argmin
c∈Rn

∑

si∈De

∑

(t,t′)∈�πi

we(t) (si(t
′)− c(t))2 (4)

или же для mwDTW:

ce = argmin
c∈Rn

∑

si∈De

∑

(t,t′)∈�πi

We(t, t
′) (si(t

′)− c(t))2 ,

где �πi — векторно-взвешенный (матрично-взве-
шенный) выравнивающий путь между временн‚ыми
рядами si и c.

4.1.2 Решение задачи нахождения центроида

методом DBA

Теорема 1 [16]. Пусть дано множество векторов

De = {si|yi = e}mi=1 одного класса, начальное прибли-

жение центроида ce и множество выравнивающих

путей между каждым рядом и начальным приближе-

нием центроида {“πi}mi=1. Тогда локальный минимум

задачи оптимизации (4) при единичном векторе весов

в (2) (функция расстояния DTW) достигается при

ce(t) =
1

N

∑

si∈De

∑

t′:(t,t′)∈“πi

si(t
′) ,

где
N =

∑

si∈De

∑

t′:(t,t′)∈“πi

1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для поиска центроида и ре-
шения задачи оптимизации (4) воспользуемся необ-
ходимым условием экстремума. Запишем частные
производные функционала по ce(t), t = 1, . . . , T ,
и приравняем их к 0:

∂F (ce,De)

∂ce(t)
=
∑

si∈De

∑

t′:(t,t′)∈“πi

2 (ce(t)− si(t′)) = 0 .

Откуда и находим значение ce(t), t = 1, . . . , n:

ce(t) =
1

N

∑

si∈De

∑

t′:(t,t′)∈“πi

si(t
′).

Данный метод вычисления центроида приведен
в [16] и называется методом DBA. Там же приведено
и его доказательство. При нахождении нового цен-
троида множество выравнивающих рядов меняется,
данную процедуру нужно проводить несколько раз,
пока центроид не стабилизируется. При замене
единичного вектора весов в функции расстояния
vwDTW на произвольный справедливо следующее

Следствие 1. При использовании произвольного
вектора весов центроидаw (замене DTW на vwDTW
с вектором весов w) в задаче оптимизации (4)
алгоритм DBA вычисления центроида находит ло-
кальный минимум при замене множества путей
наименьшей стоимости {“π}mi=1 на множество взве-
шенных путей наименьшей стоимости {�πi}mi=1.

Доказательство данного следствия повторяет
доказательство теоремы 1 при замене множества
путей наименьшей стоимости {�π}mi=1 на множество
взвешенных путей наименьшей стоимости {πi}mi=1.

Для функции расстояния mwDTW следствие со-
храняет свою формулировку и доказательство при
замене вектора весов центроида на его матрицу ве-
совW.
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4.2 Оптимизация и ограничения вектора
весов

Положим теперь множество центроидовCфик-
сированным. Каждому центроиду ce из множе-
ства C поставлен в соответствие вектор неотрица-
тельных весов we, принадлежащий множеству �W.
Значения данного вектора весов выделяют наибо-
лее типичные для класса участки центроида, сопо-
ставляя им большие веса. Вычислим этот вектор,
решая задачу оптимизации:

we = argmin
w∈Rn

∑

si∈De

∑

(t,t′)∈πi

w(t) (si(t
′)− ce(t))2. (5)

При отсутствии ограничений на веса we мини-
мум (5) достигается при we = 0. Чтобы избежать
такого тривиального решения, введем ограничения
на сумму элементов вектора весов:

T∑

t=1

we(t) = T .

Предположим, что при решении задачи (5) на-
шлось t, для которого выполняется

∑

si∈D

∑

t′:(t,t′)∈πi

(si(t
′)− ce(t))2 = 0 .

Для таких t элемент решения задачи оптимиза-
ции (5) we(t) примет большие значения, которые
обеспечат выполнение ограничений на сумму эле-
ментов. Это приведет к локальному скоплению
больших значений вектора весов, что сильно ухуд-
шит дальнейшую интерпретацию вектора весов,
а также сделает метод чувствительным к малым из-
менениям входных данных. Поэтому введем огра-
ничения на элементы вектора весов сверху:

we(t) ≤ const , t ∈ {1, . . . , T}.

Таким образом, исходная задача (5) примет сле-
дующий вид:

we = argmin
w∈Rn

∑

si∈De

∑

(t,t′)∈πi

we(t) (si(t
′)−

− ce(t))2 ;
T∑
t=1
we(t) = T , 0 ≤ we(t) ≤ const ,

t ∈ {1, . . . , T} ,





(6)

где const — некоторая заданная константа.

4.3 Оптимизация матрицы весов

4.3.1 Ограничения матрицы весов

Как и при оптимизации вектора весов, положим
множество центроидовCфиксированным. Каждо-

му центроидуce некоторого классаeиз множестваC
сопоставлена матрица неотрицательных весовWe,
принадлежащая множеству �W.

Используя те же соображения, что и для слу-
чая использования расстояния vwDTW, определим
задачу нахождения матрицы весов центроида как
задачу оптимизации с ограничениями при исполь-
зовании расстояния mwDTW:

We = argmin
W∈Rn×n

∑

si∈De

∑

(t,t′)∈πi

We(t, t
′) (si(t

′)−

− ce(t))2 ;
T∑

t=1

T∑

t′=1

We(t, t
′) = T 2 ,

0 ≤We(t) ≤ const , t ∈ {1, . . . , T} ,





(7)

где const — некоторая заданная константа.

4.3.2 Сглаживание полученной матрицы

Полученная матрица не является устойчивой
к изменению входных данных: при использова-
нии других временн‚ых рядов выравнивающие пу-
ти будут иметь другой вид, а значит, и решение
задачи оптимизации будет другое. Более устойчи-
вой матрица получится после процедуры сглажи-
вания.

Будем говорить, что элемент матрицыWe(t, t
′)

содержится во множестве �, если существует вре-
менной ряд si ∈ De такой, что путь наименьшей
матрично-взвешенной стоимости проходит через
элемент Ÿ(t, t′) в матрице Ÿ, построенной для
временн‚ого ряда si и центроида.

При решении задачи оптимизации элементы
{We(t, t

′)} ∈ � будут изменяться в меньшую сторо-
ну, при этомWe(t, t

′) /∈ � достигнет своей верхней
границы для выполнения ограничений, наклады-
ваемых на сумму элементов матрицы.

Выберем произвольный элемент матрицы ве-
сов We(t, t

′) /∈ �. Вероятность того, что при до-
бавлении нового временн‚ого ряда (например, из
тестовой выборки) выполнится We(t, t

′) ∈ �, вы-
ше, если среди ближайших к We(t, t

′) элементов
в строке матрицы весов многие содержатся в мно-
жестве �. Тогда значение такого элемента должно
быть похожим на значения соседних. Добьемся
этого, выполнив сглаживание матрицы весов цен-
троида:

W̃e(t, t
′) =

1

2δ

δ∑

k=−δ
We(t, t

′ + k) ,

где δ — величина окна сглаживания, а W̃e — иско-
мая матрица весов центроида.

40 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 10 выпуск 2 2016



Метрическая классификация временных рядов со взвешенным выравниванием относительно центроидов классов

4.4 Задача оптимизации параметров
модели

Задача оптимизации параметров модели сведе-
на к комбинации задач оптимизации (4) и (6), (7)
для vwDTW:

we, ce = argmin
c,w∈Rn

∑

si∈De

∑

(t,t′)∈πi

(
w(t) (si(t

′)− c(t))2
)
;

e = 1, . . . , E,
T∑

t=1

we(t) = T , 0 ≤ we(t) ≤ const , t ∈ {1, . . . , T},

или же для mwDTW:

We, ce = argmin
W∈Rn×Rn

∑

si∈De

∑

(t,t′)∈πi

(We(t, t
′) (si(t

′)−

− ce(t))2
)
, e = 1, . . . , E ;

T∑

t=1

T∑

t′=1

We (t, t
′) = T 2 , 0 ≤We(t) ≤ const ,

t ∈ {1, . . . , T}.

Эту задачу будем решать, вычисляя сначала мно-
жество центроидов C при фиксированном началь-
ном приближении множества весов центроидов �W,
а затем вычисляя множество весов центроидов �W
при фиксированном множестве центроидов C. Та-
ким образом, алгоритм вычисления параметров мо-
дели будет иметь следующий вид.

Шаг 1. Начальное приближение вектора весов
центроида:

we = 1 , e = 1, . . . , E ,

или же начальное приближение матрицы весов
центроида:

We = 1 , e = 1, . . . , E .

Шаг 2. Начальное приближение центроида клас-
са — произвольный элемент класса:

ce = sj ∈ De , e = 1, . . . , E .

Шаг 3. Вычисление центроида при фиксиро-
ванном векторе (матрице) весов центроида как
решение задачи оптимизации (4).

Шаг 4. Вычисление вектора (матрицы) весов цен-
троида при фиксированном центроиде как ре-
шение задачи оптимизации (6), (7).

5 Вычислительный эксперимент
Для проверки свойств введенной функции рас-

стояния, а также выбранной модели был проведен

вычислительный эксперимент на реальных и син-
тетических данных. Свойства функций расстояния
vwDTW и mwDTW для наглядности продемон-
стрированы на синтетических данных, представля-
ющих собой смещенные и линейно деформиро-
ванные временн‚ые ряды аналитических функций:
sinx,

√
x, x2 — длиной 100 точек. В выборке

находилось 100 временн‚ых рядов каждого клас-
са: 50 в обучающей и 50 в контрольной. Обозначим
классы как 1 − sinx, 2 − √

x и 3 − x2 соответст-
венно.

Пример такой выборки и результаты нахожде-
ния параметров модели по обучающей выборке
показаны на рис. 1. По оси абсцисс отложены
значения времени, а по оси ординат — значения
временн‚ого ряда. На рис. 1, а приведены приме-
ры аналитических функций, используемых в созда-
нии синтетической выборки временн‚ых рядов. На
рис. 1, б изображены центроид (нижний временной
ряд) и вектор весов (верхний временной ряд) для
класса 1. Аналогично на рис. 1, в и 1, г показаны
результаты для классов 2 и 3.

Векторы весов описывают наиболее информа-
тивные участки центроида. Так, для центроида
класса 1 (sinx) наиболее информативными оказа-
лись минимумы и максимумы, в отличие от точек
перегиба.

Для сравнения свойств полученной функции
расстояния с функцией расстояния DTW были
посчитаны расстояния до центроидов для всех
временн‚ых рядов контрольной выборки с помощью
DTW и vwDTW, после чего производилась класси-
фикация. Каждому временн‚ому ряду контрольной
выборки ставилась в соответствие метка того клас-
са, расстояние до центроида которого было мини-
мальным. Результат классификации с помощью
функции расстояния vwDTW — 97%, а для функ-
ции расстояния DTW — 84%, что на 15% меньше.
Построенная в работе функция расстояния лучше
разделила временн‚ые ряды разных классов, сгруп-
пировала их вокруг соответствующих центроидов.

Также были построены матрицы весов центро-
ида на синтетических данных. Вследствие хорошей
интерпретируемости в работе приведено визуаль-
ное отображение матрицы весов центроида только
для класса 1. На рис. 2, а изображены примеры
временн‚ых рядов.На рис. 2, б — множество вырав-
нивающих путей по матрице Ÿ. На рис. 2, в —
матрица весов центроида до сглаживания. На
рис. 2, г — после сглаживания. Темные цвета соот-
ветствуют маленьким значениям элементов матри-
цы, серые — большим, более светлые — промежу-
точным. Хорошо просматривается периодичность
в матрице, напоминающая периодичность вектора
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Рис. 1 Примеры синтетических временн‚ых рядов аналитических функций (выборка) (а) и результаты построения
центроида и вектора весов для синтетических данных: (б) sin x; (в) x2; (г)

√
x

Рис. 2 Примеры синтетических временн‚ых рядов аналитических функций (выборка) (а) и результаты построения
центроида класса sin x: (б) множество выравнивающих путей; (в) начальная матрица весов; (г) сглаженная матрица
весов
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Рис. 3 Примеры временн‚ых рядов измерений акселеро-
метра для разных видов физической активности

весов. Предполагается, что функция mwDTW будет
лучше разделять классы, которые сильно различа-
ются между собой, так как матрица весов центроида
учитывает и среднее отклонение выравнивающего
пути от диагонали в матрице Ÿ. При отклонениях
пути сильнее типичного для данного класса эле-
ментам пути будут приписываться большие веса,
что видно из структуры матрицы весов центроида.

Использование функции mwDTW для класси-
фикации синтетических временн‚ых рядов улучшает
классификацию по сравнению с DTW. Этот резуль-
тат аналогичен случаю использования vwDTW —
97%.

Для демонстрации работы предложенной мо-
дели на реальных данных и ее сравнения с ба-
зовой моделью классификации были использова-
ны данные акселерометра мобильного телефона.
Вследствие большой вычислительной сложности
они сравнивались на данных, представляющих со-
бой 600 временн‚ых рядов длиной 200 точек, каж-
дый из которых представляет собой абсолютные
значения ускорения мобильного телефона, объеди-
няя три временн‚ых ряда: временной ряд ускорения
по оси X (200 измерений), оси Y (200 измере-
ний) и оси Z (200 измерений). Выделено шесть
типов физической активности: ходьба, бег, сиде-
ние, стояние, подъем, спуск. Временн‚ые ряды
записывались акселерометром, который находил-
ся в кармане у человека, выполняющего один из

типов физической активности, после чего разделя-
лись на 10-секундные сегменты. Примеры таких
временн‚ых рядов приведены на рис. 3.

Данные разделялись на обучающую и контроль-
ную выборку. В обучающую выборку входило
по 70 временн‚ых рядов каждого вида физической
активности, а в контрольную — по 30 временн‚ых ря-
дов. Производилась классификации методомk бли-
жайших соседей, использующим построенную
матрицу попарных расстояний. Осуществлялся
контроль качества при помощи кросс-валидации.

В табл. 1 приведены результаты классифика-
ции при применении новой модели, использующей
функцию vwDTW, и базовой модели классифика-
ции.

Качество классификации базовой модели ухуд-
шилось в сравнении с вычислительным экспери-
ментом в работе [15], так как теперь используются
абсолютные значения ускорения, а не последова-
тельно соединенные временн‚ые ряды ускорения
вдоль трех координат. Использование функции
расстояния vwDTW улучшает классификацию для
всех классов физической активности, повышая об-
щий уровень классификации на 9%.

Полученные параметры модели для реальных
данных изображены на рис. 4. Верхние линии соот-
ветствуют центроидам, а нижние — их весам. Для
класса бег, например, хорошо просматривается пе-
риодичность временн‚ого ряда как для центроида,
так и для вектора весов центроида.

Для сравнения модели, использующей mwDTW,
с базовой моделью классификации были исполь-
зованы данные, представляющие собой 600 вре-
менн‚ых рядов длиной 100 точек. Временн‚ые ряды
такой длины выбраны для разумного ограничения
времени работы методов численной оптимизации.
В остальном этот эксперимент повторяет тот, что
выполнен для сравнения базовой модели и модели,
использующей vwDTW. Результаты классификации
приведены в табл. 2. Видно, что длина временн‚ых
рядов, а следовательно, и количество периодов
временн‚ого ряда, существенно влияют на качество
классификации. Качество базовой модели сильно
упало по сравнению с временн‚ыми рядами дли-
ной 200 точек. При этом использование mwDTW
улучшает классификацию на 13%.

Таблица 1 Сравнение эффективности предложенной (vwDTW) и базовой модели классификации на данных [17]

Модель
Точность по критерию скользящего контроля, %

Бег Ходьба Подъем Спуск Сидение Стояние Общее
vwDTW 97 95 79 75 95 95 89
DTW [15] 95 92 60 60 85 90 80
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Рис. 4 Примеры временн‚ых рядов измерений акселерометра для разных видов физической активности: (а) ходьба;
(б) бег; (в) подъем; (г) спуск; (д) сидение; (е) стояние

Таблица 2 Сравнение эффективности предложенной (mwDTW) и базовой модели классификации и алгоритма
разделяющей классификации на данных [17]

Модель
Точность по критерию скользящего контроля, %

Бег Ходьба Подъем Спуск Сидение Стояние Общее
mwDTW 95 95 78 76 90 90 87
DTW [15] 88 83 55 60 82 80 74
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6 Заключение

В работе описан новый подход к работе с цен-
троидами временн‚ых рядов, построена модель, ис-
пользующая веса и матрицы центроидов, и пока-
заны ее преимущества перед моделью, описанной
в работе [15]. Продемонстрировано влияние струк-
туры, длины и физического смысла временн‚ых ря-
дов на результаты классификации. В последующих
работах данный подход будет совершенствоваться.
Предполагается ускорить данный алгоритм за счет
эффективного нахождения пути наименьшей сто-
имости, его аппроксимации. Такой подход приме-
ним и ко всем типам временн‚ых рядов, где возмож-
на нелинейная деформация как по оси времени, так
и по оси значений временн‚ого ряда.
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МЕТРИЧЕСКОЕ ОБУЧЕНИЕ В ЗАДАЧАХ МУЛЬТИКЛАССОВОЙ

КЛАССИФИКАЦИИ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ∗

Р. В. Исаченко1, В. В. Стрижов2

Аннотация: Работа посвящена построению модели многоклассовой классификации временн‚ых рядов.
Предлагается выравнивать временн‚ые ряды относительно центроидов классов. Процедура нахождения
центроидов и выравнивания временн‚ых рядов осуществляется с помощью алгоритма динамической
трансформации времени. Для повышения качества классификации в данной работе используются ме-
тоды метрического обучения. Метрическое обучение позволяет модифицировать расстояния между
временн‚ыми рядами, сближая временн‚ые ряды из одного класса и отдаляя временн‚ые ряды из разных
классов. Расстояние между временн‚ыми рядами измеряется с помощью метрики Махаланобиса. Про-
цедура метрического обучения состоит в определении оптимальной матрицы трансформаций в метрике
Махаланобиса. Для анализа качества построенного алгоритма проведен вычислительный эксперимент
на синтетических и реальных данных показаний с акселерометра мобильного телефона.
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1 Введение

Решается задача мультиклассовой классифика-
ции временн‚ых рядов [1, 2]. Для решения этой
задачи ранее использовались: метод опорных век-
торов [3, 4], нейронные сети [5], байесовский
подход [6]. В данной работе для классификации
временн‚ых рядов используется идея ближайших со-
седей [7].

Для повышения качества классификации пред-
лагается использовать методы метрического обуче-
ния [8–10]. Метрическое обучение позволяет моди-
фицировать расстояния между временн‚ыми рядами
с помощью линейного преобразования признако-
вого пространства объектов. В результате преобра-
зования временн‚ые ряды одного класса оказыва-
ются ближе друг к другу по выбранной метрике,
а временн‚ые ряды, принадлежащие разным клас-
сам, отдаляются друг от друга. Методы метриче-
ского обучения применяются при ранжировании
поисковой выдачи [11], идентификации лиц [12],
распознавании рукописных цифр [13]. В данной
работе в качестве алгоритма метрического обучения
был выбран алгоритм LMNN (Large Margin Nearest
Neighbor) [14]. Данный алгоритм основан на идеях
метода k ближайших соседей. Алгоритм для каж-
дого объекта минимизирует расстояния до k бли-
жайших соседей, принадлежащих тому же классу,
и штрафует объекты из других классов, попавшие

на расстояние порядка расстояния до k-го ближай-
шего соседа.

Алгоритм LMNN позволяет произвести отбор
признаков. С помощью линейного преобразования
алгоритм помещает объекты в новое пространство.
Если размерность нового пространства меньше раз-
мерности исходного пространства, то происходит
снижение размерности, т. е. отбор признаков.

Для вычисления расстояний между временн‚ыми
рядами в данной работе производится их выравни-
вание относительно центроидов классов методом
динамической трансформации времени DTW (Dy-
namic Time Warping) [15]. Задача поиска оптималь-
ного центроида класса решается с помощью метода
выравненного взвешенного усреднения DBA (DTW
Barycenter Averaging) [16]. Классификация, осно-
ванная на идее ближайших соседей, чувствительна
к изменению масштабов признаков. Для повы-
шения устойчивости классификации выравненные
временн‚ые ряды были отнормированы.

Таким образом, полученная модель класси-
фикации представляет собой суперпозицию ал-
горитмов построения центроидов, выравнивания
временн‚ых рядов относительно центроидов клас-
сов, метрического обучения и классификации.

В данной работе вычислительный эксперимент
проводился на синтетических временн‚ых рядах,
представляющих аналитические функции, и реаль-
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ных данных показаний акселерометра мобильного
телефона. Цель эксперимента — определить вид
активности человека по форме сигнала акселеро-
метра. Получена оценка качества работы построен-
ного алгоритма и проведен анализ его свойств.

2 Постановка задачи

Пусть объект xi ∈ Rn — временн‚ой ряд, после-
довательность измерений некоторой исследуемой
величины в различные моменты времени. Пусть
X— множество всех временн‚ых рядов фиксирован-
ной длины n; Y = {1, . . . ,K} — множество меток
классов. Пусть задана выборка D = {(xi, yi)}ℓi=1 —
множество объектов с известными метками классов
yi ∈ Y .

Требуется построить точную, простую, устойчи-
вую модель классификации

a : X→ Y .

Данную модель представим в виде суперпозиции

a(x) = b ◦ f ◦G(x, {ce}Ke=1) ,

где G — процедура выравнивания временн‚ых ря-
дов относительно центроидов классов {ce}Ke=1; f —
алгоритм метрического обучения; b — алгоритм
многоклассовой классификации.

2.1 Выравнивание временн‚ых рядов

Для повышения качества и устойчивости алго-
ритма классификации предлагается провести вы-
равнивание временн‚ых рядов каждого класса отно-
сительно центроида.

Пусть Xe — множество объектов обучающей
выборки D, принадлежащих одному классу e ∈
∈ {1, . . . ,K}. Центроидом множества объектов
Xe = {xi|yi = e}ℓi=1 по расстоянию ρ назовем век-
тор ce ∈ Rn такой, что

ce = argmin
c∈Rn

∑

xi∈Xe

ρ(xi, c) . (1)

Для нахождения центроида предлагается в ка-
честве расстояния между временн‚ыми рядами
использовать путь наименьшей стоимости [17],
найденный методом динамической трансформации
времени. Псевдокод решения оптимизационной
задачи (1) приведен в алгоритме 1.

Общая процедура выравнивания имеет следу-
ющий вид:

(1) построить множество центроидов классов
{ce}Ke=1;

(2) по множеству центроидов найти пу-
ти наименьшей стоимости между каждым
временн‚ым рядом xi и центроидом его клас-
са cyi

;

Алгоритм 1 Нахождение центроидаDBA(Xe,n iter)

Вход:Xe — множество временн‚ых рядов, принадлежащих одному и тому же классу, n iter — количество
итераций алгоритма.

Выход: c— центроид множестваXe.
1: задать начальное приближение приближение центроида c;
2: для i = 1, . . . ,n iter
3: для x ∈ Xe
4: вычислить выравнивающий путь между c и x

alignment(x) := DTWalignment(c,x);
5: объединить поэлементно множества индексов для каждого отсчета времени
alignment :=

⋃
x∈Xe

alignment(x);
6: c = mean(alignment)

ПРОЦЕДУРА DTWalignment(c,x)
Вход: c,x— временн‚ые ряды.
Выход: alignment — выравнивающий путь. // каждый индекс временного ряда x поставлен в однозначное

соответствие индексу временного ряда c
1: построить n× n-матрицу деформаций DTW
cost := DTW(c,x);

2: вычислить выравнивающий путь по матрице деформаций
alignment := DTWpath(cost);
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(3) по каждому пути восстановить выравненный
временной ряд;

(4) привести множества выравненных временн‚ых
рядов к нулевому среднему и нормировать на
дисперсию.

Результатом выравнивания должно стать мно-
жество выравненных временн‚ых рядов.

2.2 Метрическое обучение

Введем на множестве выравненных временн‚ых
рядов расстояние Махаланобиса

dA(xi,xj) =
√
(xi − xj)TA(xi − xj) ,

где матрица трансформаций A ∈ R
n×n являет-

ся симметричной и неотрицательно определенной
(AT = A, A � 0). Представим матрицу A в ви-
де разложения A = LTL. Матрица L ∈ Rp×n —
матрица линейного преобразования, где p задает
размерность преобразованного пространства. Если
параметр p < n, то происходит снижение размер-
ности признакового пространства.

Расстояние dA(xi,xj) есть евклидово рассто-
яние между Lxi и Lxj :

dA(xi,xj) =
√
(xi − xj)TLTL(xi − xj) =

=
√
(L(xi − xj))T(L(xi − xj)) = ‖L(xi − xj)‖2 .

В качестве алгоритма метрического обучения
в данной работе был выбран алгоритм LMNN.
Данный алгоритм сочетает в себе идеи метода k бли-
жайших соседей. Первая идея заключается в ми-
нимизации расстояний между k ближайшими объ-
ектами, находящимися в одном классе. Запишем
функционал качества в виде

Q1(L) =
∑

j i

‖L(xi − xj)‖2 → min
L

,

где j  i означает, что xj является одним из k бли-
жайших соседей для xi. Вторая идея состоит в мак-
симизации расстояния между каждым объектом
и его объектами-нарушителями. Объектом-нару-
шителем для xi назовем объект xl такой, что

‖L(xi − xl)‖2 ≤ ‖L(xi − xj)‖2 + 1, где j  i. (2)

Таким образом, необходимо минимизировать сле-
дующий функционал:

Q2(L) =
∑

j i

∑

l

(1− yil)
[
1 + ‖L(xi − xj)‖2 −

− ‖L(xi − xl)‖2
]
+
→ min

L

,

где yil = 1, если yi = yl, и yil = 0 в противном слу-
чае. Положительная срезка позволяет штрафовать
только те объекты, которые удовлетворяют усло-
вию (2).

Задача метрического обучения состоит в нахож-
дении линейного преобразования f(x) = Lx, т. е.
нахождении матрицы L в виде решения оптимиза-
ционной задачи

Q(L) = µQ1(L) + (1 − µ)Q2(L)→ min
L

, (3)

где µ ∈ (0, 1) — весовой параметр, определяющий
вклад каждого из функционалов. Задача (3) пред-
ставляет собой задачу полуопределенного програм-
мирования [18] и может быть решена существу-
ющими оптимизационными пакетами.

2.3 Классификация временн‚ых рядов

Пусть x ∈ X — неразмеченный временной
ряд. Выравниваем временной ряд x относитель-
но всех центроидов классов �xe = G(x, ce) , где e =
= {1, . . . ,K}.

Отнесем временной ряд к классу, для которого
минимально расстояние до соответствующего цен-
троида. В качестве расстояния используем обучен-
ную метрику Махаланобиса с фиксированной мат-
рицейA:

�y = argmin
e∈{1,...,K}

dA (�xe, ce) .

После нахождения оптимальных центроидов клас-
сов и нахождения оптимальной матрицы транс-
формаций процедура классификации заключается
в измерении расстояния между найденными цен-
троидами и новыми неразмеченными объектами.

Для оценки качества работы алгоритма будем
вычислять ошибку классификации как долю не-
правильно классифицированных объектов тесто-
вой выборки U:

error =
1

|U|

|U|∑

i=1

[a (xi) 6= yi] .

3 Вычислительный эксперимент

Цель вычислительного эксперимента — прове-
рить работоспособность предложенного подхода.
Предполагается, что построенный алгоритм муль-
тиклассовой классификации способен определить
тип активности человека по форме сигнала акселе-
рометра мобильного телефона.
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Рис. 1 Центроиды синтетических временн‚ых рядов двух классов: 1 — sin(x + b); 2 — пилообразные функции
с различными сдвигами по временн‚ой шкале

Рис. 2 Центроиды временн‚ых рядов акселерометра: (а) ходьба; (б) подъем; (в) спуск; (г) сидение; (д) стояние;
(е) лежание
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Для проведения базового вычислительного
эксперимента были подготовлены синтетические
временн‚ые ряды, принадлежащие двум клас-
сам [19].

Первый класс — синусы вида sin(x+b), где пара-
метр b определяет сдвиг каждого временн‚ого ряда.

Второй класс — пилообразные функции с раз-
личными сдвигами по временн‚ой шкале. На каж-
дый временной ряд был наложен нормальный шум.
Число временн‚ых рядов каждого класса = 60. Дли-
на каждого временн‚ого ряда n = 50. Построенные
центроиды классов проиллюстрированы на рис. 1.

Видно, что процедура корректно определяет сдвиги
временн‚ых рядов.

Чтобы убедиться в целесообразности примене-
ния метрического обучения, данные временн‚ые
ряды классифицировались в пространстве с евкли-
довой метрикой и в пространстве с метрикой Ма-
халанобиса. Число ближайших соседей k = 5; раз-
мерность преобразованного пространства p = 40.
Полученные ошибки классификации составили:

– евклидова метрика — 27%;

– метрика Махаланобиса — 6%.

Рис. 3 Временн‚ые ряды акселерометра: (а) ходьба; (б) подъем; (в) спуск; (г) сидение; (д) стояние; (е) лежание
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Реальные данные [20] представляли собой вре-
менн‚ые ряды акселерометра мобильного телефона.
Каждый из шести классов соответствовал опреде-
ленной физической активности испытуемых. Для
проведения вычислительного эксперимента было
выбрано по 200 объектов каждого класса. Длина
каждого временн‚ого ряда равнялась n = 128 отсче-
там времени.

Построенные центроиды классов изображены
на рис. 2. Найденные центроиды обладают пери-
одичностью, свойственной временн‚ым рядам по-

казаний активности человека. На рис. 3 показаны
примеры временн‚ых рядов каждого класса. Эти же
временн‚ые ряды после процедуры выравнивания
относительно построенных центроидов изображе-
ны на рис. 4.

Ошибка классификации без использования мет-
рического обучения составила 37,5%. Алгоритм
LMNN позволяет настроить параметры: число бли-
жайших соседей k, размерность преобразованного
евклидова пространства p. Для выбора оптималь-
ных параметров воспользуемся процедурой кросс-

Рис. 4 Выравненные временн‚ые ряды акселерометра: (а) ходьба; (б) подъем; (в) спуск; (г) сидение; (д) стояние;
(е) лежание
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Рис. 5 Ошибка классификации в зависимости от параметров

проверки. На рис. 5 показана ошибка классифика-
ции алгоритма в зависимости от его параметров. На
данной выборке алгоритм LMNN оказывается сла-
бо чувствителен к числу ближайших соседей, и при
уменьшении размерности пространства объектов
ошибка классификации растет.

Настроим алгоритм LMNN со следующими па-
раметрами: число ближайших соседей k = 30, раз-
мерность выходного пространства p = 128. Ошибка
классификации составила 17,25%, что вдвое мень-
ше ошибки классификации с использованием ев-
клидовой метрики.

В табл. 1 представлены матрицы несоответ-
ствий результатов классификации при использова-
нии евклидовой метрики и метрики Махаланобиса.
Столбцы соответствуют истинным меткам классов
объектов, строки — предсказанным меткам. Диа-
гональное преобладание матрицы несоответствий
указывает на высокую предсказательную способ-
ность алгоритма.

В табл. 2 продемонстрировано увеличение точ-
ности классификации при использовании в ка-
честве меры расстояния метрики Махаланобиса.
Пересечение i-го столбца и j-й строки отвечает
изменению доли объектов класса i, отнесенных
к классу j. Положительное суммарное значение
диагональных элементов таблицы соответствует
увеличению качества классификации. Значитель-
ное улучшение предсказания происходит при клас-
сификации первых трех классов. Данные клас-

Таблица 1 Матрицы несоответствий

Предсказанные Истинные метки классов
метки 1 2 3 4 5 6

Евклидова метрика
1 80 0 5 0 0 0
2 4 56 33 0 0 0
3 5 5 86 0 0 0
4 7 8 5 168 4 21
5 51 61 57 12 192 11
6 53 70 14 20 2 168

Метрика Махаланобиса
1 151 12 13 0 0 0
2 10 142 14 0 0 0
3 9 10 171 0 0 0
4 10 7 0 173 9 21
5 2 11 0 12 186 9
6 18 18 2 15 5 170

сы соответствуют следующим видам физической
активности: ходьба, подъем, спуск.

4 Заключение

В данной работе предложен новый подход
к решению задачи многоклассовой классификации
временн‚ых рядов. Сравнивались результаты клас-
сификации множества временн‚ых рядов, основан-
ных на измерении расстояний с помощью евклидо-
вой метрики и обученной метрики Махаланобиса.
Проведен вычислительный эксперимент на реаль-
ных данных показаний акселерометра мобильного
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Таблица 2 Увеличение точности классификации при использовании адекватной
оценки матрицы трансформаций

Предсказанные Истинные метки классов
метки 1 2 3 4 5 6

1 0,355 0,06 0,04 0 0 0
2 0,03 0,43 −0,095 0 0 0
3 0,02 0,025 0,425 0 0 0
4 0,015 −0,005 −0,025 0,025 0,025 0
5 −0,245 −0,25 −0,28 0 −0,03 −0,01
6 −0,175 −0,26 −0,06 −0,025 0,005 −0,01

телефона. Построенная модель классификации по-
казала высокое качество распознавания активности
человека по форме сигнала акселерометра.
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РАСПОЗНАВАНИЕ ЗАВИСИМОСТЕЙ НА ОСНОВЕ ОБРАТНОГО

ОТОБРАЖЕНИЯ∗

А. Н. Тырсин1, С. М. Серебрянский2

Аннотация: Описан метод распознавания зависимостей, основанный на использовании обратного ото-
бражения. Из заданного конечного множества моделей выбирают ту, которая в наибольшей степени
соответствует выборке данных. Для каждой модели по выборке определяют соответствующую ей выбо-
рочную зависимость. Для одномерного случая с помощью обратного отображения каждой выборочной
зависимости ставится в соответствие одна и та же эталонная модель в виде уравнения прямой. Для каждой
модели выборочные данные отображаются с некоторыми ошибками на одно и то же уравнение пря-
мой. В качестве критерия адекватности построенной модели выборки данных предложено использовать
минимум дисперсии ошибок. В случае многомерных зависимостей предложен эвристический прием,
согласно которому для каждой модели рассматривают совокупность обратных функций для каждой из
независимых переменных. Проведена апробация метода с помощью статистического моделирования
методом Монте Карло.

Ключевые слова: распознавание; функциональная зависимость; модель; обратная функция; выборка;
дисперсия; аппроксимация
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1 Введение

Одной из актуальных проблем во многих прило-
жениях является установление типа модели по вы-
борке экспериментальных данных. Действитель-
но, за исключением относительно малого числа
задач, приходится исследовать плохо организован-
ные системы, для которых установить адекватную
математическую модель очень сложно или невоз-
можно [1–4]. В этом случае истинный вид модели
неизвестен.

В настоящее время предложен ряд методов вос-
становления зависимостей по экспериментальным
данным. Данная задача не может быть строго ре-
шена, так как между конечной выборкой и бес-
конечным количеством функциональных моделей
невозможно построить однозначное соответствие.
Поэтому на практике упрощают постановку зада-
чи, используя ту или иную априорную информа-
цию. Кроме того, данный подход требует наличия
экспериментальных данных сравнительно большо-
го объема, что часто бывает затруднительно обес-
печить практически.

Часто может оказаться эффективным подход, не
требующий восстанавливать по конечной выборке
неизвестную зависимость, а выбрать модель, аде-
кватно ее описывающую. Это означает, что по экс-
периментальным данным из заданного множества

моделей выбирают ту, которая в наибольшей сте-
пени соответствует выборке. Одна и та же выбор-
ка может принадлежать с различной вероятностью
каждой из рассматриваемых зависимостей. В каче-
стве искомой зависимости выбираем из конечно-
го множества моделей наиболее вероятную модель
для данной выборки. Очевидно, без гарантии, что
выбрана действительно «наилучшая модель». Од-
нако включение во множество возможных моделей
таких, которые достаточно адекватно описывают
исследуемую зависимость, позволит получить при-
емлемое решение.

Один из таких методов распознавания равно-
мерно дискретизированных зависимостей основан
на сопоставлении каждой модели соответствующей
структурной разностной схемы [5, 6]. Как отмечено
в [7, с. 67–73], метод показал свою эффективность
для распознавания. Его основным недостатком
является ограниченность применения, поскольку
не все зависимости можно представить в виде раз-
ностных схем.

Задача этой статьи — расширение области при-
менения метода распознавания на основе структур-
ных разностных схем. Это расширение включает
в себя следующие случаи: (1) распознавание зави-
симостей во временных рядах; (2) распознавание
одномерных зависимостей; (3) распознавание мно-
гомерных зависимостей.

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 16-06-00048).
1Научно-инженерный центр «Надежность и ресурс больших систем и машин» УрО РАН, Екатеринбург, at2001@yandex.ru
2Троицкий филиал Челябинского государственного университета, tf chelgu@mail.ru
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Распознавание зависимостей на основе обратного отображения

2 Метод распознавания
зависимостей
по экспериментальным данным
на основе обратного
отображения

2.1 Распознавание одномерных
зависимостей

Рассмотрим некоторую строго монотонную
и непрерывную в заданной областиD функцию y =
= F0(x). Также зададим конечное множество строго
монотонных и непрерывных в заданной области D
модельных функций W = {F1(x), . . . , FJ (x)}.

Так как функция F0(x) является строго моно-
тонной, то она имеет обратную функцию. Зададим
произвольную монотонную и непрерывную в об-
ласти D функцию F (x). Для функций F (x) и F0(x)
введем отображение G(F, F0): F (x)→ f(x) как

{
F−1 [F0(x)]

}
= f(x) , (1)

где F−1 — функция, обратная к функции F .
Из свойств обратной функции следует, что если

F0(x) = F (x), то согласно (1) F0(x)
G(F0,F0)−−−−−−→ x, или

{F−1
0 [F0(x)]} = x, т. е. в этом случае отображение (1)

даст прямую линию y = x. Очевидно, что ∀ F (x),
такой что F0(x) 6= F (x), получим {F−1[F0(x)]} 6= x.
Поскольку обратное преобразование является не-
прерывным, то в результате удается установить от-
ношение порядка на любом конечном множестве

модельных функций W . В идеале, если одна из
функций множества W совпадет с функцией F0(x),
отображение (1) полностью совпадет с линейной
функцией y = x. В противном случае получим
множество функций {F−1

j [F0(x)]} = fj(x) 6= x, j =
= 1, 2, . . . , J .

В табл. 1 приведены примеры нескольких
распространенных моделей функций и обратных
к ним. Не всегда обратную функцию можно выра-
зить в явном виде. Например, для функции y = xex

обратная функция задается неявно как x lnx = y.
Пусть имеется экспериментальная выборка дан-

ных (x1, y1), . . . , (xn, yn), состоящая из измеренных
значений независимой и зависимой переменной.
Величины yi — это измеренные со случайными
погрешностями εi оценки значений zi, которые
описываются некоторой строго монотонной и не-
прерывной в заданной области D функциональной
зависимостью z = F0(x). Считаем, что диспер-
сия случайных погрешностей конечна. Зададим
конечное множество строго монотонных и непре-
рывных в заданной области D модельных функций
W = {F1(x), . . . , FJ(x)}. Также потребуем, чтобы
количество параметров модельных функций было
значительно меньше числа наблюдений.

Необходимо определить среди множества функ-
ций W наиболее вероятную модель для данной вы-
борки.

Для выборки данных (x1, y1), . . . , (xn, yn) в ре-
зультате аппроксимации, например с помощью ме-
тода наименьших квадратов [8], вместо функции
F0(x) получим функцию �F0(x) того же типа, но ее

Таблица 1 Примеры обратных функций

j Модель y = Fj(x) Обратное преобразование x = F−1
j (y)

1 y = A+BxC x =

(
y − A

B

)1/C

2 y = A+B ln x x = exp

(
y − A

B

)

3 y = A+BeCx x =
1

C
ln

(
y − A

B

)

4 y =
A

1 +BeCx
+D x =

1

C
ln

(
A − (y − D)

B(y − D)

)

5 y = A exp
{
BeCx

}
+D , A > 0, B < 0, C < 0 x =

1

C
ln

(
1

B
ln

y − D

A

)

6 y =
A+Bx

C + x
x =

A − Cy

y − B

7 y =
Ax2 +B

C + x
x =

y − D ±
√
(y − D)2 + 4A(C(y − D) − B)

2A
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параметры будут отличаться от параметров функ-
ции F0(x). В результате получим множество значе-
ний �F0(xi), i = 1, 2, . . . , n. Отметим, что в случае
конечной дисперсии случайных погрешностей εi
метод наименьших квадратов дает состоятельные
оценки параметров модели, т. е. имеет место сходи-

мость по вероятности �F0(x)
P→ F0(x). Если плот-

ность вероятности случайных погрешностей имеет
более вытянутые хвосты по сравнению с нормаль-
ным законом, то оценку параметров модели мож-
но выполнить иначе, например с помощью метода
наименьших модулей [9].

Суть распознавания состоит в следующем. Для
каждого типа модели Fj(x), j = 1, 2, . . . , J , строим
соответствующую оценку �Fj(x).

Далее всем значениям yi, i = 1, 2, . . . , n, с по-
мощью (1) ставим в соответствие некоторые вели-
чины:

�x
(j)
i =

�F−1
j (yi) , j = 1, 2, . . . , J , (2)

где �F−1
j (·)— функция, обратная функции �Fj(·).

Очевидно, что преобразование (2) не даст пря-
мой линии y = x и имеет ошибки:

e
(j)
i = �x

(j)
i − xi , i = 1, 2, . . . , n .

Ошибки e(j)i отображения �F−1
j (yi) обусловлены

случайной погрешностью, а также различием меж-
ду функцией �Fj(x) и истинной зависимостьюF0(x).

Пусть �Fj(x
(j)∗
i = yi, где x(j)∗i — решение уравне-

ния:
�Fj

(
x
(j)∗
i

)
= yi . (3)

Тогда

e
(j)
i = �x

(j)
i − xi = �F

−1
j (yi)− xi =

= �F−1
j

(
�Fj

(
x
(j)∗
i

))
− xi = x

(j)∗
i − xi . (4)

Отсюда (2) с учетом (3) и (4) примет вид:

�x(j) = �F−1
j (yi) = x

(j)∗
i . (5)

Соотношение (5) позволяет строить обратные
отображения (2) без непосредственного вычисле-
ния обратной функции. Вместо решения уравне-
ния (5) можно рассматривать задачу минимизации:

�x
(j)
i = arg minx

(
�Fj(x) − yi

)2
. (6)

Использование задачи (6) значительно упрощает
реализацию метода, так как нахождение обратной
функции в ряде случаев может оказаться трудоем-
кой процедурой, например, если обратная функция
может быть задана только неявно. Кроме того, мож-
но расширить область применения и рассматривать
и немонотонные функции. При этом согласно (6)
в качестве оценки �x(j)i следует использовать бли-
жайшее к xi решение уравнения (6).

Отметим, что если уравнения (2) или (6) для
некоторого значения yi не имеют решения, то это
говорит о том, что для этого значения не суще-
ствует обратного отображения �F−1

j (yi), т. е. модель
Fj(x)не соответствует экспериментальным данным
и должна быть исключена из рассмотрения.

Пример 1. Проиллюстрируем преобразование (2)
с помощью рис. 1 и 2.

На рис. 1 показаны:

– исходное множество наблюдений (xi, yi) (1),
i = 1, 2, . . . , 20, для наглядности задано ∀ i xi =
= i;

– график полученной в результате аппроксима-
ции моделью F (x) = b0 + b1

√
x зависимости

�F (x) = 0,945 + 3,758
√
x (2);

Рис. 1 Построение зависимости �F (x) по выборке дан-
ных: 1 — y; 2 — �F (x); 3 — e11

Рис. 2 Построение обратного отображения �xi =
= �F−1(yi) по выборке данных: 1 — y = x; 2 — �xi;
3 — e11
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– точки (x11, y11) и (x∗11, y11), обозначенные тре-
угольниками, где x∗11 — решение уравнения
�F (x∗11) = y11;

– ошибка для 11-го наблюдения e11 = x∗11 − x11,
выделенная пунктиром (3).

На рис. 2 изображены:

– график прямой y = x (1), соответствующей
идеальному случаю, когда в (1) F0(x) = F (x);

– множество точек (xi, �xi) (2), i = 1, 2, . . . , 20, где
�xi = �F

−1(yi) = ((yi − 0,945)/3,758)2;
– точки (x11, x11) и (x11, �x11), обозначенные тре-

угольниками;

– ошибка для 11-го наблюдения e11 = �x11 − x11,
выделенная пунктиром (3).

Далее из множества моделей W на основании
рассмотрения множеств наборов

{(
x1, �x

(j)
1

)
, . . . ,

(
xn, �x

(j)
n

)}
, j = 1, 2, . . . , J , (7)

выбираем тот, который наиболее соответствует ли-
нейной зависимости y = x. В качестве критерия
соответствия считаем выбор наиболее вероятной
модели.

Возможны два случая.

Случай 1. Данные имеют вид временн‚ого ряда yk =
= y(tk) = y(k–), где–— интервал дискретизации,
т. е. вместо независимой переменной имеем номер
измерения. При этом вместо множеств наборов (7)

имеем множество временн‚ых рядов
{
�x
(j)
1 , . . . , �x

(j)
n

}
,

j = 1, 2, . . . , J .

Утверждение. Пусть задана числовая последователь-

ность {f(k)}, где f(k) — некоторая непрерывная

монотонная функция. Зададим произвольное множе-

ство последовательностей W = {fj(k)}, fj(k) —

непрерывная монотонная функция, j ∈ Ÿ, Ÿ — мно-

жество индексов. Тогда множество W упорядочено

по отношению порядка в смысле близости {fj(k)}
к {f(k)}.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть {uk} — некоторая чис-
ловая последовательность. Поставим ей в соот-
ветствие вектор a = (a1, a2) коэффициентов раз-
ностной схемы с помощью отображения • ({uk}):
{uk} → a как

a =

= arg min
ai∈R

[
lim
k→∞

1

k

∞∑

k=1

(uk − a1uk−1 − a2uk−2)
2

]
. (8)

Из определения обратного отображения следует{
f−1f(k)]

}
= {k}, где f−1 — отображение, обрат-

ное к f . Последовательности {k} согласно (8) будет
соответствовать вектор a∗ = (a∗1, a

∗
2) = (2,−1) [5].

Таким образом, {k} •({k})−−−−→ a∗.
Очевидно, что для каждой функции fj суще-

ствует последовательность
{
ujk

}
, элементы которой

ujk = f−1
j [f(k)], где f−1

j — отображение, обратное

к fj . Если fj 6= f , то
{
ujk

}
•({uj

k
})−−−−−→

(
aj1, a

j
2

)
=

= aj 6= a∗.
Поставим в соответствие каждой последователь-

ности {fj(k)} функционал dj({f(k)}) =
√
(aj ,a∗).

Из непрерывности отображения (8) [10] вытека-
ет упорядоченность множества W по отношению
порядка: если dj({f(k)}) ≤ dl({f(k)}), то fj � fl.

На основании утверждения реализуем алгоритм
распознавания. Для всех J последовательностей{
�x
(j)
k

}
, j = 1, 2, . . . , J , определяем векторы �a(j),

решая задачи минимизации:

�a(j) = arg min
ai∈R

n∑

k=3

(uk − a1uk−1 − a2uk−2)
2
,

j = 1, 2, . . . , J .

В качестве наилучшей модели выбираем ту, для
которой

dj

({
�x
(j)
k

})
=
√(
a(j),a∗

)

имеет минимальное значение.

Случай 2. Исходные данные (x1, y1), . . . , (xn, yn),
а значит, и множество наборов (7) имеют общий
вид.

Если модель F0(x) входит в состав множе-
ства W , то с учетом сходимости по вероятности
�F0(x)

P→ F0(x) получим, что �x(0)i
P→ xi.

Преобразование (2) независимо от функцио-
нальной формы моделей из множества W отобра-
жает их оценки �Fj(xi) на одну и ту же прямую
y = x. Чем более адекватна прямая y = x мно-

жеству точек
{(
x1, �x

(j)
1

)
, . . . ,

(
xn, �x

(j)
n

)}
, а значит,

по вероятности и функции F0(x), тем ближе будут

расположены точки �x(k)i к значениям xi. Извест-
но [8, 11], что для однотипных моделей критерием
качества (степени адекватности построенной моде-
ли выборочной совокупности) является дисперсия
ошибок:

s2j =
1

n− lj

n∑

i=1

(
e
(j)
i

)2
, (9)

где lj — число параметров в j-й модели.
Согласно этому критерию в качестве наиболее

достоверной модели для исходной выборки выби-
раем модельную функциюFj(x), которая обеспечит
минимум дисперсии ошибок (9).
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2.2 Распознавание многомерных
зависимостей

Пусть имеем выборку данных (yi, xi1, xi2, . . .
. . . , xim), i = 1, 2, . . . , n. Требуется подобрать из за-
данного множества моделей Fj(x1, x2, . . . , xm), j =
= 1, 2, . . . , J , наилучшую для этой выборки данных.

Для функций нескольких переменных непо-
средственно задать обратную функцию нельзя. По-
этому воспользуемся следующим приемом. Для
каждой функции Fj(x1, x2, . . . , xm) будем рассмат-
ривать совокупность m обратных функций одной
переменной F−1

jk (y), область значений каждой из
которых принадлежит оси Oxk, k = 1, 2, . . . ,m.

Для всех моделей строим по выборке данных
оценки �Fj(x1, x2, . . . , xm), j = 1, 2, . . . , J .

Далее для каждой зависимости �Fj(x1, x2, . . .
. . . , xm) решаем задачу Лагранжа:
(
x
(j)∗
i1 , x

(j)∗
i2 , . . . , x

(j)∗
im

)
=

= arg min
(x1,...,xm)∈Rm

m∑

k=1

(xi − xik)
2 ;

�Fj(x1, x2, . . . , xm) = yi , i = 1, 2, . . . , n .





(10)

По аналогии с (4) суммарные ошибки совокуп-
ности отображений F−1

jk (y), k = 1, 2, . . . ,m, будут
равны:

e
(j)
i =

√√√√
m∑

k=1

(
x
∗(j)
i − xik

)2
.

В качестве наиболее вероятной модели выби-
раем ту, у которой дисперсия ошибок (9) будет
минимальной.

Таким образом, в многомерном случае вместо
уравнения (5) или задачи безусловной минимиза-
ции (6) приходится решать задачу Лагранжа (10)
с одним ограничением в форме равенства, согласно
которому поиск оптимального вектора x(j)∗i ищут
на поверхности уровня �Fj(x1, x2, . . . , xm) = yi.

3 Результаты вычислительных
экспериментов

Воспользуемся методом статистических испы-
таний Монте Карло [12].

Пример 2. Рассмотрим множество W из семи мо-
делей Fj , приведенных в табл. 1. Проведем чис-
ленный эксперимент. Для каждой из моде-
лей Fj, j = 1, 2, . . . , 7, смоделируем выборку
(x1, y1), . . . , (xn, yn), где xi — случайное число,

равномерно распределенное от 1 до 20; y
(j)
i =

= Fj(xi,b
(j)) + εi, где εi — случайные погрешности

измерений, имеющие нормальное распределение
N(0, σ2ε); n = 100; b

(j) — векторы параметров каж-
дой из моделей, число повторений эксперимента
зададим M = 100. Для определенности выберем
векторы b(j) так, чтобы конкретные функции Fj(x)
были достаточно похожи на отрезке , а именно:

– для 1-й модели A = 0,2, B = 4, C = 0,5;

– для 2-й модели A = 1, B = 5;

– для 3-й модели A = −11,B = 11, C = 0,05;

– для 4-й модели A = 20, B = 60, C = −0,4,
D = 0;

– для 5-й модели A = 20, B = −3, C = −0,18,
D = 0;

– для 6-й модели A = −8, B = 21, C = 6;

– для 7-й модели A = 2, B = 15, C = 20, D = 0.

В каждом эксперименте для всех моделей Fj,
j = 1, 2, . . . , 7, выполним по 7 преобразований (5)
и (4), т. е. определим

�x
(j,k)
i = �F−1

k

(
�y
(j)
i

)
, e
(j,k)
i = �x

(j,k)
i − xi ,

k = 1, 2, . . . , 7 ,

а затем по формуле (9) вычислим дисперсии оши-
бок как

s2j,k =
1

n− lj

n∑

i=1

(
e
(j,k)
i

)2
. (11)

Очевидно, что в идеале минимальными значе-
ния дисперсий (11) должны быть при совпадении
моделей, т. е. когда k = j.

Результаты статистического моделирования по-
казали, что при среднем квадратическом отклоне-
нии случайных погрешностей измерений σε < 0,14
практически всегда минимальное значение оцен-
ки (11) достигалось при k = j. В качестве иллюстра-
ции в табл. 2 приведены усредненные по 100 испы-
таниям значения оценок дисперсий (11) для случая
σε = 0,1.

В табл. 3 приведены относительные частоты пра-
вильного выбора модели (k = j) в процентах от
общего числа испытаний M = 100 для несколь-
ких значений среднего квадратического отклоне-
ния случайных погрешностей измерений σε.

Анализируя полученные результаты, можно ска-
зать, что метод для рассматриваемых моделей пока-
зал хорошие результаты. Фактическая модель для
приемлемых на практике значений σε в большин-
стве случаев правильно распознается.
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Таблица 2 Усредненные значения оценок дисперсий s2j,k для случая σε = 0,1

j
k

1 2 3 4 5 6 7
1 0,0293 2,3709 0,8086 0,0888 0,0816 0,0486 0,0374
2 0,1022 0,0661 4,0069 1,1407 1,3204 0,1823 0,0933
3 0,0473 29,7966 0,0135 3,0720 0,0167 2,7542 0,1455
4 0,9851 7,8095 1,1530 0,0566 0,4344 3,3365 0,9882
5 0,3657 1,6192 1,0961 0,3881 0,0319 0,2322 0,4834
6 0,6450 0,1349 4,1431 1,5220 0,4890 0,0851 1,4468
7 0,0291 32,1426 0,0793 32,9608 0,0222 3,1160 0,0189

Таблица 3 Относительные частоты выбора фактической
модели в качестве истинной, %

σε 1 2 3 4 5 6 7
0 100 100 100 100 100 100 100
0,1 100 97 98 100 100 99 97
0,15 96 91 93 100 100 94 90
0,2 84 77 80 100 100 82 75
0,25 65 55 61 100 100 62 53
0,3 44 33 37 100 100 40 30

4 Заключение

1. Рассмотрен метод распознавания зависимостей
на основе обратного отображения. Метод по-
зволяет выбрать среди заданного множества
зависимостей наиболее вероятную модель на
основе минимума дисперсии ошибок обратно-
го отображения для соответствующей модели.
При этом экспериментальные данные отобра-
жаются на одну и ту же линейную зависимость
y = x. Дисперсия ошибок для однотипных за-
висимостей является показателем адекватности
моделей экспериментальным данным.

2. Множество рассматриваемых зависимостей
формируется из приемлемых для конкретных
экспериментальных данных моделей. Число
типовых зависимостей может быть любым.

3. Примеры реализации метода на тестовых дан-
ных показали его работоспособность.
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СТАТИСТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА МЕТОДА ПОДАВЛЕНИЯ ШУМА,

ОСНОВАННОГО НА СТАБИЛИЗИРОВАННОЙ ЖЕСТКОЙ

ПОРОГОВОЙ ОБРАБОТКЕ∗

О. В. Шестаков1

Аннотация: Методы пороговой обработки коэффициентов вейвлет-разложения функций сигналов и изоб-
ражений стали популярным аппаратом для подавления шума благодаря своей простоте, вычислительной
эффективности и возможности адаптации к функциям, имеющим на разных участках различную степень
регулярности. Рассматривается предложенный недавно стабилизированный метод жесткой пороговой
обработки, в котором устранены основные недостатки мягкой и жесткой пороговой обработки, и ис-
следуются статистические свойства этого метода. В модели данных с аддитивным гауссовским шумом
проводится анализ несмещенной оценки среднеквадратичного риска и показывается, что при опреде-
ленных условиях данная оценка является сильно состоятельной и асимптотически нормальной. Данные
свойства позволяют строить асимптотические доверительные интервалы для теоретического среднеквад-
ратичного риска метода.

Ключевые слова: вейвлеты; пороговая обработка; несмещенная оценка риска; асимптотическая нормаль-
ность; сильная состоятельность
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1 Введение

При применении методов подавления шума
в сигналах или изображениях важным условием
является «экономное» представление функций сиг-
налов в некотором специальном базисе. Данное
условие позволяет применять популярные процеду-
ры мягкой и жесткой пороговой обработки [1] к ко-
эффициентам разложения функций сигналов. Эти
процедуры просты, не затратны и часто позволяют
достичь удовлетворительных результатов. Однако
они имеют свои недостатки. Жесткая пороговая
обработка использует разрывную пороговую функ-
цию, что приводит к появлению дополнительных
артефактов, отсутствию устойчивости при выборе
порога [2] и невозможности построения несмещен-
ной оценки среднеквадратичной погрешности [3].
При мягкой пороговой обработке все коэффици-
енты подвергаются изменению, вследствие чего
в оценке функции сигнала появляется дополни-
тельное смещение.

В работе [4] предложен стабилизированный ва-
риант жесткой пороговой обработки, позволяющий
обойти указанные недостатки. Для выбора парамет-
ров данного метода и анализа погрешности можно
использовать несмещенную оценку среднеквадра-
тичного риска [5]. В данной работе исследуются

статистические свойства этой оценки при разложе-
нии функции сигнала по вейвлет-базису и выборе
«универсального» порога. Для метода мягкой поро-
говой обработки подобные исследования проводи-
лись в работах [6–9].

2 Метод пороговой обработки
Для функции сигнала f ∈ L2(R) разложение по

вейвлет-базису имеет вид:

f =
∑

j,k∈Z
〈f, ψjk〉ψjk , (1)

гдеψjk(t) = 2j/2ψ(2jt−k), а ψ(t)— некоторая вейв-
лет-функция (семейство {ψjk}jk∈Z образует орто-
нормированный базис в L2(R)). Индекс j в (1)
называется масштабом, а индекс k — сдвигом.
В данной работе рассматриваются функции сиг-
нала на конечном отрезке [a, b], равномерно ре-
гулярные по Липшицу с некоторым показателем
γ > 0. Кроме того, предполагается, что вейвлет-
функция ψ имеет M непрерывных производных
(M > γ), M нулевых моментов и удовлетворяет
условию:

∞∫

−∞

|tγψ(t)| dt <∞ .

∗Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект 16-07-00736).
1Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, кафедра математической статистики факультета вычисли-

тельной математики и кибернетики; Институт проблем информатики Федерального исследовательского центра «Информатика
и управление» Российской академии наук, oshestakov@cs.msu.su
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В этом случае найдется такая константа Cf > 0,
что [10]

|〈f, ψj,k〉| ≤
Cf

2j(γ+1/2)
. (2)

Модель данных, рассматриваемая в данной ра-
боте, предполагает, что функция сигнала задана
в дискретных отсчетах и наблюдения содержат шум:

Xi = fi + ǫi , i = 1, . . . , 2J ,

где2J — количество отсчетов функции сигнала; fi—
незашумленные значения функции сигнала; ǫi —
независимые нормально распределенные случай-
ные величины с нулевым средним и дисперсией σ2.
После применения дискретного вейвлет-преобра-
зования получается следующая модель зашумлен-
ных вейвлет-коэффициентов:

Yjk = µjk + ǫ
W
jk , j = 0, . . . , J − 1, k = 0, . . . , 2j − 1 ,

где ǫWjk независимы и имеют такое же распределе-

ние, как и ǫi, а µjk ≈ 2J/2〈f, ψjk〉 [10].
Для построения оценки функции сигнала к ко-

эффициентам Yjk обычно применяется функция
жесткой пороговой обработки ρH(y, T ) = x11(|y| >
> T ) или функция мягкой пороговой обработки
ρS(y, T ) = sgn (x) (|y| − T )+ с порогом T .

Как уже отмечалось, функция ρH разрывна, что
приводит к отсутствию устойчивости, а функция ρS
приводит к появлению дополнительного смещения
в оценке функции сигнала. В работе [4] предложен
новый метод пороговой обработки, являющийся
сглаженным аналогом жесткой пороговой обработ-
ки. В этом методе оценки µjk вычисляются по
формулам:

µ̂jk = E [ρH(Yjk + λξjk, T )|Yjk] ,

где случайные величины ξjk имеют стандартное
нормальное распределение и не зависят от Yjk,
а λ > 0 — параметр стабилизации, отвечающий
за степень сглаживания. Вычисляя математическое
ожидание, получаем:

µ̂jk = Yjk

[
�

(
−T + Yjk

λ

)
+ 1− �

(
T − Yjk

λ

)]
+

+ λ

[
φ

(
T − Yjk

λ

)
− φ

(
T + Yjk

λ

)]
.

Достоинством такого метода является бесконечная
дифференцируемость µ̂jk поYjk, что приводит к бо-
лее устойчивым оценкам [4]. Заметим также, что
при λ → 0 получается обычный метод жесткой по-
роговой обработки.

3 Несмещенная оценка
среднеквадратичного риска
и ее свойства

Среднеквадратичная погрешность (риск) опи-
санного выше метода определяется по формуле:

RJ(T ) =

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

E (µ̂jk − µjk)
2
. (3)

В [4] показано, что

E (µ̂jk − µjk)
2 =

= E

[
(Yjk − µ̂jk)

2 + 2σ2
∂

∂Yjk
µ̂jk

]
− σ2,

где

∂

∂Yjk
µ̂jk =

[
�

(
−T + Yjk

λ

)
+ 1− �

(
T − Yjk

λ

)]
+

+
T

λ

[
φ

(
T − Yjk

λ

)
+ φ

(
T + Yjk

λ

)]
.

Таким образом, величина

R̂J(T ) =

=

J−1∑

j=0

2j−1∑

k=0

[
(Yjk − µ̂jk)

2 + 2σ2
∂

∂Yjk
µ̂jk − σ2

]
(4)

является несмещенной оценкой RJ(T ), не завися-
щей от ненаблюдаемых «чистых» значений µjk.

В данной работе параметрλбудем полагать фик-
сированным, а в качестве T рассмотрим так назы-
ваемый «универсальный» порогTU = σ

√
2 ln 2J , ко-

торый позволяет достичь хороших результатов при
подавлении шума и обеспечивает близость средне-
квадратичного риска к минимальному при жесткой
и мягкой пороговых обработках [10].

Покажем, что оценка (4) является асимптоти-
чески нормальной. Это свойство позволяет стро-
ить асимптотические доверительные интервалы для
риска (3).

Теорема 1. Пусть f задана на конечном отрезке

и является равномерно регулярной по Липшицу с па-

раметром γ > 0. Тогда

P

(
R̂J (TU )−RJ(TU )

σ2
√
2J+1

< x

)
⇒ �(x) . (5)
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем p такое, что (2γ +
+ 1)−1 < p < 1. Обозначим слагаемые в (4) через
Fjk(T )и запишем разность R̂J(TU )−RJ(TU ) в виде:

R̂J(TU )−RJ(TU ) =
[pJ]∑

j=0

2j−1∑

k=0

[Fjk(TU )− EFjk(TU )] +

+

J−1∑

j=[pJ]+1

2j−1∑

k=0

[Fjk(TU )− EFjk(TU )] . (6)

Число слагаемых в первой сумме не превосходит
2[pJ]+1. Кроме того, существует такая константа
CF > 0, что

|Fjk(TU )− EFjk(TU )| 6 CFTU п.в. (7)

Применяя неравенство Хеффдинга и учитывая
вид TU , получаем, что для любого δ > 0 найдет-
ся константа Cδ > 0 такая, что

P




∣∣∣∣
∑[pJ]

j=0

∑2j−1

k=0
[Fjk(TU )− EFjk(TU )]

∣∣∣∣

σ2
√
2J+1

> δ


 6

6 exp

{
−Cδ

2J−pJ

J

}
,

т. е.

∑[pJ]

j=0

∑2j−1

k=0
[Fjk(TU )− EFjk(TU )]

σ2
√
2J+1

P→ 0

при J → ∞. (8)

Для всех слагаемых во второй сумме в (6) в силу (2)
выполнено µjk → 0 при J → ∞. Рассмотрим дис-
персии слагаемых в этой сумме. ИмеемDFjk(TU ) =
= D[Y 2jk − σ2 + Ujk(TU )], где

Ujk(TU ) = Fjk(TU )− Y 2jk + σ
2 =

= (µ̂jk − 2Yjk) µ̂jk + 2σ2
∂

∂Yjk
µ̂jk.

Пусть AJ = σ
√
A ln 2J , где 0 < A < 2. Тогда

DUjk(TU ) 6 EU2jk(TU ) =

= E
[
11(|Yjk| > AJ )U

2
jk(TU )

]
+

+ E
[
11(|Yjk| 6 AJ )U2jk(TU )

]
.

Поскольку TU − AJ → ∞ при J → ∞, учиты-
вая определение µ̂jk и (∂/∂Yjk)µ̂jk, заключаем, что

найдется такое εJ > 0, что
∣∣∣11(|Yjk| 6 AJ)U2jk(TU )

∣∣∣ 6
6 εJ п.в. и εJ → 0 при J → ∞. Следовательно,
E[11(|Yjk| 6 AJ )U2jk(TU )]→ 0 при J → ∞.

Далее найдется такая константа C > 0, что
E[11(|Yjk| > AJ)U

2
jk(TU )] 6 CE[11(|Yjk| > AJ)Y

4
jk ] →

→ 0 при J → ∞. Таким образом, учитывая очевид-
ное соотношение для дисперсии суммы случайных
величин X + Y : (

√
DX −

√
DY )2 6 D(X + Y ) 6

6 (
√
DX +

√
DY )2, получаем:

lim
J→∞

D
∑J−1

j=[pJ]+1

∑2j−1

k=0
[Fjk(TU )− EFjk(TU )]

D
∑J−1

j=[pJ]+1

∑2j−1

k=0
Y 2jk

=

= 1 . (9)

Кроме того, поскольку Yjk независимы, DY 2jk =
= 2σ4 + 4σ2µ2jk и в (9) µjk → 0 при J → ∞, получа-
ем:

lim
J→∞

D
∑J−1

j=[pJ]+1

∑2j−1

k=0
Y 2jk

σ42J+1
= 1 . (10)

Наконец, выполнено условие Линдеберга: для
любого ǫ > 0 при J → ∞

1

D2J

J−1∑

j=[pJ]+1

2j−1∑

k=0

E

[
(Fjk(TU )−

− EFjk(TU ))
2
11 (|Fjk(TU )− EFjk(TU )| > ǫDJ)

]
→

→ 0 , (11)

где

D2J = D
J−1∑

j=[pJ]+1

2j−1∑

k=0

[Fjk(TU )− EFjk(TU )] .

Действительно, в силу (7), (9) и (10) начиная
с некоторого J все индикаторы в (11) обращаются
в ноль. Объединяя (8)–(11), получаем (5). Теорема
доказана.

Докажем теперь свойство сильной состоятель-
ности оценки (4), справедливое при более слабых
ограничениях на функцию сигнала.

Теорема 2. Пусть f ∈ L2(R) и задана на конечном

отрезке, тогда при любом α > 1/2 имеет место

сходимость:

R̂J (TU )−RJ(TU )

2αJ
→ 0 п.в. при J → ∞. (12)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя неравенство Хеф-
фдинга с учетом (7) и вида TU , получаем, что для
любого δ > 0 найдется константа Cδ > 0 такая, что

pJ = P




∣∣∣R̂J (TU )−RJ(TU )
∣∣∣

2αJ
> δ


 6

6 exp

{
−Cδ

22αJ−J

J

}
. (13)
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Далее
∞∑

J=1

pJ <∞

и в силу леммы Бореля–Кантелли осуществляется
лишь конечное число событий под вероятностью
в (13). Следовательно, выполнено (12). Теорема
доказана.
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ОБ ОПТИМАЛЬНОМ ПОРОГОВОМ ЗНАЧЕНИИ ДЛИНЫ ОЧЕРЕДИ

В ОДНОЙ ЗАДАЧЕ МАКСИМИЗАЦИИ ДОХОДА СИСТЕМЫ

МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ ТИПА M/G/1∗

Я. М. Агаларов1, М. Я. Агаларов2, В. С. Шоргин3

Аннотация: Рассматривается задача максимизации среднего дохода системы M/G/1 в единицу времени
на множестве стационарных пороговых стратегий ограничения доступа с одной «точкой переключения».
Доход определяется следующими параметрами, измеряемыми в стоимостных единицах: плата, полу-
чаемая за обслуживание заявок; затраты на техническое обслуживание прибора; вычет из дохода за
задержку заявок в очереди; штраф за необслуженные заявки; штраф за простой системы. Получены
условия существования конечного оптимального порогового значения, предложены метод и алгоритм
расчета оценок снизу для оптимального порога и соответствующего значения максимального дохода
в единицу времени. Решена вспомогательная задача максимизации дохода системы, усредненного по
числу обслуженных заявок, на множестве рассматриваемых пороговых стратегий. Получены необходимые
и достаточные условия существования решения вспомогательной задачи, предложен метод и алгоритм ее
решения.

Ключевые слова: система массового обслуживания; пороговая стратегия; оптимизация
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1 Введение

Для повышения эффективности работы совре-
менных систем и сетей передачи данных использу-
ют алгоритмы управления потоками (ограничения
нагрузки), наиболее применяемыми из которых
стали различные модификации пороговых алгорит-
мов (пороговых стратегий) [1]. Одним из основных
методов исследования эффективности пороговых
стратегий является математическое моделирование
с использованием аппарата теории массового об-
служивания, предметом исследования которой вы-
ступают системы массового обслуживания (СМО)
различного типа.

Большинство работ, в которых рассмотрены
СМО с пороговой стратегией управления пото-
ками, посвящено методам расчета характеристик
системы (средней длины очереди, среднего време-
ни пребывания, вероятности отклонения заявки,
времени простоя приборов и т. д.) при заданной по-
роговой стратегии (краткий обзор некоторых из них
проведен в [2]). В ряде работ, посвященных данной
тематике, ставится задача оптимизации пороговой
стратегии в смысле максимизации дохода системы,
представленного в виде стоимостного функционала
(см., например, [3–7]). Хотя практический интерес

к такой постановке задачи в смысле повышения
эффективности систем, как представляется, вы-
ше, чем к задачам расчета характеристик систем
при фиксированной пороговой стратегии, вопрос
существования эффективных методов и алгорит-
мов поиска оптимальных пороговых стратегий для
СМО остается открытым, за исключением самых
простых СМО (M/M/1, M/M/n [4]) и простых це-
левых функций (допустимой средней задержки за-
явок в системе, допустимой интенсивности потерь).

Для более сложных СМО (например, G/M/1,
M/G/1) с более сложными целевыми функциями
результаты исследований ограничиваются матема-
тической постановкой задач и эвристическими ал-
горитмами их решения. Отметим работу [5], где
для системы G/M/n сформулирована математи-
ческая постановка максимизации дохода системы
на множестве пороговых стратегий с одним пере-
ключением (одной гистерезисной петлей), фикси-
рованными платой за своевременное обслуживание
и штрафом за невыполнение этого условия для до-
пущенной в систему заявки. В работе предложен
эвристический алгоритм поиска оптимальной стра-
тегии и выдвинута гипотеза о том, что для систем
G/G/n целевая функция унимодальна. Аналогич-
ная задача рассмотрена в работе [6] для системы
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Об оптимальном пороговом значении длины очереди в одной задаче максимизации дохода СМО типа M/G/1

M/D/1, где также сформулирована математическая
постановка задачи и приведена нижняя оценка для
оптимального порогового значения. В работе [3]
рассматривается задача управления запасами, для
решения которой в качестве модели использует-
ся управляемая на множестве пороговых стратегий
СМО типа M/G/1. Постановка задачи, наибо-
лее близкая к рассматриваемой в настоящей статье,
представлена в работе [7], где решение задачи мак-
симизации среднего дохода, получаемого системой
M/G/1 в единицу времени, ищется на множестве
смешанных пороговых стратегий. Решение ищет-
ся при условии, что поступающая на вход нагрузка
меньше единицы. Доход системы складывается из
следующих составляющих (констант):

– плата, получаемая системой за единицу време-
ни обслуживания одной заявки прибором;

– вычет из дохода системы в единицу времени
технического обслуживания прибора;

– вычет из дохода системы в единицу времени
ожидания одной заявки в очереди;

– штраф за потерю одной заявки;

– вычет из дохода в единицу времени простоя
системы.

В работе [7] доказано, что если решение задачи
существует, то оно принадлежит множеству чистых
стратегий. Для поиска решения задачи предлагает-
ся использовать численный метод.

В данной статье рассматривается аналогичная
задача максимизации среднего дохода системы
M/G/1 на множестве чистых пороговых стратегий
для двух вариантов формирования дохода: в одном
варианте плату за обслуживание система получает
в момент приема заявки и плата не зависит от
длительности обслуживания прибором, в другом
плату за обслуживание система получает в момент
окончания обслуживания заявки и величина платы
прямо пропорциональна длительности обслужива-
ния этой заявки прибором (случай, рассмотренный
в [7]). Проведены исследования, касающиеся
вопросов существования решения задачи макси-
мизации дохода и метода поиска оптимальной
стратегии.

2 Постановка задачи

Рассматривается СМО типа M/G/1 с накопи-
телем бесконечной емкости и одним прибором об-
служивания, на которую поступает пуассоновский
поток заявок с интенсивностью λ > 0 и время об-
служивания каждой заявки распределено по про-
извольному закону H(t). Поступившая заявка до-
пускается в накопитель системы (занимает любое

свободное место в накопителе), если в момент ее по-
ступления число занятых мест в накопителе мень-
ше k, k > 0 — некоторое заданное значение (три-
виальный случай k = 0 не рассматривается). Такую
процедуру доступа заявок в систему называют поро-
говой стратегией управления доступом (далее для
краткости — стратегией). Обозначим стратегию
соответствующим пороговым значением k. Если
заявка допущена в накопитель, она занимает любое
свободное место в накопителе и обслуживается на
приборе в порядке поступления. Заявка покида-
ет систему только при завершении обслуживания,
освободив одновременно прибор и накопитель, а на
освободившийся прибор поступает очередная заяв-
ка из накопителя (если таковая есть). Система по-
лучает доход, который определяется следующими
составляющими:

C0 ≥ 0 — плата, получаемая системой, если по-
ступившая заявка будет обслужена системой
(допущена в накопитель);

C1 ≥ 0— величина штрафа, который платит сис-
тема, если поступившая заявка отклонена;

C2 ≥ 0 — вычет из дохода системы за единицу
времени ожидания заявки в системе;

C3 ≥ 0 — вычет из дохода системы за единицу
времени простоя прибора (за время отсутствия
заявок в системе);

C4 ≥ 0 — затраты системы в единицу времени на
техническое обслуживание системы.

Всюду ниже под доходом системы будем по-
нимать суммарный доход с учетом всех указанных
выше составляющих.

Отметим, что процесс обслуживания заявок
в данной системе описывается цепью Mаркова, где
переходы цепи определяются моментами оконча-
ния обслуживания и состояние системы есть число
заявок, остающихся в ней в момент ухода с при-
бора обслуженной заявки (см., например, [8, 9]).
Отметим также, что при заданной стратегии k ука-
занная цепь Маркова имеет один положительный
возвратный класс состояний i = 0, . . . , k − 1.

Введем обозначения:

πki , 0 ≤ i ≤ k − 1, — стационарное распределение
вероятностей цепи при стратегии k (πki — веро-
ятность того, что цепь находится в состоянии i);

gk — среднее значение суммарного предельного
дохода, усредненного по числу обслуженных
заявок;

Qk — средний предельный доход, получаемый
системой в единицу времени при стратегии k;

qki — средний доход, получаемый системой в со-
стоянии i при стратегии k, i ≥ 0;
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v =
∫∞
0
t dH(t)— среднее время пребывания сис-

темы в состоянии i, 0 < v <∞;

Bv,m — событие, состоящее в том, что за время v
поступило ровно m заявок, m ≥ 0.

Среднее значение предельного дохода, усред-
ненного по числу обслуженных заявок, при страте-
гии k равно

gk = lim
T→∞

N×È∑

n=1

dkn
N×ÙÈ(T )

,

где dkn — доход, полученный системой при страте-
гии k за обслуживание n-й заявки, N×Þ(T ) — чис-
ло поступивших заявок за отрезок времени [0, T ];
N×ÙÈ(T ) — число обслуженных заявок за отрезок
времени [0, T ]. Из определения вложенной цепи
Маркова следует:

gk =

k−1∑

i=0

πki q
k
i . (1)

Среднее значение предельного дохода системы
в единицу времени равно:

Qk = lim
T→∞

N×È(T )∑

n=1

dkn
T
=

= lim
T→∞

N×ÙÈ(T )

T

N×È(T )∑

n=1

dkn
N×ÙÈ(T )

=

= lim
T→∞

N×ÙÈ(T )

T
lim
T→∞

N×È(T )∑

n=1

dkn
N×ÙÈ(T )

=

= λ
(
1− θkk

)
gk , (2)

где θkk — вероятность того, что поступившая заявка
будет допущена в систему.

Ставится задача: найти оптимальные стацио-
нарные стратегии k0 > 0 и k∗ > 0 такие, что

max
k>0

gk = gk
0

; max
k>0

Qk = Qk
∗

. (3)

3 Метод решения

Перейдем к рассмотрению параметров qki и πkj ,
j = 0, . . . , k − 1, k ≥ 1.

Для вероятностей переходов вложенной цепи
Маркова pkij справедливы формулы:

pkij =





rj−i+1 , i ≤ j ≤ k − 2 ;

1−
k−i−1∑
l=0

rl , j = k − 1 ,

если 1 ≤ i ≤ k − 1, pk0j = pk1j, p
k
ij = 0 при i > k − 1

или j < i− 1, где

rl =

∞∫

0

(λv)l

l!
e−λv dH(v) при 0 ≤ l ≤ k − 2 . (4)

Для рассматриваемой цепи Маркова при стра-
тегии k стационарное распределение вероятностей
является единственным решением системы уравне-
ний [9]:

πkj =

j+1∑

i=0

πki p
k
ij , j = 0, . . . , k − 2 ;

πkk−1 =
k−1∑

i=0

πki p
k
ik−1 ;

k−1∑

j=0

πkj = 1 .





(5)

Из (4) и (5) следуют рекуррентные формулы для
расчета стационарного распределения при страте-
гии k:

πkj = π
k
0Rj , j = 1, . . . , k − 1 , (6)

где

πk0 =

(
k−1∑

i=0

Ri

)−1

, R0 = 1 , R1 =
1− r0
r0

;

Ri+1 =
1

r0


Ri − ri −

i∑

j=0

Rjri−j+1


 ,

i = 1, . . . , k − 2 .

Величина платы, получаемой системой при по-
роге k > 1 за время нахождения в состоянии 1 ≤
≤ i ≤ k− 1 (т. е. за один шаг соответствующей цепи
Маркова), вычисляется как сумма плат, получа-
емых за обслуживание допущенных в систему за
это время новых заявок, и выражается формулой:

∞∫

0

k−i∑

m=1

(λv)m

m!
e−λvC0mdH(v) +

+

∞∫

0

∞∑

m=k−i+1

(λv)m

m!
e−λvC0(k − i) dH(v) =

= C0

[
k−i∑

m=1

mrm + (k − i)

∞∑

m=k−i+1
rm

]
. (7)

Величина штрафа, которую система платит за
не допущенные в состоянии 1 ≤ i ≤ k − 1 заявки,
равна:

C1

∞∑

m=k−i+1
(m− k + i)rm . (8)
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Величина вычета из дохода системы за задержку
заявок в системе, накопленная за время пребыва-
ния системы в состоянии 1 ≤ i ≤ k − 1, равна

C2
λ

[
1

2

k−i+1∑

m=2

(m− 1)mrm + (k − i)
∞∑

m=k−i+2
mrm −

− 1
2
(k − i)(k − i+ 1)

∞∑

m=k−i+2
rm

]
+ C2(i− 1)v. (9)

Формула (9) получается из следующих рассужде-
ний. Фиксируем состояние системы i, 1 ≤ i ≤ k −
− 1. Пусть v — длительность нахождения системы
в состоянии i; Tl — последовательные моменты по-
ступления заявок в промежутке времени [0, v); m—
число поступивших за время v заявок; U il (m, v) —
длительность времени из интервала [0, v), в течение
которого заявка, поступившая в моментTl, l+i ≤ k,
ожидала в системе.

Так как входящий поток пуассоновский, то со-
вместное распределение величинTl совпадает с рас-
пределением порядковых статистик из выборки m,
взятой из равномерного распределения на (0, v]
(см., например, [8]) и маргинальным распределе-
нием случайной величины Tl/v является бета-рас-
пределение с плотностью

f(x) =

=





m!

(l − 1)!(m− l)!
xl−1(1 − x)m−l , 0 < x < 1 ;

0 в противном случае .

Тогда поскольку U il (m, v) = v − Tl, l + i ≤
≤ k, то условное среднее значение M [U il (m, v)] =
= v − lv/(m + 1) (при условии, что длительность
нахождения системы в состоянии i равна v и за это
время поступило ровно m заявок). При m ≤ k − 1
получаем, что среднее значение M [

∑m
l=1(v − Tl)] =

= mv − mv/2 = mv/2, а при m > k − i, так как
поступившие в моменты Tl, l > k − i, отклоняют-
ся, условное среднее значение суммарного времени
ожидания в системе поступивших в состоянии i за-
явок равно:

M

[
k−i∑

l=1

(v − Tl)

]
= (k − i)v − v

k−i∑

l=1

l

m+ 1
=

= (k − i)v − (k − i)(k − i+ 1)v

2(m+ 1)
.

Суммарное время ожидания в системе заявок,
находящихся в системе в момент перехода в со-
стояние i, равно (i − 1)v. Отсюда получаем, что
на интервале времени (0, v] (во время пребывания

системы в состоянии i) при условии, что в этом
интервале поступило m заявок, суммарное время
ожидания находящихся в системе заявок равно:

mv

2
χ(k − i−m) +

+
(k − i)(k − i+ 1)v

2(m+ 1)
[1− χ(k − i−m)]+ (i−1)v ,

где χ(k − i−m)— функция Хевисайда. Использо-
вав формулу полной вероятности и взяв среднее по
распределению H(v) (аналогично формуле (7)), из
последнего выражения получим формулу (9).

Использовав формулы (7)–(9) и то, что величи-
на среднего значения вычета из дохода за техниче-
ское обслуживание системы в состоянии 1 ≤ i ≤
≤ k − 1 равно C4v, получим:

qki = C0

[
k−i∑

m=1

mrm + (k − i)

∞∑

m=k−i+1
rm

]
−

− C1

∞∑

m=k−i+1
(m− k + i)rm −

−C2
λ

[
1

2

k−i+1∑

m=1

(m− 1)mrm + (k − i)

∞∑

m=k−i+2
mrm −

− 1
2
(k − i)(k − i+ 1)

∞∑

m=k−i+2
rm

]
−

− C2(i− 1)v − C4v , 1 ≤ i ≤ k − 1 . (10)

Состояние i = 0 отличается от состояния i = 1
в смысле дохода только тем, что в состоянии i = 0
возможен простой длительности 1/λ, из-за кото-
рого доход уменьшается на величину (C3 + C4)/λ,
и завершает обслуживание в состоянии i = 0 заяв-
ка, которая поступила, когда система находилась
в этом же состоянии. Поэтому справедливо равен-
ство:

qk0 = q
k
1 + C0 −

C3 + C4
λ

.

Докажем следующее вспомогательное утвер-
ждение.

Лемма 1. Справедливы равенства

qk+1j = qkj + (C0 + C1)

∞∑

m=k−i+1
rm −

− C2
λ

[ ∞∑

m=k−i+1
mrm − (k − i+ 1)

∞∑

m=k−i+1
rm

]
; (11)

πk+1j =
(
1− πk+1k

)
πkj j = 0, . . . , k − 1 . (12)
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (9) имеем:

qk+1i − qki = C0

[
k−i∑

m=1

mrm + (k − i+ 1)rk−i+1 +

+

∞∑

m=k−i+2
rm + (k − i)

∞∑

m=k−i+2
rm

]
−

− C1

∞∑

m=k−i+2
(m− k + i)rm + C1

∞∑

m=k−i+2
rm −

− C2
λ

[
1

2

k−i+1∑

m=2

(m− 1)mrm +

+
1

2
(k − i+ 1) (k − i+ 2)rk−i+2 +

+ (k + 1− i)

∞∑

m=k−i+3
mrm −

− 1
2
(k − i+ 1) (k − i+ 2)

∞∑

m=k−i+3
rm

]
−

−C0
[
k−i∑

m=1

mrm + (k − i)rk−i+1 + (k − i)
∞∑

m=k−i+2
rm

]
+

+ C1rk−i+1 + C1

∞∑

m=k−i+2
(m− k + i)rm +

+
C2
λ

[
1

2

k−i+1∑

m=2

(m− 1)mrm +

+ (k − i)(k − i+ 2)rk−i+2 + (k − i)

∞∑

m=k−i+3
mrm −

− 1
2
(k − i) (k − i+ 1)rk−i+2 +

+
1

2
(k − i) (k − i+ 1)

∞∑

m=k−i+3
rm

]
.

Проведя преобразования, получим:

qk+1i − qki = (C0 + C1)

∞∑

m=k−i+1
rm −

−C2
λ

[ ∞∑

m=k−i+3
mrm−(k − i+ 1)

∞∑

m=k−i+3
rm + rk−i+2

]
=

= (C0 + C1)

∞∑

m=k−i+1
rm −

− C2
λ

[ ∞∑

m=k−i+1
mrm − (k − i+ 1)

∞∑

m=k−i+1
rm

]
.

Второе равенство утверждения следует непо-
средственно из (6):

πkj − πk+1j =
Rj

R0 + · · ·+Rk−1
− Rj
R0 + · · ·+Rk

=

=
RjRk

(R0 + · · ·+Rk−1)(R0 + · · ·+Rk)
= πkj π

k+1
k .

Получим вспомогательное выражение для раз-
ности gk − gk+1, 0 < k < ∞. Из формулы (1)
следует:

gk − gk+1 =

k−1∑

j=0

πkj q
k
j −

k∑

j=0

πk+1j qk+1j =

=

k−1∑

j=0

πkj q
k
j −

k−1∑

j=0

πk+1j qk+1j − πk+1k qk+1k .

Подставив вместо qk+1i правую часть равен-
ства (11), получим:

gk − gk+1 =

k−1∑

j=0

πkj q
k
j −

k−1∑

j=0

πk+1j qkj −

−
k−1∑

j=0

πk+1j

{
(C0 + C1)

∞∑

m=k−i+1
rm −

− C2
λ

∞∑

m=k−i+1
[m− (k − i+ 1)]rm

}
− πk+1k qk+1k .

Заменив здесь πk+1j на правую часть равен-
ства (12), имеем:

gk − gk+1 =
k−1∑

j=0

πkj q
k
j −

(
1− πk+1k

) k−1∑

j=0

πkj q
k
j −

−
(
1− πk+1k

) k−1∑

j=0

πkj

{
(C0 + C1)

∞∑

m=k−i+1
rm −

− C2
λ

∞∑

m=k−i+1
[m− (k − i+ 1)]rm

}
− πk+1k qk+1k =

= πk+1k



g

k − 1− πk+1k

πk+1k

k−1∑

j=0

πkj

{
(C0 + C1)

∞∑

m=k−i+1
rm −

− C2
λ

∞∑

m=k−i+1
[m− (k − i+ 1)]rm

}
− qk+1k



 . (13)

Заменив в правой части последнего неравенства
πk+1k и πkj , j = 0, . . . , k, на их выражения в (6),
перепишем (13) в виде:
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gk − gk+1 =

= πk+1k



g

k − 1

Rk

k−1∑

j=0

Rj

{
(C0 + C1)

∞∑

m=k−i+1
rm −

− C2
λ

∞∑

m=k−i+1
[m− (k − i+ 1)] rm

}
− qk+1k

}
. (14)

Из предпоследнего уравнения в (5), подста-
вив (4) и (6), получим:

Rk =

∑k−1

j=0
Rj
∑∞

i=k−j+1
ri

r0
. (15)

Заменив в (14)Rk на правую часть (15) и qk+1i+1 на
qki − C2v (см. формулу (10)), получим:

gk − gk+1 = πk+1k

{
gk − (C0 + C1) r0 +

+
C2
λ
r0

∑k−1

j=0
Rj
∑∞

m=k−j+1
[m− (k − j)]rm

∑k−1

j=0
Rj
∑∞

i=k−j+1
ri

−

− C2
λ
r0 − q21 + C2(k − 1)v

}
. (16)

Обозначим

F (k) =

=

∑k−1

j=0
Rj
∑∞

m=k−j+1
[m− (k − j)]rm

∑k−1

j=0
Rj
∑∞

i=k−j+1
ri

. (17)

Заметим, что F (k) — среднее число заявок, от-
клоненных при стратегии k в стационарном режиме
работы системы за время обслуживания одной за-
явки, при условии, что поступило больше заявок,
чем число свободных мест в накопителе.

Использовав обозначение (17), перепишем (16)
в виде

gk − gk+1 = πk+1k

{
gk −

(
C0 + C1 +

C2
λ

)
r0 +

+
C2
λ
r0F (k)− q21 + C2(k − 1)v

}
. (18)

Как видно из (18), неравенство gk − gk+1 < 0
эквивалентно неравенству:

gk <

(
C0 + C1 +

C2
λ

)
r0 −

C2
λ
r0F (k) +

+ q21 − C2(k − 1)v . (19)

Правую часть (19) обозначим через G(k):

G(k) =

(
C0 + C1 +

C2
λ

)
r0 −

C2
λ
r0F (k) +

+ q21 − C2(k − 1)v . (20)

Докажем следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть F (k) − F (k + 1) < λv, 0 < λ <
< ∞, 0 < v < ∞, k > 0. Тогда при любых значениях

параметров 0 ≤ Ci < ∞, i = 0, . . . , 4, 0 < C2 < ∞
cуществует стационарная стратегия 0 < k0 < ∞.

При этом если g1 ≥ G(1), то k0 = 1, а если C2 = 0
и g1 < G(1), то k0 =∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (20) и условия теоремы
следует:

G(k)−G(k+1) = −C2
λ
r0 [F (k)− F (k + 1)]+C2v >

> C2v (1− r0) > 0 . (21)

Рассмотрим поведение функции gk при после-
довательном увеличении значения k > 0. Как сле-
дует из (18), неравенства gk ≤ gk+1 и gk ≤ G(k)
эквивалентны. Отсюда вытекает, что если при те-
кущем значении k > 0 выполняется неравенство
gk < G(k), то при следующем значении k + 1 вы-
полняется неравенство gk+1 > gk, и наоборот: если
при текущем значении k > 0 выполняется нера-
венство gk > G(k), то при следующем значении
k + 1 выполняется неравенство gk+1 < gk, а при
gk = G(k) выполняется равенство gk+1 = gk.

Рассмотрим сначала случай C2 > 0. Пусть k1 —
произвольное число, k1 ≥ 1. Рассмотрим два аль-
тернативных случая: (1) gk1 ≥ G(k1) и (2) gk1 <
< G(k1). Всюду ниже под k0 будем понимать одну
из стратегий, удовлетворяющих условию: max

k>0
gk =

= gk
0

(см. (3)).
Пусть gk1 ≥ G(k1). Тогда если gk1 > G(k1), то

согласно (18) (так как 0 < πk+1k < 1) выполняется
gk1+1 > G(k1), а так как G(k) убывает по k > 0
(следует из (21)), выполняется gk1+1 > G(k1 + 1).
Следовательно, gk > G(k), k ≥ k1, и согласно (18)
и (19) последовательность {gk, k = k1, k1 + 1, . . .}
является убывающей, т. е. gk < gk1 , k > k1, откуда
следует, что существует k0 ≤ k1. Если gk1 = G(k1),
то из (13) и неравенства (21) следует, что gk1+1 =
= gk1 , gk1+1 > G(k1 + 1). Тогда, как уже показано,
существует k0 ≤ k1 + 1. Так как gk1+1 = gk1 , то
существует также k0 ≤ k1. При этом если k1 = 1, то
получаем k0 = 1.

Пусть gk1 < G(k1). Тогда согласно неравен-
ству (19) из gk1 < G(k1) следует gk1+1 > gk1 и нера-
венство gk1+1 < G(k1), так как gk1+1−gk1 < G(k1)−
− gk1 (это следует из равенства (18) и неравенства
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0 < πk+1k < 1). Следовательно, пока выполняется
неравенство G(k) > gk, k = k1, k1 + 1, . . ., будет вы-
полняться неравенство G(k) > gk+1 > gk. Так как
согласно (21) G(k) убывает по k > 0 и G(k)→

k
−∞,

то существует k2, k1 < k2 < ∞, такое, что вы-
полняется система неравенств gk2+1 ≥ G(k2 + 1),
G(k1) > G(k) > gk+1 > gk, k1 + 1 ≤ k ≤ k2. Тогда
поскольку при k2+1наступает случай 1, то, как уже
доказано, существует k0 ≤ k2 + 1, т. е. утверждение
теоремы 1 для случая 2 верно.

Пусть теперь C2 = 0. В этом случае из (20)
следует G(k) = const, k > 0. Рассуждая точно
так же, как и в случае C2 > 0, получаем после-
довательность {gk, k ≥ 1}, которая удовлетворяет
неравенствам g1 ≥ g2 ≥ · · · ≥ gn ≥ · · · ≥ const
при условии g1 ≥ const и неравенствам g1 <
< g2 < · · · < gn < · · · < const при условии g1 <
< const. Как видим, k = 1 при g1 ≥ const и k =
=∞ при g1 < const удовлетворяют определению k0

в условии теоремы.

Следствие 1. Пусть F (k) удовлетворяет условию

теоремы. Стратегия k0 удовлетворяет условию

max
k>0

gk = gk
0

тогда и только тогда, когда k0 удовле-

творяет одному из трех условий:

(1) G(1) ≤ g1, k0 = 1;

(2) G(1) > g1, k0 = min{k : G(k) ≤ gk};

(3) gk
0−1 < gk

0

, gk
0+1 > gk

0

, 1 < k0 <∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Доказательство следствия 1
следует непосредственно из доказательства теоре-
мы 1.

Следствие 2. Пусть F (k) удовлетворяет условию

теоремы и gk
0

> 0. Тогда решение (одно из реше-

ний) k∗ задачи (3) удовлетворяет условиям k∗ ≥ k0,
λ(1 − θk

0

k0 )g
k0 ≤ Qk

∗ ≤ λgk
0

.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как θkk убывает по k, для
любой стратегии 0 < k ≤ k0 выполняются усло-
вия Qk ≤ λ(1 − θk

0

k0 )g
k0 = Qk

0 ≤ Qk
∗

, если gk
0 ≥ 0

(см. (2)). Кроме того, 0 < Qk
∗

= λ(1 − θk
∗

k∗ )g
k∗ <

< λgk
∗

< λgk
0

.
На основании следствия 1 стратегию k0 можно

найти с помощью следующего простого алгоритма.

1. Положить k = 1.

2. Если G(k) > gk, увеличить k на единицу, иначе
перейти к п. 5.

3. ВычислитьG(k) и gk.

4. Если выполняется неравенство G(k) > gk, пе-
рейти к п. 2, иначе перейти к п. 5.

5. Положить k0 = k.

6. Конец алгоритма.

4 Пример

В качестве примера рассмотрим СМО M/Hn/1
с функцией распределения времени обслуживания
Hn(t) =

∑n
i=1 fi(1 − e−µit). Справедливы соотно-

шения:

rk−j+1 =
n∑

i=1

fi
µi

λ+ µi

(
λ

λ+ µ

)k−j+1
;

∞∑

m=k−j+1
rm =

∞∑

m=k−j+1

n∑

i=1

fi
µi

λ+ µi

(
λ

λ+ µi

)m
=

=

n∑

i=1

fi

(
λ

λ+ µi

)k−j+1
;

∞∑

m=k−j+1
mrm =

=

n∑

i=1

fi

(
λ

λ+ µi

)k−j+1 (
λ+ µi
µi

+ k − j

)
.

Функции F (k) (см. (17)) иG(k) принимают вид:

F (k) =

=

∑k−1

j=0
Rj
∑∞

m=k−j+1
[m− (k − j + 1)]rm

∑k−1

j=0
Rj
∑∞

i=k−j+1
ri

+ 1 =

= λ

∑n

i=1
fi(1/µi)

∑k−1

j=0
Rj(λ/(λ + µi))

k−j+1

∑n

i=1
fi
∑k−1

j=0
Rj(λ/(λ+ µi))

k−j+1
+1;

G(k) = ro (C0 + C1)−

−C2r0

∑n

i=1
fi(1/µi)

∑k−1

j=0
Rj(λ/(λ + µi))

k−j+1

∑n

i=1
fi
∑k−1

j=0
Rj(λ/(λ+ µi))

k−j+1
+

+ q21 − C2

n∑

i=1

fi
µi
(k − 1) .

На рисунке приведены зависимости функций gk

и G(k) от порогового значения и проиллюстриро-
вана зависимость выполнения условия gk+1 > gk

от условия gk < G(k). Графики 1 и 2 на рисунке
соответствуют gk и G(k) при значениях параметров
C0 = 20, C1 = 10, C2 = 0,5, C3 = 0,01, C4 = 0,01,
λ = 1, n = 2, f1 = 0,3, f2 = 0,7 и µ1 = µ2 = 1;
графики 3 и 4 изображают функции gk и G(k) при
µ1 = 2 и µ2 = 1 и тех же значениях остальных пара-
метров. Оптимальный порог на рисунке обозначен
через kÏÐÔ. В случае M/M/1 имеем:

rk−j+1 =
µ

λ+ µ

(
λ

λ+ µ

)k−j+1
;
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Зависимость предельного дохода и функции G(k) от по-
рогового значения

∞∑

m=k−j+1
rm =

∞∑

m=k−j+1

µ

λ+ µ

(
λ

λ+ µ

)m
=

=

(
λ

λ+ µ

)k−j+1
;

∞∑

m=k−j+1
mrm =

(
λ

λ+ µ

)k−j+1 (
λ+ µ

µ
+ k − j

)
;

F (k) = λv + 1 ;

G(k) = r0

(
C0 + C1 −

C2
µ

)
+ q21 −

C2
µ
(k − 1) .

Как видим, F (k) − F (k + 1) = 0 < λv и G(k)
убывает линейно по k > 0; следовательно, соглас-
но следствию 1 предложенный выше алгоритм дает
оптимальный порог.

5 Заключение

В отличие от постановки задачи, рассмотренной
в [7], выше предполагалось, что плата за обслужива-
ние система получает в момент приема задачи в на-
копитель системы и величина платы не зависит от
длительности обслуживания на приборе. Покажем,
что и в случае, рассмотренном в [7], приведенные
выше утверждения также справедливы.

Если плату за обслуживание система получает
в момент окончания обслуживания заявки и ве-
личина платы прямо пропорциональна длительно-
сти обслуживания на приборе, средняя величина
платы, получаемой системой за обслуживание за-
явки во время нахождения в данном состоянии,
равна C0v (так как в каждом состоянии на прибо-
ре обслуживается одна заявка). Заметим, что эта
величина не зависит от стратегии k > 0 и осталь-
ные составляющие дохода системы в этом случае

и в случае, рассмотренном выше, совпадают. По-
сле замены в (10) правой части формулы (7) на C0v
формула (11) принимает вид:

qk+1j = qkj + C1

∞∑

m=k−i+1
rm −

− C2
λ

[ ∞∑

m=k−i+1
mrm − (k − i+ 1)

∞∑

m=k−i+1
rm

]
.

Как видим, в формуле (11) произошла толь-
ко замена константы (C0 + C1) на константу C1,
и, следовательно, все рассуждения, проведенные
выше относительно задачи (3), остаются в силе. От-
метим, что выше нигде не требовалось выполнение
условия λv < 1 (в отличие от [7]).

В системах и сетях передачи данных буферная
память узлов связи имеет ограниченную емкость,
линии связи — ограниченную пропускную способ-
ность. Поэтому в качестве модели узла связи (или
канала связи) больше подходит (в смысле адекват-
ности) СМО типа M/G/1/r с числом мест хране-
ния r < ∞, чем M/G/1 с бесконечным числом
мест ожидания. Вложенная цепь Маркова, ко-
торая рассматривается как модель процесса работы
M/G/1/r, при любой стационарной смешанной по-
роговой стратегии имеет конечное число состояний
и один эргодический класс. Тогда то, что задача (3)
имеет решение и оно принадлежит множеству чис-
тых стратегий, следует из [10]. Поэтому с практиче-
ской точки зрения в рассматриваемой выше задаче
максимизации (3) (как и в аналогичных других за-
дачах) достаточно оптимизировать только чистые
пороговые стратегии.

Полученные в данной работе результаты могут
быть использованы для поиска оптимальных поро-
говых стратегий для систем, моделируемых с по-
мощью СМО типаM/G/1 (M/G/1/r).

Дальнейшим развитием результатов данной ста-
тьи могут стать алгоритмы поиска оптимальных
пороговых стратегий для СМО других типов, по-
строенные с использованием аналогичных мате-
матических приемов, например путем построения
соотношений, аналогичных (17).
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БАЙЕСОВСКАЯ РЕКУРРЕНТНАЯ МОДЕЛЬ РОСТА НАДЕЖНОСТИ:

ПАРАБОЛИЧЕСКОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ

А. А. Кудрявцев1, С. И. Палионная2

Аннотация: Данная работа посвящена рассмотрению случая параболического распределения параметров
в байесовской рекуррентной модели роста надежности сложных модифицируемых информационных сис-
тем. Надежность системы зависит от соотношения параметров, интерпретируемых в теории надежности
как показатели «дефективности» и «эффективности» средства, исправляющего ошибки в системе. При
использовании байесовских моделей применительно к задачам теории надежности предполагается, что
основные параметры системы не являются заданными, а известны только их априорные распределения.
Приводятся формулы для вычисления средней предельной надежности системы для параболическо-
го априорного распределения параметров. Также приводятся численные результаты для модельных
примеров.
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параболическое распределение
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1 Введение

Как правило, любая впервые созданная слож-
ная информационная система не обладает необхо-
димой надежностью. Вследствие этого она подвер-
гается различным модификациям, целью которых
является устранение дефектов, препятствующих
правильному функционированию системы. Изме-
нения в систему могут вноситься на стадиях разра-
ботки, испытаний и опытной эксплуатации, а также
во время штатного функционирования.

Для формализации понятия надежности систе-
мы будем характеризовать ее в каждый момент вре-
мени t параметром p(t), при этом время считаем
непрерывным. Так как система подвергается моди-
фикациям в случайные моменты времени 0 = Y0 ≤
≤ Y1 ≤ Y2 ≤ · · · , параметр p(t) изменяется, при-
нимая соответственно значения p(t) = p(Yj) = pj
при Yj ≤ t < Yj+1 (предполагается, что траектории
процесса p(t) непрерывны справа, а модификации
происходят мгновенно). Причем при модификаци-
ях параметр надежности может как увеличиваться,
так и уменьшаться из-за некачественных модифи-
каций.

К числу математических моделей, описыва-
ющих изменение надежности модифицируемых
информационных систем, относятся рекуррентные
модели роста надежности. Рассмотрим, в частно-

сти, дискретную экспоненциальную модель, кото-
рая определяется следующим образом:

pj+1 = ηj+1pj + θj+1(1− pj) .

Здесь {(θj , ηj)}, j ≥ 1, — последовательность не-
зависимых одинаково распределенных двумерных
случайных векторов таких, что 0 < η1 < 1; 0 <
< θ1 < 1 почти наверное. Начальная надежность p0
считается заданной, случайные величины ηj (пара-
метры «дефективности») и θj (параметры «эффек-
тивности») описывают соответственно возможное
уменьшение и увеличение надежности.

Обозначим λ = 1 − Eθj, µ = Eηj . В книге [1]
доказано, что при условии λ+ µ 6= 1

p = lim
j→∞

Epj =
µ

λ+ µ
.

Величина p характеризует асимптотическое значе-
ние надежности системы в рамках некоторой ре-
куррентной модели, задаваемой набором {(θj, ηj)}.

В рамках байесовского подхода к постановке за-
дач теории надежности можно рассмотреть более
сложную ситуацию, где основные параметры сис-
темы λ и µ предполагаются случайными. В таком
случае наиболее естественной и удобной для изуче-
ния характеристикой является усредненное значе-
ние предельной надежности, т. е.

1Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, факультет вычислительной математики и кибернетики,
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pÓÒÅÄ = Ep = E
µ

λ+ µ
,

где усреднение ведется по совместному распреде-
лению случайных величин λ и µ.

Так как случайные величины η1 и θ1 удовлетво-
ряют ограничениям 0 < η1 < 1, 0 < θ1 < 1, средние
значенияλиµ величин 1−Eθj иEηj соответственно
также находятся на отрезке [0, 1]. Поэтому в каче-
стве априорных распределений параметров λ и µ
следует выбирать только распределения, сосредо-
точенные на [0, 1].

Далее будут рассмотрены независимые случай-
ные параметры λ и µ, имеющие параболические
распределения на некоторых (вообще говоря, раз-
ных) отрезках, являющихся подмножествами от-
резка [0, 1].

2 Основные результаты

Пусть средний параметр «эффективности» λ
и средний параметр «дефективности»µнезависимы
и имеют параболическое распределение P (aλ, bλ),
0 ≤ aλ < bλ ≤ 1, и P (aµ, bµ), 0 ≤ aµ < bµ ≤ 1,
соответственно.

Для плотности fξ(x) некоторой случайной вели-
чины ξ, имеющей параболическое распределение
с параметрами (aξ, bξ), справедливо

fξ(x) =
6(x− aξ)(bξ − x)

(bξ − aξ)
3 , x ∈ [aξ, bξ] . (1)

Заметим, что плотность параболического рас-
пределения может быть представлена в виде поли-
нома:

fξ(x) =

2∑

i=0

cξ,i x
i · 11(x ∈ [aξ, bξ]) ,

где

cξ,0 = − 6aξbξ

(bξ − aξ)
3 ; cξ,1 =

6(aξ + bξ)

(bξ − aξ)
3 ;

cξ,2 = − 6

(bξ − aξ)
3 .

Очевидно, что при байесовском подходе вычис-
ление вероятностных характеристик надежности
p = µ/(λ+ µ) удобно производить, базируясь на
известном распределении величины ρ = λ/µ. В ра-
боте [2] были получены формулы для плотности
распределения случайной величины ρ в предпо-
ложении, что плотности параметров λ и µ имеют
полиномиальный вид. Основываясь на характери-
стиках распределения параметра ρ и учитывая, что

p = 1/(1 + ρ), имеем для функции распределения
и плотности p следующие соотношения:

Fp(x) = 1− Fρ

(
1− x

x

)
; fp =

1

x2
fρ

(
1− x

x

)
.

Введем обозначение:

L(a, b, x) =
1

x2

b∫

a

yfλ

(
1− x

x
y

)
fµ(y) dy =

=

2∑

i=0

2∑

j=0

cλ,icµ,j
bi+j+2 − ai+j+2

i+ j + 2

(1− x)i

xi+2
, (2)

где a и b одновременно принадлежат отрезкам
[aµ, bµ] и [aλ/x, bλ/x].

Рассмотрев всевозможные комбинации взаим-
ного расположения точек aµ, bµ, aλ/x и bλ/x на
отрезке [0, 1], убеждаемся в справедливости следу-
ющего утверждения.

Теорема 1. Пусть независимые случайные величины λ
и µ имеют параболическое распределение, а их плот-

ности fλ(x) и fµ(x) определяются соотношением (1)
с соответствующими параметрами. Тогда случайная

величина p = µ/(λ+ µ) имеет плотность:

fp(x) =

= 11

(
aµ

bλ + aµ
< x ≤ min

{
aµ

aλ + aµ
,

bµ
bλ + bµ

})
×

× L

(
aµ,

bλx

1− x
, x

)
+

+ 11

(
bµ

bλ + bµ
< x ≤ aµ

aλ + aµ

)
L(aµ, bµ, x) +

+11

(
aµ

aλ + aµ
< x ≤ bµ

bλ + bµ

)
L

(
aλx

1− x
,
bλx

1− x
, x

)
+

+ 11

(
max

{
aµ

aλ + aµ
,

bµ
bλ + bµ

}
< x ≤ bµ

aλ + bµ

)
×

× L

(
aλx

1− x
, bµ, x

)
,

где величины L(a, b, x) определены соотношением (2).

Для ξ ∈ {λ, µ} введем дополнительное обозна-
чение:

Jξ(d, b) =

2∑

i=0

2∑

j=0

cλ,icµ,j
di+j+2

i+ j + 2
×

×
lξ∑

k=0

Cklξ(−1)
k

[
11 (k 6= lξ)

bk−lξ

k − lξ
+ 11 (k = lξ) ln b

]
, (3)

где lξ = i11(ξ = λ) + (j + 1)11(ξ = µ).
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Таблица 1 Частные значения pÓÒÅÄ (λ ∼ P (aλ, bλ), µ ∼ P (aµ, bµ))

aµ; bµaλ; bλ
0,0; 1 0,1; 1 0,2; 1 0,3; 1 0,4; 1 0,5; 1 0,6; 1 0,7; 1 0,8; 1 0,9; 1

0,0; 1 0,50 0,53 0,56 0,58 0,60 0,62 0,63 0,65 0,66 0,67
0,1; 1 0,47 0,50 0,53 0,55 0,57 0,59 0,60 0,62 0,63 0,65
0,2; 1 0,44 0,47 0,50 0,52 0,54 0,56 0,58 0,59 0,61 0,62
0,3; 1 0,42 0,45 0,48 0,50 0,52 0,54 0,56 0,57 0,59 0,60
0,4; 1 0,40 0,43 0,46 0,48 0,50 0,52 0,54 0,55 0,57 0,58
0,5; 1 0,38 0,41 0,44 0,46 0,48 0,50 0,52 0,53 0,55 0,56
0,6; 1 0,37 0,40 0,42 0,44 0,46 0,48 0,50 0,52 0,53 0,54
0,7; 1 0,35 0,38 0,41 0,43 0,45 0,47 0,48 0,50 0,51 0,53
0,8; 1 0,34 0,37 0,39 0,41 0,43 0,45 0,47 0,49 0,50 0,51
0,9; 1 0,33 0,35 0,38 0,40 0,42 0,44 0,46 0,47 0,49 0,50

Таблица 2 Частные значения pÓÒÅÄ (λ ∼ P (aλ, bλ), µ ∼ P (aµ, bµ))

aµ; bµaλ; bλ
0; 0,1 0; 0,2 0; 0,3 0; 0,4 0; 0,5 0; 0,6 0; 0,7 0; 0,8 0; 0,9 0; 1,0

0; 0,1 0,50 0,65 0,72 0,77 0,81 0,83 0,85 0,86 0,88 0,89
0; 0,2 0,35 0,50 0,59 0,65 0,69 0,72 0,75 0,77 0,79 0,81
0; 0,3 0,28 0,41 0,50 0,56 0,61 0,65 0,68 0,70 0,72 0,74
0; 0,4 0,23 0,35 0,44 0,50 0,55 0,59 0,62 0,65 0,67 0,69
0; 0,5 0,19 0,31 0,39 0,45 0,50 0,54 0,57 0,60 0,63 0,65
0; 0,6 0,17 0,28 0,35 0,41 0,46 0,50 0,53 0,56 0,59 0,61
0; 0,7 0,15 0,25 0,32 0,38 0,43 0,47 0,50 0,53 0,55 0,58
0; 0,8 0,14 0,23 0,30 0,35 0,40 0,44 0,47 0,50 0,53 0,55
0; 0,9 0,12 0,21 0,28 0,33 0,37 0,41 0,45 0,47 0,50 0,52
0; 1,0 0,11 0,19 0,26 0,31 0,35 0,39 0,42 0,45 0,48 0,50

Воспользовавшись теоремой 1 для вычисления
средней надежности системы

pÓÒÅÄ = Ep =
∫
xfp(x) dx ,

убеждаемся в справедливости следующего утвер-
ждения.

Теорема 2. Пусть средний параметр «эффектив-

ности» λ и средний параметр «дефективности» µ
удовлетворяют условиям теоремы 1. Тогда средняя

предельная надежность системы имеет вид:

pÓÒÅÄ = Jµ

(
bλ,

bλ
bλ + aµ

)
+ Jµ

(
aλ,

aλ
aλ + bµ

)
+

+ Jλ

(
aµ,

aµ
bλ + aµ

)
+ Jλ

(
bµ,

bµ
aλ + bµ

)
−

− Jλ

(
aµ,

aµ
aλ + aµ

)
− Jλ

(
bµ,

bµ
bλ + bµ

)
−

− Jµ

(
bλ,

bλ
bλ + bµ

)
− Jµ

(
aλ,

aλ
aλ + aµ

)
, (4)

где величины Jλ(d, b) и Jµ(d, b) определены соотноше-

нием (3).

3 Численные результаты

Основываясь на формуле (4), приведем табл. 1
и 2, содержащие частные значения (с точностью
до сотых) средней предельной надежности системы
для некоторых наборов параметров.
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РАЗЛОЖЕНИЯ ТИПА КОРНИША–ФИШЕРА

ДЛЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ СТАТИСТИК, ПОСТРОЕННЫХ

ПО ВЫБОРКАМ СЛУЧАЙНОГО РАЗМЕРА∗

А. С. Марков1, М. М. Монахов2, В. В. Ульянов3

Аннотация: Для квантилей выборочного среднего по выборке случайного объема построены обобщенные
разложения Корниша–Фишера на базе квантилей распределений Лапласа и Стьюдента. В последние годы
интерес к разложениям Корниша–Фишера значительно вырос в связи с исследованиями по управлению
рисками. Широко распространенная мера риска Value at Risk (VaR) является квантилью функции
потерь. Используется общая теорема переноса, позволяющая получать асимптотические разложения
для функций распределения статистик по выборкам случайного объема из асимптотических разложений
для функции распределения случайного объема выборки и асимптотических разложений для функций
распределения статистик по выборкам неслучайного объема. Проведен вычислительный эксперимент,
иллюстрирующий полученные разложения Корниша–Фишера.

Ключевые слова: обобщенные разложения Корниша–Фишера; выборка случайного объема; распределе-
ние Лапласа; распределение Стьюдента

DOI: 10.14357/19922264160210

1 Введение

В классических задачах математической стати-
стики объем выборки традиционно считается де-
терминированным и играет роль известного пара-
метра, как правило, неограниченно возрастающего.
Однако на практике очень часто возникают ситу-
ации, при которых размер выборки не определен
заранее и может считаться случайным. Обычно
это возникает ввиду того, что данные накаплива-
ются в течение некоторого промежутка времени,
длительность которого по разным причинам нельзя
считать фиксированной. В этом случае встает во-
прос об аппроксимирующих разложениях для раз-
личных характеристик статистик, например функ-
ций распределения или квантилей, основанных на
выборках случайного объема.

Предельные распределения для случайно ин-
дексированных последовательностей и их приме-
нения см., например, в монографии [1]. Ранее
Б. В. Гнеденко в работе [2] продемонстрировал, что
в математической статистике при замене неслучай-
ного объема выборки случайной величиной асимп-
тотические свойства статистик могут радикально
изменяться.

В [3] доказана общая теорема переноса, позво-
ляющая получать асимптотические разложения для
функций распределения статистик, основанных на
выборках случайного объема, из асимптотических
разложений для функции распределения случайно-
го объема выборки и асимптотических разложений
для функций распределения статистик, построен-
ных по выборкам неслучайного объема.

Настоящая работа развивает результаты ра-
боты [3]: на основе разложения функции рас-
пределения статистики, основанной на выборке
случайного объема специального вида, получены
обобщенные разложения Корниша–Фишера на ба-
зе квантилей распределений Лапласа и Стьюдента.

Классические разложения Корниша–Фишера
на базе квантилей нормального распределения вве-
дены в [4], их обобщение было предложено в [5].
В последние годы интерес к разложениям Корни-
ша–Фишера значительно вырос в связи с исследо-
ваниями по управлению рисками. Широко распро-
страненная мера риска VaR является, по существу,
квантилью функции потерь, связанной с описа-
нием инвестиционного портфеля из финансовых
инструментов (см., например, [6]).

∗Исследование выполнено при поддержке Российского научного фонда (проект 14-11-00364).
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Разложения типа Корниша–Фишера для распределений статистик, построенных по выборкам случайного размера

Рассмотрим случайные величины (с.в.)
N1, N2, . . . иX1, X2, . . ., заданные на одном и том же
вероятностном пространстве (Ÿ,A,P). В статистике
с.в. X1, X2, . . . , Xn имеют смысл наблюдений, n —
неслучайный объем выборки, а с.в.Nn— случайный
объем выборки, зависящий от натурального пара-
метра n ∈ N. Предположим, что при каждом n ≥ 1
с.в. Nn принимает только натуральные значения
(т. е. Nn ∈ N) и независима от последовательности
с.в. X1, X2, . . .

Обозначим через Tn ≡ Tn (X1, . . . , Xn) некото-
рую статистику. Для каждого n ≥ 1 определим
с.в. TNn

, полагая

TNn
(ω) ≡ TNn(ω)

(
X1(ω), . . . , XNn(ω)(ω)

)
, ω ∈ Ÿ ,

т. е. TNn
— это статистика, построенная на основе

статистики Tn по выборке случайного объема Nn.

Определение 1. Квантилью порядка α (α-кван-
тилью) случайной величины X с функцией рас-
пределения F (x) = P (X < x) называется число xα,
такое что

xα = inf {x;F (x) > α} .

2 Основные результаты

Всюду ниже X1, X2, . . . — независимые оди-
наково распределенные с.в. с E (X1) = µ, 0 <

< D (X1) = σ−2, E |X1|3+2δ < ∞ для δ ∈ (0, 1/2)
и E (X1 − µ)

3
= µ3. Для натурального n обозначим

Tn = (X1 + · · ·+Xn) /n.
В дальнейшем предполагаем, что с.в.X1 удовле-

творяет условию Крамера:

lim sup
|t|→∞

∣∣EeitX1
∣∣ < 1 .

2.1 Распределение Стьюдента
как предельное

Предположим, что с.в. Nn имеет отрицательное
биномиальное распределение с параметрами p =
= 1/n и r > 0, т. е. для k ∈ N

P(Nn = k) =
(k + r − 2) · · · r
(k − 1)!

1

nr

(
1− 1

n

)k−1
.

Пусть Gf (x) — функция распределения Стью-
дента с параметром f , соответствующая плотности
вида:

gf (x) =
•((f + 1)/2)√
πf• (f/2)

(
1 +

x2

f

)−(f+1)/2
, x ∈ R ,

где •(·) — эйлерова гамма-функция, а f > 0 — па-
раметр формы. Если параметр f натурален, то он
называется числом степеней свободы.

Теорема 1. Пусть x = xα — α-квантиль нормиро-

ванной статистики σ
√
r(n− 1) + 1 (TNn

− µ), u =
= uα — α-квантиль распределения Стьюдента с па-

раметром 2r. Тогда в обозначениях, введенных выше,

справедливо следующее асимптотическое разложе-

ние:

x = u− µ3 σ
3 •(r)

6
√
n

1 + ru2

r − 1/2

[
1 + u2/2r

1 + u2/2

]r+1/2
+R ,

где

R =





O
(
1

n

)
, r ≥ 2

1 + 2δ
;

o

(
1√
n

)
,

1

1 + 2δ
< r <

2

1 + 2δ
.

Замечание 1. При r = 1 объем выборки Nn имеет
геометрическое распределение. Асимптотическое
разложение для квантилей в этом случае принима-
ет вид:

x = u− µ3σ
3

3

(
1 + u2

) 1√
n
+ o

(
1√
n

)
.

2.2 Распределение Лапласа
как предельное

Предположим, что с.в. Nn = Nn(s), где s ∈
∈ N — фиксированный параметр, имеет распреде-
ление вида:

P(Nn(s) = k) =

(
k

s+ k

)n
−
(

k − 1
s+ k − 1

)n
, k ∈ N .

Пусть ˜θ(x)— функция распределения Лапласа
с параметром θ > 0, соответствующая плотности
вида:

λθ(x) =
1

θ
√
2
e−

√
2|x|/θ, x ∈ R .

Теорема 2. Пусть x = xα есть α-квантиль нормиро-

ванной статистики σ
√
n
(
TNn(s) − µ

)
, u = uα —

α-квантиль распределения Лапласа с парамет-

ром 1/s. Тогда в обозначениях, введенных выше,

справедливо следующее асимптотическое разложе-

ние:

x = u− µ3σ
3

6

(
|u|√
2s
+
1

2s
− u2

)
λ1/

√
s(u)

λ1/s(u)

1√
n
+

+ o

(
1√
n

)
.
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Замечание 2. При s = 1 основной результат значи-
тельно упрощается:

x = u− µ3σ
3

6
√
n

(
|u|√
2
+
1

2
− u2

)
+ o

(
1√
n

)
.

Замечание 3. В теоремах 1 и 2 построены приближе-
ния квантилей x нормированных статистик неко-
торыми функциями от квантилей u распределений
Стьюдента и Лапласа соответственно. При этом
точность приближения дана в виде порядка по n,
в частности как o(1/

√
n). В [7] в общей ситуации

показано, что для ошибок приближения кванти-
лей можно получать более информативные вычис-
лимые оценки при наличии таковых для ошибок
приближения распределений нормированных ста-
тистик.

3 Вывод основных результатов

3.1 Вспомогательная лемма

Пусть Fn(x) есть последовательность функций
распределения, каждая из которых допускает раз-
ложения типа Эджворда–Чебышёва по степеням
ε = n−1/2 или ε = n−1 (см., например, [8]):

Fn(x) = Gk,n(x) +O(ε
k) ;

Gk,n(x) =

= G(x) +
{
εa1(x) + · · ·+ εk−1ak−1(x)

}
g(x) ,

где g(x)— плотность распределения G(x).
В частности, для k = 2 имеем:

Fn(x) = G(x) + εa1(x)g(x) +O
(
ε2
)
. (1)

Лемма 1 (см., например, [8]). В сформулированных

выше обозначениях имеет место следующее разложе-

ние:
x(u) = u+ εb1(u) +O(ε2), (2)

где x(u) и u суть квантили соответственно распре-

делений Fn иG одинакового порядка, т. е. Fn(x(u)) =
= G(u) и b1(u) = −a1(u).

3.2 Доказательство теоремы
для распределения Стьюдента
как предельного

Для вывода необходимого асимптотического
разложения квантилей распределения статистики,
построенной по выборке случайного объема, вос-
пользуемся результатом, полученным в работе [3].

Введем следующее обозначение:

fr(x) ≡
∞∫

0

φ (x
√
y)
1− x2y√

y
dHr(y) ,

где Hr(x)— функция гамма-распределения с пара-
метром r > 0:

Hr(x) =
rr

•(r)

x∫

0

e−ryyr−1 dy, x ≥ 0 .

В работе [3] показано, что в условиях теоремы
для функции распределения нормированной ста-
тистики TNn

справедлив следующий результат:

sup
x

∣∣∣∣∣P(σ
√
r(n− 1) + 1(TNn

− µ) < x) −

−G2r(x)−
µ3σ

3

6
√
r(n− 1) + 1

fr(x)

∣∣∣∣∣ = R ,

где

R =





O
((
logn

n

)1/2+δ)
, r = 1;

O
(

1

nmin(1,r(1/2+δ))

)
, r > 1;

O
(

1

nr(1+2δ)

)
,

1

1 + 2δ
< r < 1.

Отсюда при любом x ∈ R имеем асимптотическое
разложение вида:

P
(
σ
√
r(n − 1) + 1(TNn

− µ) < x
)
=

= G2r(x)−
µ3σ

3

6
√
r(n− 1) + 1

fr(x) +R1 , (3)

где

R1 =





O
(
1

n

)
, r ≥ 2

1 + 2δ
;

o

(
1√
n

)
,

1

1 + 2δ
< r <

2

1 + 2δ
.

Введем дополнительно следующие обозначения:

Fn(x) ≡ P(σ
√
r(n− 1) + 1(TNn

− µ) < x);

G(x) ≡ G2r(x);

ε ≡ n−1/2;

εa1(x)g(x) ≡
µ3σ

3

6
√
r(n− 1) + 1

fr(x),





(4)
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где g(x) есть плотность распределения G. Заметим
теперь, что в новых обозначениях разложение (3)
является схожим с разложением типа Эджворта–
Чебышёва из леммы 1. Поэтому, подставляя (2)
в разложение (3) согласно обозначениям (4), на-
ходим выражение для b1 и приходим к искомому
разложению типа Корниша–Фишера.

Для упрощения вывода введем дополнительное
обозначение, полагая θ ≡ µ3σ

3/6. Имеем (ср. (1)):

Fn(x) = G2r(u) + g2r(u)
b1√
n
+

θ√
r(n− 1) + 1

+

+ fr(u)+
θ√

r(n− 1) + 1
1√
n
f ′
r(u)b1(u)+O

(
1

n

)
.

Заметим, что последнее слагаемое этого равенства
является функцией порядка O (1/n), а следователь-
но, и o (1/

√
n).

Таким образом, учитывая условие Fn(x) =
= G2r(u), т. е. x и u суть квантили одного порядка,
получаем следующее выражение для коэффициен-
та b1(u):

b1(u) = − θ
√
n√

r(n− 1) + 1
fr(u)

g2r(u)
=

= − θ√
r

fr(u)

g2r(u)
+O

(
1

n

)
.

Для упрощения получившегося выражения вос-
пользуемся следующей леммой.

Лемма 2. Для функции fr(x), введенной выше, имеем:

fr(x) =
1√
2π
•

(
r − 1
2

)[
1 + rx2

](
1 +

x2

2

)−(r+1/2)
.

Для д о к а з а т е л ь с т в а леммы подставим
функцию гамма-распределения Hr(y) и плотность
стандартного нормального распределения φ

(
x
√
y
)

в выражение для функции fr(x):

fr(x) =

∞∫

0

φ (x
√
y)
1− x2y√

y
dHr(y) =

=
1√
2π

∞∫

0

e−(x
2y)/2 1− x2y√

y
yr−1e−y dy =

=
1√
2π




∞∫

0

e−y(1+x
2/2)y(r−1/2)−1dy +

+ x2
∞∫

0

e−y(1+x
2/2)y(r+1/2)−1 dy


 .

Рассмотрим вспомогательный интеграл:

h(α, p) ≡
∞∫

0

tα−1e−pt dt = •(α)p−α .

Тогда fr(x) запишется в виде:

fr(x) =
1√
2π

(
h

(
r − 1
2
, 1 +

x2

2

)
+

+ x2h

(
r +
1

2
, 1 +

x2

2

))
=

=
1√
2π

(
1 +

x2

2

)−(r+1/2)(
•

(
r − 1
2

)(
1 +

x2

2

)
+

+ x2•

(
r +
1

2

))
=

=
1√
2π

(
1 +

x2

2

)−(r+1/2)
•

(
r − 1
2

)(
1 + rx2

)
.

Воспользуемся результатом леммы 2 и получим
утверждение теоремы.

Рассмотрим случай r = 1. Тогда объем выбор-
ки Nn имеет геометрическое распределение. Име-
ем: δ ∈ (0, 1/2); значит, 2/(1 + 2δ) ∈ (1, 2). Сле-
довательно, остаточный член в случае r = 1 имеет
порядок o (1/

√
n). Найдем асимптотическое раз-

ложение для квантилей в этом случае, подставив
значение параметра в итоговое выражение:

xr=1(u) =

= u− µ3 σ
3 •(1)

6
√
n

1 + 1u2

1− 1/2

[
1 + u2/2

1 + u2/2

]3/2
+

+ o

(
1√
n

)
= u− µ3σ

3

3

(
1 + u2

) 1√
n
+ o

(
1√
n

)
.

3.3 Доказательство теоремы
для распределения Лапласа
как предельного

В работе [3] показано, что в условиях данной
теоремы для функции распределения нормирован-
ной статистики TNn(s) справедливо асимптотиче-
ское разложение вида:

max
x

∣∣∣∣P
(
σ
√
n(TNn(s) − µ) < x

)
− ˜1/s(x) −

−µ3σ
3ls(x)

6
√
n

∣∣∣∣ = O
(

1

n1/2+δ

)
, n→ ∞ , (5)

где функции˜1/s(x) и ls(x) определены следующим
образом:
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˜1/s(x) =

∞∫

0

� (x
√
y) de−s/y ,

ls(x) =

∞∫

0

φ(x
√
y)
1− x2y√

y
de−s/y ,

а�(x)иφ(x)— функция распределения и плотность
стандартного нормального распределения соответ-
ственно.

Из формулы (5) вытекает следующее соотноше-
ние:

P
(
σ
√
n(TNn(s) − µ) < x

)
= ˜1/s(x)+

µ3σ
3ls(x)

6
√
n
+

+O

(
1

n1/2+δ

)
, n→ ∞ . (6)

Формула (6) похожа на разложение типа Эджворда
(формула (1)), однако не соответствует ему в точ-
ности.

Введем следующие обозначения:

Fn(x) ≡ P
(
σ
√
n(TNn(s) − µ) < x

)
;

G(x) ≡ ˜1/s(x) ;

γ ≡ µ3σ
3ls(x)

6
.





(7)

Используем представление из [9]

∞∫

0

x−n−1/2e−px−q/x dx = (−1)n
√
π

p

∂n

∂qn
e−2

√
pq ,

p > 0 , q > 0 , (8)

и рассмотрим ls(x):

ls(x) =

∞∫

0

φ(x
√
y)
1− x2y√

y
de−s/y =

=
s√
2π




∞∫

0

y−5/2e−(x
2y)/2−s/y dy −

− x2
∞∫

0

y−3/2e−(x
2y)/2−s/y dy


 = l∗s(x) .

Возникают два случая.

1. Случай, когда x 6= 0 :

l∗s(x) =
2πs√
2πx2

(
x2e−

√
2sx2

2s
+

x4e−
√
2sx2

2
√
2(sx2)3/2

−

− x2
x2e−

√
2sx2

√
2sx2

)
= λ1/

√
s(x)

(
|x|√
2s
+
1

2s
− x2

)
.

2. Случай, когда x = 0 :

l∗s(x) =
s√
2π

∞∫

0

y−5/2e−s/y dy =

=
s√
2π

√
π

2s3/2
=

1

2
√
2s
.

Поскольку тождество (8) применимо, только когда
x > 0, проверим на непрерывность полученный
результат:

lim
x→0−0

λ1/
√
s(x)

(
|x|√
2s
+
1

2s
− x2

)
=

=
1

2
√
2s
= ls(0− 0) ;

lim
x→0+0

λ1/
√
s(x)

(
|x|√
2s
+
1

2s
− x2

)
=

=
1

2
√
2s
= ls(0 + 0) .

Таким образом, в силу (7) исходное приближение
принимает следующий вид:

Fn(x) = G(x)+
γ√
n

(
|x|√
2s
+
1

2s
− x2

)
λ1/

√
s(x)+

+O

(
1

n1/2+δ

)
, n→ ∞ . (9)

Поскольку

O

(
1

n1/2+δ

)
= o

(
1√
n

)
, n→ ∞ ,

формула (9) перепишется в виде:

Fn(x) = G(x)+
γ√
n

(
|x|√
2s
+
1

2s
− x2

)
λ1/

√
s(x)+

+ o

(
1√
n

)
, n→ ∞ .

Так как s ∈ N, то λ1/
√
s(x) > 0 для любого x ∈ R.

Тогда представим λ1/
√
s(x) > 0 в виде:

λ1/
√
s(x) =

λ1/
√
s(x)

λ1/s(x)
λ1/s(x)

и подставим в предыдущую формулу:

Fn(x) = G(x)+
γ√
n

(
|x|√
2s
+
1

2s
− x2

)
λ1/

√
s(x)

λ1/s(x)
×

× λ1/s(x) + o

(
1√
n

)
, n→ ∞ .

88 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 10 выпуск 2 2016



Разложения типа Корниша–Фишера для распределений статистик, построенных по выборкам случайного размера

Очевидно, что O(ε2) = o(ε) при ε → 0, поэтому
полученная формула в точности совпадает с фор-
мулой (1), в которой

a(x) ≡ γ

(
|x|√
2s
+
1

2s
− x2

)
λ1/

√
s(x)

λ1/s(x)
;

g(x) ≡ λ1/s(x) ;

ε ≡ 1√
n
.

Следовательно, формула (2) перепишется в виде:

x(u) =

= u− µ3σ
3

6

(
|u|√
2s
+
1

2s
− u2

)
λ1/

√
s(u)

λ1/s(u)

1√
n
+

+ o

(
1√
n

)
.

Теорема доказана.

4 Вычислительный эксперимент
План эксперимента.

1. Задаются следующие параметры (сначала для
случая, когда распределение Стьюдента явля-
ется предельным, затем в скобках для случая
предельного распределения Лапласа):

r = 1 (s = 1) — характеризует распределение
объема выборки;

χ24 — задает распределение случайных величин
X1, X2, . . .;

n = 1000 (n = 10 000) — параметр распределе-
ния объема выборки;

k = 10 000 — число точек, в которых рассчи-
тываются эмпирическая и аппроксимирующая
функции квантилей.

2. Производится расчет в следующей последова-
тельности: для каждой точки эмпирической
функции моделируется случайный объем Nn,
далее моделируется вектор случайных величин
X1, . . . , XNn

, затем рассчитывается значение
статистики TNn

, после чего она нормируется;
отдельно для каждой точки аппроксимиру-
ющей функции моделируется значение соот-
ветствующей квантили распределения Стью-
дента (Лапласа), значение самой функции
рассчитывается согласно полученным выраже-
ниям в теоремах 1 и 2.

3. Результаты даются в виде таблицы и графиков
на рисунке. В таблице используются следу-
ющие расстояния между эмпирической и ап-
проксимирующей функциями:

Значения метрик для приближения Лапласа и Стьюдента на разных
интервалах

n
Приближение Лапласа Приближение Стьюдента

Mdif , 10 ,000 L1, 10 000 Mdif , 1000 L1, 1000
0%–99,99% 1,93 0,15 3,00 0,06
0%–1% 1,51 0,65 2,42 0,83
0%–5% 1,51 0,28 2,42 0,29
1%–99% 0,26 0,14 1,16 0,05
5%–95% 0,17 0,14 0,21 0,04

Графики квантилей для приближений Лапласа (а) и Стьюдента (б)

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 10 выпуск 2 2016 89



A. S. Markov, M. M. Monakhov, and V. V. Ulyanov

Mdif : ρ (f, g) = max
1≤i≤k

|f(xi)− g(xi)| ;

L1 : ρ (f, g) =
1

k

k∑

i=1

|f(xi)− g(xi)| .

Отметим, что для расчета даже одного эмпири-
ческого значения статистики необходимо для каж-
дой из k = 10 000 точек моделироватьNn случайных
величин X1, . . . , XNn

, затем выполнить расчет ста-
тистики, что занимает несколько минут уже для
n = 1000.

Таблица иллюстрирует известный факт, что раз-
ложения Корниша–Фишера дают хорошее прибли-
жение в центральной зоне, т. е. для вероятностей
от 0,05 до 0,95. Качество приближения ухудшается
для значений вероятности около 0 и 1. О том же
говорит и рисунок.

На рисунке приведены графики квантилей для
приближения Лапласа с параметрами n = 10 000,
s = 1 (а) и Стьюдента с параметрами n = 1000,
r = 1 (б). По оси OX откладываются значения
эмпирических квантилей, по оси OY — значения,
даваемые разложениями Корниша–Фишера.
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СИСТЕМА ОБСЛУЖИВАНИЯ С ГИПЕРЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫМ

ВХОДЯЩИМ ПОТОКОМ И ПРОФИЛАКТИКАМИ ПРИБОРА∗

В. Г. Ушаков1

Аннотация: Изучена одноканальная система массового обслуживания с бесконечным числом мест для
ожидания, гиперэкспоненциальным входящим потоком и профилактиками обслуживающего прибора
при освобождении системы. Найдено нестационарное распределение числа требований в системе.
Профилактики прибора заключаются в том, что в момент освобождения системы от требований прибор на
случайное время с заданным распределением становится недоступным для обслуживания. Если за время
профилактики поступает хотя бы одно требование, начинается нормальное функционирование системы.
Если требования не поступают, то прибор отправляется на новую профилактику. Такие системы хорошо
описывают функционирование большого числа реальных вычислительных и информационных систем.
В частности, такие модели можно использовать при анализе систем, в которых наряду с основными
требованиями имеются второстепенные. Второстепенные требования всегда присутствуют в системе, а их
обслуживание может проводиться только тогда, когда нет основных, т. е. в фоновом режиме.

Ключевые слова: гиперэкспоненциальный поток; профилактики обслуживающего прибора; одноканаль-
ная система; длина очереди
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1 Введение

Исследованию систем массового обслуживания,
в которых при осуществлении определенных собы-
тий обслуживающий прибор становится на случай-
ное время полностью или частично недоступным,
уделяется в последнее время большое внимание.
В работах [1–4] можно найти обзор известных ре-
зультатов, большое число постановок задач, описа-
ние различных приложений и обширную библио-
графию.

Наиболее изученным и важным для приложе-
ний является случай, когда таким событием являет-
ся освобождение системы от требований. В англо-
язычной литературе для такой особенности работы
системы принят термин vacation. В литературе на
русском языке общепринятого термина нет. Чаще
всего используют один из следующих: каникулы,
прогулки, профилактики обслуживающего прибо-
ра. Будем использовать последнее название.

Системы обслуживания с профилактиками при-
бора хорошо описывают функционирование боль-
шого числа реальных вычислительных и инфор-
мационных систем. В частности, такие модели
можно использовать при анализе систем, в которых
наряду с основными требованиями имеются вто-
ростепенные. Второстепенные требования всегда

присутствуют в системе, а их обслуживание может
проводиться только тогда, когда нет основных, т. е.
в фоновом режиме.

В настоящей работе исследуется длина очереди
в нестационарном режиме в однолинейной системе
с ожиданием и гиперэкспоненциальным входящим
потоком. С пуассоновским потоком аналогичная
система обслуживания исследована в [2].

2 Описание модели

В однолинейную систему обслуживания с не-
ограниченным числом мест для ожидания посту-
пает гиперэкспоненциальный поток требований
с функцией распределения интервалов между по-
ступлениями вида:

A(t) =

k∑

i=1

ci
(
1− e−ait

)
, t > 0 , ai > 0 ,

ci > 0 ,

k∑

i=1

ci = 1 .

Гиперэкспоненциальный поток можно рассматри-
вать как пуассоновский поток со случайной ин-
тенсивностью a, которая принимает k различных

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 14-11-00397).
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значений a1, . . . , ak с вероятностями c1, . . . , ck. Те-
кущее значение a разыгрывается в момент поступ-
ления требования и не меняется между двумя сосед-
ними поступлениями. Введем случайный процесс
j(t) такой, что если a = aj в момент времени t, то
j(t) = j.

Предполагаем, что длительности обслуживания
требований — независимые в совокупности и не
зависящие от входящего потока случайные вели-
чины с функцией распределения B(x). Если в не-
который момент времени система освободилась от
требований, то обслуживающий прибор отправля-
ется на профилактику, которая длится случайное
время с функцией распределения C(x). Не огра-
ничивая общности, будем считать, что B(x) < 1,
C(x) < 1 для любого x и существуют плотности
распределения b(x) и c(x) (окончательные резуль-
таты от этих предположений не зависят, но их дока-
зательства становятся технически более простыми
и менее громоздкими). Обозначим:

β(s) =

∞∫

0

e−sxb(x) dx ,

γ(s) =

∞∫

0

e−sxc(x) dx ,

ψ(s) =

∞∫

0

e−sx dx

∞∫

0

c(u+ x)d(u)

1− C(u)
du .

Пока прибор находится на профилактике, он не
доступен для обслуживания. Если за время профи-
лактики поступают требования, после ее заверше-
ния начинается их обслуживание. Если ни одного
требования не поступает, то прибор отправляется
на новую профилактику. Длительности различных
профилактик являются независимыми случайны-
ми величинами и не зависят от входящего пото-
ка и времен обслуживания. Основным объектом
изучения будет случайный процесс L(t) — число
требований в системе в момент времени t. При его
исследовании потребуются свойства ряда функций,
определяемых через параметры системы. Рассмот-
рим многочлен по µ степени k вида:

k∏

i=1

(µ+ ai)− z

k∑

j=1

cjaj
∏

i6=j
(µ+ ai) . (1)

Занумеруем его корни µ1(z), . . . , µk(z) таким обра-
зом, чтобы они были непрерывными функциями z
и µ1(1) = 0. Тогда Reµj(z) < 0, |z| < 1, µi(z) 6=
6= µj(z), i 6= j, j = 1, . . . , k. Обозначим

αm(z) =
∏

j 6=m
(µm(z)− µj(z)) .

В дальнейшем понадобится следующая лемма.

Лемма 1. При каждом m, m = 1, . . . , k, уравнение

z = β (s− µm(z))

имеет в области Re s > 0 единственное решение z =
= zm(s) такое, что |zm(s)| < 1.

3 Распределение длины очереди

Для нахождения распределения случайного
процесса L(t) потребуются и другие процессы, свя-
занные с функционированием системы обслужи-
вания. Пусть ν(t) = 1, если в момент времени t
прибор занят обслуживанием требования, и ν(t) =
= 0, если в момент времени t прибор находится на
профилактике. Случайный процесс x(t) определим
следующим образом. Если L(t) > 0 и ν(t) = 1, то
x(t) есть время, прошедшее с начала обслуживания
требования, находящегося на приборе, до момен-
та t. Если ν(t) = 0, то x(t) есть время, прошедшее
с начала профилактики прибора до момента t.

Случайный процесс (L(t), j(t), x(t), ν(t))являет-
ся однородным марковским процессом. Положим:

Pj(n, x, t) =

=
∂

∂x
P(L(t) = n, j(t) = j, ν(t) = 1, x(t) < x) ,

n > 0 , x ≥ 0 , j = 1, . . . , k ;

Qj(n, x, t) =

=
∂

∂x
P(L(t) = n, j(t) = j, ν(t) = 0, x(t) < x) ,

n ≥ 0 , x ≥ 0 , j = 1, . . . , k ;

η(x) =
b(x)

1− B(x)
; ϕ(x) =

c(x)

1− C(x)
;

δi,j =

{
1 , i = j ;

0 , i 6= j .

Функции Pj(n, x, t) и Qj(n, x, t) удовлетворяют при
x > 0 следующим системам дифференциальных
уравнений:

∂Pj(n, x, t)

∂t
+
∂Pj(n, x, t)

∂x
=

= − (aj + η(x))Pj(n, x, t) +

+ (1− δn,1) cj

k∑

l=1

alPl(n− 1, x, t) ; (2)
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∂Qj(n, x, t)

∂t
+
∂Qj(n, x, t)

∂x
=

= − (aj + ϕ(x))Qj(n, x, t) +

+ (1− δn,0) cj

k∑

l=1

alQl(n− 1, x, t) (3)

и краевым условиям при x = 0:

Qj(n, 0, t) = 0 , n > 0 , Qj(0, 0, t) =

=

∞∫

0

Qj(0, x, t)ϕ(x) dx +

∞∫

0

Pj(1, x, t)η(x) dx ; (4)

Pj(n, 0, t) =

∞∫

0

Pj(n+ 1, x, t)η(x) dx +

+

∞∫

0

Qj(n, x, t)ϕ(x) dx . (5)

Будем предполагать, что в начальный момент вре-
мени t = 0 система свободна от требований,
а с начала профилактики прибора прошло слу-
чайное время с заданным распределением с плот-
ностью d(x). Таким образом,

Pj(n, x, 0) = 0 , n > 0 ;

Qj(n, x, 0) = δn,0cjd(x) , j = 1, . . . , k .

Положим

pj(z, x, s) =
∞∑

n=1

zn
∞∫

0

e−stPj(n, x, t) dt ;

qj(z, x, s) =

∞∑

n=0

zn
∞∫

0

e−stQj(n, x, t) dt .

Тогда, учитывая начальные условия, из (2) и (3)
получаем:

∂pj(z, x, s)

∂x
= − (s+ aj + η(x)) pj(z, x, s) +

+ cjz
k∑

l=1

alpl(z, x, s) ; (6)

∂qj(z, x, s)

∂x
= − (s+ aj + ϕ(x)) qj(z, x, s) +

+ cjz

k∑

l=1

alql(z, x, s) + cjd(x) . (7)

Решения (6) и (7) имеют вид:

pj(z, x, s) =

= (1 −B(x))cj

k∑

m=1

γ(m)(z, s)

µm(z) + aj
e−(s−µm(z))x ; (8)

qj(z, x, s) = (1− C(x)) cj

k∑

m=1

e−(s−µm(z))x×

×
(
δ(m)(z, s) + α−1

m (z)

k∏

l=1

(µm(z) + al)×

×
x∫

0

e(s−µm(z))u
d(u)

1− C(u)
du

)/
(µm(z) + aj), (9)

где функции γ(m)(z, s) и δ(m)(z, s) являются про-
извольными функциями указанных переменных
и определяются из краевых условий. Переходя в (4)
и (5) к преобразованиям Лапласа по t и производя-
щим функциям, получаем:

pj(z, 0, s) = z
−1

∞∫

0

pj(z, x, s)η(x) dx +

+

∞∫

0

qj(z, x, s)ϕ(x)dx − qj(z, 0, s) . (10)

Заметим, что qj(z, 0, s) не зависит от z, т. е.
qj(z, 0, s) = qj(s). Подставляя (8) и (9) в (10), полу-
чаем:

k∑

m=1

(
γ(m)(z, s)

(
1− z−1β(s− µm(z))

)

µm(z) + aj
+

+
δ(m)(z, s)(1− γ(s− µm(z)))

µm(z) + aj

)
=

=
k∑

m=1

α−1
m (z)

k∏

l=1

(µm(z) + al)ψ(s− µm(z))

µm(z) + aj
,

j = 1, . . . , k .

Отсюда

γ(m)(z, s)
(
1− z−1β(s− µm(z))

)
=

= δ(m)(z, s) (γ(s− µm(z))− 1) +

+ α−1
m (z)

k∏

l=1

(µm(z) + al)ψ (s− µm(z)) . (11)

В силу леммы 1 левая часть (11) обращается в 0 при
z = zm(s). Следовательно,

δ(m)(zm(s), s) =
ψ(s− λm(s))

αm(zm(s))(1 − γ(s− λm(s)))
×

×
k∏

l=1

(λm(s) + al) . (12)
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Здесь λm(s) = µm(zm(s)). Из (9) следует, что

qj(s) = cj

k∑

m=1

δ(m)(z, s)

µm(z) + aj
, j = 1, . . . , k .

Решая эту систему уравнений относительно
δ(m)(z, s), получаем:

δ(m)(z, s) = z

k∏

j=1

(µm(z) + aj)

αm(z)

k∑

l=1

alql(s)

µm(z) + al
. (13)

Подставляя в (13) z = zm(s), имеем:

δ(m)(zm(s), s) =

= zm(s)

k∏

j=1

(λm(s) + aj)

αm(zm(s))

k∑

l=1

alql(s)

λm(s) + al
. (14)

Сравнивая два представления (12) и (14)
для δ(m)(zm(s), s), получаем систему уравнений
для ql(s):

k∑

l=1

alql(s)

λm(s) + al
=

ψ(s− λm(s))

zm(s)(1 − γ(s− λm(s)))
,

m = 1, . . . , k ,

из которой находим:

ql(s) = cl

k∏

j=1

(λl(s) + aj)×

×
k∑

m=1




ψ(s− λm(s))

(1− γ(s− λm(s))) (λm(s) + al)
×

× 1∏

n6=m
(λm(s)− λn(s))


 . (15)

Подставляя (15) в (13) и учитывая (1), получаем:

δ(m)(z, s) =

=
z

αm(z)

k∑

j=1

ψ(s− λj(s))

k∏

l=1

(λj(s) + al)

zj(s)(1− γ(s− λj(s)))
×

×
∏

ν 6=j

µm(z)− λν(s)

λj(s)− λν(s)
. (16)

Таким образом, все величины, определяющие
функции pj(z, x, s) и qj(z, x, s), найдены. Заметим,
что преобразование Лапласа производящей функ-
ции числа требований в системе можно найти по
формуле:

p(z, s) =

∞∫

0

e−stE zL(t) dt =

=

k∑

j=1

∞∫

0

(pj(z, x, s) + qj(z, x, s)) dx .

Подставляя сюда (8) и (9), имеем:

p(z, s) =

k∑

j=1

k∑

m=1

cj
(µm(z) + aj)(s− µm(z))

×

×
(
γ(m)(z, s)(1− β(s− µm(z))) +

+ δ(m)(z, s) (1− γ(s− µm(z))) +

+

k∏

l=1

(µm(z) + al)α
−1
m (z) (1− ψ(s− µm(z)))

)
.

Далее, из (11) имеем:

γ(m)(z, s) =
δ(m)(z, s)(γ(s− µm(z))− 1)
1− z−1β(s− µm(z))

+

+

k∏

l=1

(µm(z) + al)ψ(s− µm(z))

αm(z)
(
1− z−1β (s− µm(z))

) .

Значит,

p(z, s) =

k∑

j=1

k∑

m=1

cj
(µm(z) + aj)(s− µm(z))

×

×
(
1− β(s− µm(z))

1− z−1β(s− µm(z))
×

×



δ(m)(z, s)(γ(s− µm(z))− 1) +

+

k∏

l=1

(µm(z) + al)ψ(s− µm(z))

αm(z)



+

+ δ(m)(z, s) (1− γ(s− µm(z))) +

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 10 выпуск 2 2016 95



V. G. Ushakov

+

k∏

l=1

(µm(z) + al)α
−1
m (z) (1− ψ(s− µm(z)))

)
=

=

k∑

j=1

k∑

m=1

cj
(µm(z) + aj)(s− µm(z))

(
δ(m)(z, s)×

× (z − 1)(1− γ(s− µm(z)))β(s − µm(z))

z − β(s− µm(z))
+

+

k∏

l=1

(µm(z) + al)

αm(z)
×

×
(
1 +
(1− z)β(s− µm(z))ψ(s− µm(z))

z − β(s− µm(z))

))
. (17)

Обозначим

τm(z) =

k∑

j=1

cj
µm(z) + aj

, m = 1, . . . , k .

Подставляя теперь (16) в (17), окончательно полу-
чаем:

p(z, s) =

k∑

m=1

τm(z)

αm(z)(s− µm(z))
×

×
(
z(z − 1)(1− γ(s− µm(z)))β(s − µm(z))

z − β(s− µm(z))
×

×
k∑

j=1

ψ(s− λj(s))

k∏

l=1

(λj(s) + al)

zj(s)(1 − γ(s− λj(s)))
×

×
∏

ν 6=j

µm(z)− λν(s)

λj(s)− λν(s)
+

k∏

l=1

(µm(z) + al)×

×
(
1 +
(1− z)β(s− µm(z))ψ(s− µm(z))

z − β(s− µm(z))

))
.
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МНОГОМЕРНОЕ ДРОБНОЕ ДВИЖЕНИЕ ЛЕВИ

И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ∗

Ю. С. Хохлов1

Аннотация: С начала 1990-х гг. было проведено большое число эмпирических исследований трафика
реальных телекоммуникационных систем. Было обнаружено, что он обладает рядом специфических
свойств, отличающих его от обычного голосового трафика, а именно: он обладает свойствами само-
подобия и долговременной зависимости и распределение величины нагрузки, поступающей от одного
источника, имеет тяжелые хвосты. Были построены новые модели трафика, которые обладали указанны-
ми свойствами. Наиболее известные из них — дробное броуновское движение и α-устойчивое движение
Леви. Но каждая из этих моделей обладает только частью из перечисленных выше свойств. Были пред-
приняты попытки построить более сложные модели, являющиеся комбинацией этих двух, в частности,
предложен некоторый вариант одномерного дробного движения Леви. В настоящей работе рассматри-
вается многомерный аналог дробного движения Леви. Этот процесс представляет собой многомерное
дробное броуновское движение со случайной заменой времени, в качестве которой рассматривается
α-устойчивое движение Леви с односторонними устойчивыми распределениями. Изучены свойства этого
процесса, показано, что он является самоподобным и имеет стационарные приращения. Показано также,
что координаты одномерных сечений этого процесса имеют распределения, отличные от устойчивых.
Но асимптотика хвостов этих распределений в точности такая же, как и у устойчивых распределений.
Далее эта модель использована для анализа неоднородного трафика, и получена нижняя асимптотическая
оценка для вероятности переполнения хотя бы одного буфера при условии, что все буферы большие.
Возможны и другие приложения.

Ключевые слова: многомерное дробное броуновское движение; α-устойчивый субординатор; самоподоб-
ные процессы; вероятность переполнения буфера

DOI: 10.14357/19922264160212

1 Введение

Во многих прикладных задачах часто встречает-
ся ситуация, когда процесс риска является прин-
ципиально многомерным. Например, нагрузка на
сервер может поступать от многих источников по
нескольким каналам. При этом нагрузка по каж-
дому каналу формируется таким образом, что эти
потоки оказываются зависимыми. Страховые ком-
пании ведут свою деятельность по многим направ-
лениям, каждое из которых формирует свой поток
рисков, но они взаимосвязаны. При формирова-
нии инвестиционного портфеля используются раз-
личные типы ценных бумаг, доходности которых
меняются со временем, при этом они зависят от
некоторых общих факторов, определяющих состо-
яние рынка. Все эти примеры ведут к многомерным
процессам риска с зависимыми компонентами. Су-
ществует и множество других примеров, возника-
ющих, например, в физических задачах.

Многочисленные эмпирические исследования
показали, что процессы риска в описанных вы-

ше областях обладают двумя важными свойствами,
а именно: свойством долговременной зависимости
и тяжелыми хвостами распределений вероятностей.
Обычно при управлении процессами риска пользу-
ются усредненными характеристиками процессов,
которые при сильном агрегировании быстро ста-
билизируются. Это сильно упрощает задачи управ-
ления, так как позволяет работать с практически
неслучайными величинами. Но эмпирические ис-
следования последних 20 лет показали, что со-
временные процессы риска в широком диапазо-
не интервалов агрегирования не стабилизируются,
а остаются (после некоторой нормировки) практи-
чески такими же. Подобное поведение случайного
процесса называют его самоподобием.

Сказанное выше приводит к задаче построения
многомерных моделей риска, которые обладают
тремя важными свойствами: самоподобием, дол-
говременной зависимостью и тяжелыми хвостами
распределений.

В одномерном случае этой проблематике посвя-
щено большое число работ. Обычно рассматривают

∗Работа поддержана РНФ (проект 14-11-00364).
1Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, yskhokhlov@yandex.ru
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самоподобные процессы со стационарными прира-
щениями.

Типичными примерами таких процессов слу-
жат дробное броуновское движение и устойчивое
движение Леви. Первый процесс обладает свой-
ством долговременной зависимости, но, как из-
вестно, гауссовское распределение имеет быстро
убывающий хвост. Напротив, устойчивое движение
Леви имеет независимые приращения, но устой-
чивые распределения (с показателем устойчивости
меньше 2) есть типичный пример распределений
с тяжелыми хвостами. В определенном смысле эти
два процесса являются антиподами. В то же время
и тот и другой класс процессов в качестве частного
случая содержит обычное броуновское движение.

Хотелось бы найти такую модель, которая объ-
единяла бы свойства этих двух. Было предложено
несколько вариантов решения этой задачи. Одним
из них является модель FARIMA, использующая
понятие дробного сдвига. Похожий вариант для
случая непрерывного времени используется в так
называемой модели линейного дробного устойчи-
вого движения. Существует также модель лога-
рифмически-дробного устойчивого движения и не-
которые другие. Наиболее близка к настоящему
исследованию работа [1], которая использует под-
ход Мандельброта при построении дробного бро-
уновского движения с помощью некоторого стоха-
стического интеграла по обычному броуновскому
движению. Построенный авторами процесс явля-
ется самоподобным и имеет устойчивые распреде-
ления. Но его использование в задачах моделиро-
вания вызывает некоторые затруднения в силу его
сложной структуры. В работе [2] предложен новый
вариант одномерного дробного движения Леви, ко-
торый представляет собой подчиненный процесс,
где управляемый процесс есть дробное броуновское
движение, а управляющий процесс есть односто-
роннее устойчивое движение Леви с показателем
устойчивости меньше 1. Эта модель была исполь-
зована для получения нижней оценки вероятности
переполнения большого буфера.

В настоящей работе рассматривается аналогич-
ная модель в многомерном случае. В качестве ис-
ходного объекта берется многомерное дробное бро-
уновское движение. Подробное исследование этого
процесса проведено в работах [3, 4]. Далее рас-
сматривается подчиненный процесс, для которого
управляемый процесс есть многомерное дробное
броуновское движение, а управляющий процесс
(случайное время), как и раньше, есть односто-
роннее устойчивое движение Леви. Исследованы
свойства такого многомерного процесса. Далее эта
модель применяется в некоторой задаче из теории
телетрафика.

2 Устойчивые распределения
и процессы Леви

В предлагаемой модели важную роль играют
устойчивые распределения и процессы Леви. Да-
лее приводятся некоторые известные определения
и рассматриваются необходимые свойства таких
распределений и процессов.

Определение 1. Случайный процесс Y = (Y (t), t ≥
≥ 0) со значениями в Rd называется процессом
Леви, если

(1) Y (0) = 0 п. н.;

(2) Y имеет независимые приращения;

(3) Y имеет стационарные приращения, т. е. для
любых t ≥ 0,h > 0 случайный векторY (t+h)−
−Y (t) имеет распределение, не зависящее от t.

Очень часто из соображений регулярности тре-
буют выполнения следующего свойства: с вероят-
ностью единица все траектории Y должны быть
непрерывными справа и иметь конечные пределы
слева. Это не является дополнительным ограниче-
нием, так как всегда можно построить реализацию
процесса Леви с таким свойством.

Хорошо известно, что все конечномерные рас-
пределения процесса Y однозначно определяются
по распределению случайного вектора Y (1), кото-
рое является безгранично делимым.

Одним из наиболее известных одномерных при-
меров процессов Леви служит процесс броуновско-
го движения (или винеровский процесс).

Определение 2. Процесс Леви B = (B(t), t ≥ 0) со
значениями в R1 называется процессом броунов-
ского движения (BM — Brownian motion), если для
любых t ≥ 0, h > 0 приращениеB(t+h)−B(t) име-
ет гауссовское распределение с нулевым средним
и дисперсией σ2h.

Если σ2 = 1, то имеет место стандартное бро-
уновское движение. Нетрудно показать, что

K(t, s) = Cov (Y (t), Y (s)) = σ2min(t, s) .

По определению броуновское движение имеет
гауссовские распределения. В силу центральной
предельной теоремы такие распределения получа-
ются асимптотически для нормированных сумм не-
зависимых и одинаково распределенных случайных
величин с конечной дисперсией. В случае беско-
нечных дисперсий приходим к понятию устойчи-
вого распределения.
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Определение 3. Говорят, что случайная величина Y
имеет α-устойчивое распределение, если ее харак-
теристическая функция имеет следующий вид:

ϕ(ω) := E
[
eiωX

]
=

= exp{iµω − σ|ω|α[1− iβ sign (ω)θ(ω, α)]},

где 0 < α ≤ 2; σ ≥ 0; −1 ≤ β ≤ 1; µ ∈ R1;

θ(ω, α) =





tan

(
απ

2

)
α 6= 1 ;

− 2
π
ln |ω| α = 1 .

Параметрα называется характеристическим по-

казателем и определяет скорость убывания хвостов
распределения; σ и µ являются параметрами мас-

штаба и сдвига соответственно; β называется пара-

метром асимметрии. Если β = 0, то X имеет сим-
метричное относительно µ распределение. Если
0 < α < 1, µ = 0 и β = 1, то случайная величина X
положительна с вероятностью 1. В дальнейшем
будем говорить, что случайная величина Y име-
ет стандартное α-устойчивое распределение, если
µ = 0 и σ = 1.

α-устойчивое распределение является безгра-
нично делимым. Оно порождает некоторый про-
цесс Леви.

Определение 4. Случайный процесс Lα = (Lα(t),
t ≥ 0) со значениями в R1 называется α-устойчи-
вым движением Леви, если это процесс Леви, для
которого Lα(1) имеет заданное устойчивое распре-
деление.

Если у распределения Lα(1) 0 < α < 1, β = 1,
µ = 0, то траектории процесса Lα являются по-
ложительными и неубывающими. Такой процесс
называется α-устойчивым субординатором.

Если α = 2, µ = 0, то мы вновь возвращаемся
к процессу броуновского движения B.

Между α-устойчивыми движениями Леви с раз-
личными α справедливо следующее соотношение.

Теорема 1. Если (Lα1(t), t ≥ 0), 0 < α1 ≤ 2, есть

α1-устойчивое движение Леви с симметричными рас-

пределениями и (Lα2(t), t ≥ 0), 0 < α2 < 1, есть

α2-устойчивый субординатор, то случайный процесс

Y = (Y (t) := Lα1(Lα2(t)), t ≥ 0) есть α1α2-устой-

чивое движение Леви с симметричными распределе-

ниями.

Эта теорема есть прямое следствие следующего
результата В. М. Золотарева [5, теорема 3.3.1.]:

Теорема 2. Если Y1 имеет симметричное α1-устой-

чивое распределение, 0 < α1 ≤ 2, Y2 имеет односто-

роннее α2-устойчивое распределение, 0 < α2 < 1, то

случайная величина Y = Y1Y
1/α1
2 имеет симметрич-

ное α1α2-устойчивое распределение.

В частности, для α1 = 2 и 0 < α2 = α/2 < 1
получается следующий результат.

Теорема 3. Если B = (B(t), t ≥ 0) есть бро-

уновское движение, Lα/2 = (Lα/2(t), t ≥ 0) есть

α/2-устойчивый субординатор, то Lα = (Lα(t) :=
:= B(Lα/2(t)), t ≥ 0), 0 < α < 2, есть α-устойчивое

движение Леви с симметричными распределениями.

Рассмотрим теперь многомерные аналоги при-
веденных выше определений и результатов.

Определение 5. Процесс Леви B = (B(t), t ≥ 0) со
значениями вRd называется многомерным процес-
сом броуновского движения (MBM — multivariate
BM), если для любых t ≥ 0, h > 0 приращение
B(t + h) − B(t) имеет гауссовское распределение
с нулевым средним и матрицей ковариаций ›h, где
› — некоторая положительно определенная мат-
рица.

Пусть Y = (Y1, . . . , Yd) есть случайный вектор.

Определение 6. Случайный вектор Y имеет много-
мерное α-устойчивое распределение с параметром
α ∈ (0, 2], если его характеристическая функция
имеет следующий вид: для любого ω ∈ Rd

ϕY (ω) = E(exp(i(Y, ω))) = exp(i(a, ω)− I(ω)) ,

где

(1) если α = 2, то a ∈ Rd — вектор средних,
I(ω) = (1/2)(›ω, ω), ›— матрица ковариаций
случайного вектора Y ;

(2) если 0 < α < 2, то a ∈ Rd и

I(ω) =

∫

Sd−1

|(ω, u)|αθα(ω, u)•(du) ,

•— конечная мера на сфере Sd−1 и

θα(ω, u) =





1− i tan

(
απ

2

)
sign (ω, u), α 6= 1,

1 +
2

π
ln |(ω, u)|sign (ω, u), α = 1.

Такое распределение является безгранично де-
лимым и порождает некоторый процесс Леви Y =
= (Y (t), t ≥ 0) со значениями в Rd. Будем называть
его многомерным α-устойчивым движением Леви.
Для α = 2 и a = 0 получаем многомерное броунов-
ское движение.

Важным частным случаем являются так называ-
емые многомерные эллиптически контурирован-
ные устойчивые распределения, которые кратко
будем называть эллиптическими устойчивыми рас-
пределениями. Их характеристическая функция
имеет вид:

ϕY (ω) :=

:= E(exp(i(Y, ω)) = exp(i(a, ω)− (›ω, ω)α/2),
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где a ∈ Rd, › — некоторая положительно опреде-
ленная матрица (см., например, [6]).

Справедлив следующий аналог теоремы 3.

Теорема 4. Если B = (B(t), t ≥ 0) есть многомер-

ное броуновское движение с матрицей ковариаций ›,

Lα/2 = (Lα/2(t), t ≥ 0) есть α/2-устойчивый субор-

динатор, то Lα = (Lα(t) := B(Lα/2(t)), t ≥ 0), 0 <
< α < 2, есть многомерное α-устойчивое движение

Леви с эллиптически контурированными распределе-

ниями.

3 Самоподобные процессы

Определение 7. Вещественный случайный процесс
Y = (Y (t), t ≥ 0) называется самоподобным с па-
раметром Херста H ≥ 0, если он удовлетворяет
следующему условию:

Y (t)
d
= c−HY (ct) , ∀ t ≥ 0, ∀ c > 0,

где
d
= обозначает равенство конечномерных рас-

пределений.

Двумя наиболее популярными примерами са-
моподобных процессов являются дробное броунов-
ское движение (fBM — fractional BM) и α-устойчи-
вое движение Леви.

Определение 8. Дробное броуновское движение
с параметром Херста H есть гауссовский процесс
(BH(t), t ≥ 0) с нулевыми средними и ковариаци-
онной функцией

KH(t, s) =
1

2

[
|t|2H + |s|2H − |t− s|2H

]
.

При H = 1/2 возвращаемся к обычному бро-
уновскому движению.

Определениеα-устойчивого движения Леви бы-
ло дано выше. Для него H = 1/α.

Можно определить многомерный аналог само-
подобного процесса.

Определение 9. Случайный процесс Y = (Y (t) =
= (Y1(t), . . . , Yd(t)), t ∈ R1) со значениями в Rd на-
зывается самоподобным с параметром Херста H =
= (H1, . . . , Hd) ∈ (0,∞)d, если он удовлетворяет
следующему условию:

Y (t)
d
= c−HY (ct) = (c−H1Y (ct1), . . . , c

−HdY (ctd)),

∀t ≥ 0, ∀c > 0 .

Возможны и другие более общие определения.
Дополнительную информацию об устойчивых и са-
моподобных процессах можно найти в книгах [7, 8].

4 Многомерное дробное
броуновское движение

Основой модели, которая предлагается в данной
статье, является многомерное дробное броуновское
движение. Далее приводится только его определе-
ние. Более подробную информацию можно найти
в [3, 4].

Определение 10. Многомерным дробным броунов-
ским движением (MFBM — multivariate fBM) с па-
раметром Херста H ∈ (0, 1)d называется d-мерный
случайный процесс Y = (Y1(t), . . . Yd(t), t ∈ R1),
который обладает следующими свойствами:

(1) Y есть гауссовский процесс;

(2) Y является самоподобным с параметром Херс-
та H;

(3) Y имеет однородные приращения.

В данной работе наиболее интересен случай, ко-
гда 1/2 < Hp < 1 для всех p : 1 ≤ p ≤ d. В этой
ситуации при дополнительном ограничении, что
процессY является обратимым по времени, он име-
ет нулевые средние и следующие ковариационные
функции:

E(Yp(s)Yq(t)) =

=
σpq
2

[
|s|Hp+Hq + |t|Hp+Hq − |t− s|Hp+Hq

]
,

где› = (σpq) есть некоторая положительно опреде-
ленная матрица. В частности,

D(Yp(t)) = E
(
|Yp(t)|2

)
= σ2p|t|2Hp .

Далее многомерное дробное броуновское дви-
жение с параметромH будем обозначать, как и в од-
номерном случае, BH .

5 Многомерное дробное
движение Леви

В этом разделе предлагается некоторый вариант
многомерного дробного движения Леви. Одномер-
ный аналог этого процесса был определен в рабо-
те [2].

Пусть (BH(t), t ∈ R1) есть многомерное дроб-
ное броуновское движение с параметром Херс-
та H и матрицей ковариаций ›; (L1α(t), t ≥ 0)
и (L2α(t), t ≥ 0)— стандартныеα-устойчивые субор-
динаторы, 0 < α < 1; процессы BH , L1α и L2α неза-
висимы.
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Определение 11. Многомерным дробным движе-
нием Леви называется случайный процесс X =
= (X(t), t ∈ R1) со значениями в Rd такой, что

X(t) :=

{
BH(L

1
α(t)), t ≥ 0 ;

BH(L
2
α(−t)), t < 0 ,

Покажем, что предложенный процесс облада-
ет свойством самоподобия, а именно имеет место
следующий результат.

Теорема 5. Построенный выше случайный процесс

является самоподобным с параметром Херста H/α.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Процессы (Lkα(t), t ≥ 0), k =
= 1, 2, являются α-устойчивыми и самоподобными
с параметром Херста 1/α. В силу этого для любого
c > 0 имеем:

(Lkα(ct), t ≥ 0)
d
= (c1/αLkα(t), t ≥ 0).

Тогда

(X(ct), t ∈ R1) = BH(±Lkα(c|t|), t ∈ R1)
d
=

d
= (BH(±c1/αLkα(|t|), t ∈ R1) .

Используя самоподобие процесса BH для фикси-
рованного τ = Lkα(|t|), имеем для любого a > 0

(BH(aτ), τ ≥ 0) d= (aHBH(τ), τ ≥ 0) ,

или

(BH(±c1/ατ), τ ≥ 0) d= (cH/αBH(±τ), τ ≥ 0) .

Применяя формулу полной вероятности, получаем
нужный результат.

Используя последнюю теорему, можно получить
следующий полезный для дальнейших приложений
результат.

Следствие 1. Для любого t > 0

X(t)
d
= ((L1α(t))

H1Y1, . . . , (L
1
α(t))

HdYd),

где случайный вектор Y = (Y1, . . . , Yd) имеет мно-
гомерное нормальное распределение со средним
ноль и матрицей ковариаций ›, причем L1α(t) и Y
независимы.

Этот результат легко следует из определения
многомерного дробного броуновского движения
и независимости BH и Lα.

Следствие 2. ЕслиB есть многомерное дробное бро-
уновское движение с матрицей ковариаций ›, то
H1 = · · · = Hd = 1/2 и для любого t > 0 случайный
вектор

X(t)
d
= (L1α(t))

1/2(Y1, . . . , Yd)

имеет многомерное α-устойчивое эллиптически
контурированное распределение с матрицей кова-
риаций ›.

Этот результат есть прямое следствие теоремы 4.
В случае дробного броуновского движения слу-

чайный векторX(t)имеет распределение, отличное
от устойчивого, если все Hp > 1/2. Для доказатель-
ства достаточно рассмотреть одну из компонент
этого вектора. Как отмечалось выше, случайная ве-
личина (Lα(t))1/2B(1) имеет симметричное устой-
чивое распределение с характеристическим показа-
телем α/2. Но случайные величины (Lα(t))1/2B(1)
и (Lα(t))H1B(1) имеют разные распределения, если
H1 6= 1/2.
Замечание 1. Параметр Херста H/α определенно-
го выше процесса X может быть любым положи-
тельным числом. Будем предполагать, что 1/2 <
< Hk/α < 1, k = 1, . . . , d. В этом случае рассматри-
ваемый процесс имеет конечные математические
ожидания и обладает свойством долговременной
зависимости.

Теорема 6. Определенный выше случайный процесс X
имеет однородные по времени приращения.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Хорошо известно, что дроб-
ное броуновское движение BH имеет однородные
приращения. Более того, для любых 0 < t1 < t2

BH (t2)−BH (t1)
d
= BH (t2 − t1) .

Тогда для любых t ≥ 0, h > 0 и фиксированных
Lkα(t+ h) = t2, L

k
α(t) = t1 имеем:

BH(L
k
α(t+h))−BH(Lkα(t))

d
= BH(L

k
α(t+h)−Lkα(t)) .

В силу формулы полной вероятности имеем то же
самое и для случайных моментов времени. Про-
цесс Lkα(t) также имеет однородные приращения.
В итоге получаем:

BH
(
Lkα(t+ h)

)
−BH

(
Lkα(t)

) d
=

d
= BH

(
Lkα(t+ h)− Lkα(t)

) d
= BH

(
Lkα(h)

)
.

6 Асимптотика хвостов
распределений многомерного
дробного движения Леви

В этом разделе изучается поведение хвостов од-
номерных сечений дробного движения Леви, по-
строенного выше.

В силу свойства самоподобия достаточно рас-
смотреть только распределение случайного векто-
ра X(1). Рассмотрим случайную величину Zα :=
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:= L1α. Без ограничения общности можно считать,
что она имеет стандартное одностороннее α-устой-
чивое распределение. В силу следствия 2 имеем:

X(1)
d
= ((Zα)

H1Y1, . . . , (Zα)
HdYd) ,

где случайный вектор Y = (Y1, . . . , Yd) имеет мно-
гомерное нормальное распределение со средним
ноль и матрицей ковариаций ›, причем Zα и Y
независимы. Покажем, что этот вектор имеет рас-
пределения, отличные от устойчивых. Для этого
достаточно проверить, что это верно для отдельно
взятой координаты.

Предположим противное: первая координата
V := (Zα)

H1Y1 имеет симметричное устойчивое
распределение с показателем 0 < α1 < 2. Тогда,
как показано выше, существует такая независимая
от Y1 случайная величина S, которая имеет одно-
стороннее устойчивое распределение с показателем
α1/2, что

V
d
= S1/2Y1 .

Отсюда получаем:

(Zα)
H1Y1

d
= S1/2Y1 .

Нормальное распределение обладает свойством
идентифицируемости для масштабных смесей.
В силу этого получаем

(Zα)
H1 d
= S1/2,

или
(Zα)

2H1 d
= S .

Но, как хорошо известно, если случайная величи-
на Zα имеет устойчивое распределение, то случай-
ная величина S имеет распределение, отличное от
устойчивого. Это противоречие доказывает нужное
утверждение.

Тем не менее можно показать, что хвосты рас-
пределений координат вектора X(1) ведут себя
в точности так же, как хвосты устойчивых распреде-
лений. Для доказательства этого свойства потребу-
ется результат, известный как теорема Бреймана [9].

Теорема 7. Пусть X и Y есть независимые неотри-

цательные случайные величины и

�F (x) := P (X > x) = x−αL(x) , x→ ∞ ,

где α > 0, L — медленно меняющаяся функция,

E(Y α+ε) < ∞ для некоторого ε > 0. Тогда при

больших x > 0

�H(x) := P (XY > x) ∼ E(Y α) �F (x) .

Применим этот результат к распределению k-й
координаты вектораX(1). Если Zα имеет стандарт-
ное α-устойчивое распределение, то для больших
x > 0

P (Zα > x) ∼ C(α)x−α ,

где

C(α) =
sin(πα)

π
•(α)

(см. [11, теорема 2.4.1]). Тогда, используя теорему
Бреймана, для больших x > 0 получаем:

P ((Zα)
HkYk > x) =

1

2
P
(
(Zα)

Hk |Yk| > x
)
=

=
1

2
P
(
Zα|Yk|1/Hk > x1/Hk

)
∼

∼ 1
2
E
(
|Yk|α/Hk

)
P
(
Zα > x1/Hk

)
∼

∼ 1
2
C(α)E

(
|Yk|α/Hk

)
x−α/Hk =

=
1

2
C(α)E

(
|Yk|1/H

1

k

)
x−1/H

1

k .

7 Приложение к моделированию
телетрафика

В этом разделе построенный выше процесс при-
меняется для моделирования динамики нагрузки
сервера, поступающей по нескольким каналам,
и делается нижняя оценка для вероятности пере-
полнения хотя бы одного из буферов при больших
размерах всех буферов.

Пусть имеется система массового обслуживания
с одним сервером, на которую подается нагрузка по
нескольким каналам, которые, вообще говоря, за-
висимы. Величина нагрузки, поступившей по k-му
каналу, определяется по правилу:

Ak(t) := mkt+ (σkmk)
1/βk Xk(t), k = 1, . . . , d .

Векторный случайный процесс X(t) =
= (X1(t), . . . , Xd(t)) есть дробное движение Леви
с параметром Херста H1 = (H11 , . . . , H

1
d) := H/α =

= (H1/α, . . . , Hd/α) и матрицей › = (σpq), опреде-
ленное выше, σ2k = 1, βk = α/Hk, k = 1, . . . , d. Если
обслуживание пакетов осуществляется путем слу-
чайного выбора канала с некоторой вероятностью,
то естественно предположить, что скорость об-
служивания нагрузки из k-го канала постоянна
и равна rk. Чтобы обеспечить устойчивость функ-
ционирования системы, предположим, как обыч-
но, что rk > mk, k = 1, . . . , d. Тогда величина
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загрузки k-го буфера в момент времени t ∈ R1

можно записать в виде:

Qk(t, rk) = sup
s≤t
(Ak(t)−Ak(s)− rk(t− s))+ .

В силу теоремы 6 процессы Qk = (Qk(t, r), t ∈
∈ R1) являются стационарными. Пусть bk есть
размер k-го буфера.

Обозначим b = (b1, . . . , bd). Найдем оценку для
следующей вероятности переполнения хотя бы од-
ного из буферов:

ε(b) = P

(
d⋃

k=1

(Qk(0, r) > bk)

)
=

= P

(
d⋃

k=1

(
sup
τ≥0
(Ak(τ)− rkτ) > bk

))
.

Далее получим нижнюю границу для этой вероят-
ности при больших bk, используя технику, развитую
в работах [1, 10]. Аналогичный результат в одно-
мерном случае был получен ранее в работе [2].

Используя определение входящего потока
и свойство самоподобия, получаем:

ε(b) = P

(
d⋃

k=1

(
sup
τ≥0
(Ak(τ) − rkτ) > bk

))
≥

≥ sup
τ≥0

P

(
d⋃

k=1

((Ak(τ) − rkτ) > bk)

)
=

= sup
τ≥0

P

(
d⋃

k=1

(
mkτ + (σkmk)

1/βk Xk(τ)− rkτ >

> bk

))
=

= sup
τ≥0

P

(
d⋃

k=1

(
mkτ + (σkmkτ)

1/βk Xk(1)− rkτ >

> bk)) = sup
τ≥0

P

(
d⋃

k=1

(
Xk(1) >

bk + (rk −mk)τ

(σkmkτ)
1/βk

))
.

Обозначим

fk(τ) =
bk + (rk −mk)τ

(σkmkτ)
1/βk

.

Используя следствие 1, получаем:

ε(b) ≥ sup
τ≥0

P

(
d⋃

k=1

((
L1α(1)

)Hk
Yk > fk(τ)

))
≥

≥ sup
τ≥0

P

(
d⋃

k=1

(
(
L1α(1)

)Hk
Yk > fk(τ),

d⋂

k=1

(Yk > 1)

))
≥

≥ sup
τ≥0

P

(
d⋃

k=1

((
L1α(1)

)Hk
> fk(τ),

d⋂

k=1

(Yk > 1)

))
≥

≥ sup
τ≥0

P

(
d⋃

k=1

((
L1α(1)

)Hk
> fk(τ)

))
×

× P

(
d⋂

k=1

(Yk > 1)

)
=

= C(›) sup
τ≥0

P

(
d⋃

k=1

(
L1α(1) > [fk(τ)]

1/Hk

))
=

= C(›) sup
τ≥0

P

(
L1α(1) > min

k
[fk(τ)]

1/Hk

)
.

Последняя вероятность есть невозрастающая функ-
ция от fk(τ), которая в точке

τk =
bkH

1
k

(1−H1k)(rk −mk)

принимает наименьшее значение, равное

dk := fk (τk)
(rk −mk)

H1k (1−H1k)
−(1−H1k)

(σkmkH
1
k)
H1k

b
1−H1k
k .

Так как

sup
τ≥0
min
k
[fk(τ)]

1/Hk ≤ min
k
sup
τ≥0
[fk(τ)]

1/Hk =

= min
k
[dk]

1/Hk ,

то получаем

ε(b) ≥ C(›)P

(
L1α(1) > min

k
[dk]

1/Hk

)
.

ЕслиL1α(1)имеет стандартноеα-устойчивое рас-
пределение, то для больших x > 0

P (L1α(1) > x) ∼ C(α)x−α ,

где

C(α) =
sin(πα)

π
•(α)

(см. [11, теорема 2.4.1].) Отсюда для больших bk

ε(b) ≥ C(α,H,›)max
k

[
σk

mk

rk −mk
b
−(1−H1k)/H1k
k

]
.
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Сформулируем окончательный результат в виде
следующей теоремы.

Теорема 8. В рамках описанной выше модели асим-

птотическая нижняя граница для вероятности пере-

полнения хотя бы одного из буферов имеет следующий

вид:

ε(b) ≥ C(α,H,›)max
k

[
σk

mk

rk −mk
b
−(1−H1k)/H1k
k

]
,

если bk → ∞, 1 ≤ k ≤ d.
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ИНТЕНСИВНОСТЬ ЦИТИРОВАНИЯ НАУЧНЫХ ПУБЛИКАЦИЙ

В ИЗОБРЕТЕНИЯХ ПО ИНФОРМАЦИОННО-КОМПЬЮТЕРНЫМ

ТЕХНОЛОГИЯМ, ПАТЕНТУЕМЫХ В РОССИИ

ОТЕЧЕСТВЕННЫМИ И ЗАРУБЕЖНЫМИ ЗАЯВИТЕЛЯМИ∗

В. А. Минин1, И. М. Зацман2, В. А. Хавансков3, С. К. Шубников4

Аннотация: Рассматриваются информационные взаимосвязи науки и технологий, а также методы ин-
дикаторного оценивания процессов переноса (трансфера) знаний из разных областей исследований
в сферу технологического развития. Предлагаемые методы предназначены для определения значений
индикатора интенсивности цитирования научных работ в описаниях изобретений, патентуемых в России
отечественными и зарубежными заявителями. Подобный подход может использоваться для получения
косвенных оценок инновационного потенциала направлений научных исследований (ННИ). Значения
индикатора интенсивности вычислялись как в целом, так и с распределением по странам заявителей.
Представлены результаты определения значений индикатора, для чего в качестве исходной информации
использовались полнотекстовые описания изобретений по классу G06 Международной патентной клас-
сификации (МПК, англ. International Patent Classification — IPC) (Обработка данных; вычисления; счет),
опубликованные Роспатентом в 2000–2012 гг. Использование информационных ресурсов Роспатента
было обусловлено тем, что они представлены в электронном виде, т. е. доступны для автоматизированной
обработки. В результате получены значения индикатора интенсивности цитирования (ИЦ) научных
работ с разделением по отечественным, зарубежным и совместным изобретениям, запатентованным
в РФ. Такая детализация позволила оценить активность международного технологического сотрудниче-
ства и совместного патентования изобретений по информационно-компьютерным технологиям (ИКТ)
в России, а также определить тематику сотрудничества в этой области.

Ключевые слова: цитирование научных работ; интенсивность цитирования; взаимосвязи науки и тех-
нологий; информационные технологии; Международная патентная классификация; расчет значений
индикатора интенсивности цитирования
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1 Введение

Среди различных видов источников знаний,
стимулирующих появление новых инженерных
идей, научные публикации выделяются тем, что
они открыты и доступны для использования [1].
Доля изобретений, в которых цитируются именно
научные публикации, зависит от вида технологий.
Тематически каждый вид технологий описывается,
как правило, в виде списка рубрик МПК. Междуна-
родная патентная классификация — иерархическая
система патентной классификации, которая явля-
ется средством для рубрицирования патентных до-

кументов (описаний изобретений, промышленных
образцов, полезных моделей) единообразно в меж-
дународном масштабе.

Наиболее часто для такого описания исполь-
зуются списки рубрик МПК из номенклатуры,
разработанной Фраунгоферовским институтом
системотехники и инновационных исследований
(Fraunhofer Gesellschaft-Institute f�ur Systemtechnik
und Innovationsforschung — FhG-ISI).

Примеры списков рубрик МПК из номенклату-
ры FhG-ISI приведены в табл. 1 для пяти видов тех-
нологий. Последний столбец содержит значения
индикатора интегральной ИЦ (ИИЦ) результатов

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 16-07-00075).
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Таблица 1 Коды МПК технологий и значения индикатора ИИЦ

Вид технологий Коды МПК вида технологий ИИЦ
Биотехнологии C07G; C12M, N, P, Q, R, S 138,43
Фармацевтические A61K 83,71
Полупроводниковые H01L 56,44
Оптические G02; G03B, C, D, F, G, H; H01S 21,89
Информационные G06; G11C; G10L 20,39

научных исследований, которые связаны с разви-
тием технологий, указанных в первом столбце. Зна-
чения индикатора ИИЦ определены в табл. 1 как
число цитируемых научных публикаций на 100 опи-
саний изобретений [2].

Заметим, что индикатор ИИЦ не зависит от того
или иного деления всей системы знаний на отрасли
науки и научные направления, так как учитываются
все цитируемые в изобретениях научные публика-
ции по всем отраслям науки. Одна из наиболее
актуальных задач в широком спектре исследова-
ний информационных взаимосвязей науки и тех-
нологий состоит в вычислении распределения ин-
тенсивности цитирования с учетом классификации
публикаций по конкретным научным направлени-
ям или дисциплинам.

Иначе говоря, кроме индикатора ИИЦ необ-
ходимо вычислить значения индикатора ИЦ для
конкретных областей знаний, научных направле-
ний или дисциплин. Значения индикатора ИЦ
будут зависеть от выбора конкретной классифи-
кации отраслей знаний (Государственный рубри-
катор научно-технической информации (ГРНТИ),
рубрикатор Российского фонда фундаментальных
исследований (РФФИ) и др.).

Исследования по индикаторному оцениванию
информационных взаимосвязей науки и техноло-
гий проводятся за рубежом с конца прошлого ве-
ка [3–12]. В России аналогичные работы появились
в начале этого века и были выполнены в основном
в Институте проблем информатики Российской
академии наук (ИПИ РАН) [13–19]. Разработка
методов вычисления значений индикатора ИЦ по
конкретным научным направлениям выполнялась
в более общем контексте проблематики информа-
ционного мониторинга в сфере науки [20–26].

В качестве индикатора ИЦ традиционно ис-
пользуется число цитирований научных публи-
каций, упоминаемых в описаниях изобретений.
Данный индикатор характеризует уровень (часто-
ту) использования научных результатов и тем са-
мым степень воздействия фундаментальной науки
на развитие технологической сферы.

Результаты оценивания процессов трансфера
знаний, полученные в ИПИ РАН, дали возмож-

ность впервые в РФ вычислить значения инди-
катора ИЦ как косвенного показателя интенсив-
ности взаимосвязи фундаментальной науки и ИКТ,
к которым, в частности, относится класс G06 (Об-
работка данных; вычисления; счет). При этом
для описания тематики научных статей, цитиру-
емых в запатентованных изобретениях, использо-
вался ГРНТИ. Вычисленные значения индикатора
показали, что наиболее часто в изобретениях по
ИКТ цитируются научные статьи по автоматике,
вычислительной технике, кибернетике, электро-
нике, радиотехнике, электротехнике и информа-
тике. Таким образом, применение рубрик ГРНТИ
отражает в основном прикладной аспект резуль-
татов, изложенных в научных публикациях, ци-
тируемых в изобретениях по ИКТ. Было показано
также, что для получения многоаспектной картины
взаимосвязей отраслей науки с технологиями це-
лесообразно также использовать фундаментальную
рубрикацию отраслей знаний, например классифи-
катор РФФИ [19].

Предметом настоящего исследования является
описание и предварительный анализ результатов
индикаторного оценивания процессов трансфера
знаний из разных областей науки в сферу ИКТ.
В качестве исходной информации использовались
полнотекстовые описания изобретений по классу
G06 МПК, опубликованные Роспатентом в 2000–
2012 гг. В результате их автоматизированной обра-
ботки получены значения индикатора ИЦ отдельно
для отечественных, зарубежных и совместных изо-
бретений, запатентованных в РФ.

Чтобы определить интенсивность цитирования
научных работ, были сопоставлены информацион-
ные ресурсы двух категорий — патентной и науч-
но-технической:

– массив полнотекстовых описаний изобретений
за определенный период времени, которые от-
носятся к ИКТ;

– библиографические описания научных работ,
которые цитируются в описаниях изобретений,
входящих в первый массив.

Массив полнотекстовых описаний изобрете-
ний, на которые выданы патенты, является пуб-

108 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 10 выпуск 2 2016



Интенсивность цитирования научных публикаций в изобретениях по ИКТ, патентуемых в России

личной информацией, размещенной на сайте Рос-
патента. Массив цитируемых научных работ был
сформирован авторами статьи путем выделения
библиографических описаний этих работ из пол-
нотекстовых описаний запатентованных изобрете-
ний. В результате обработки и анализа второго
массива были определены (по ГРНТИ) рубрики
ННИ, к которым относятся научные результаты,
излагаемые в публикациях.

Последующее сопоставление рубрик ННИ и ин-
дексов МПК позволило определить частотность
взаимосвязей между ними, характеризующую ин-
тенсивность цитирования в изобретениях по ИКТ
публикаций, относящихся к некоторой научной
дисциплине, и, как следствие, косвенно оценить
интенсивность переноса научных знаний в сферу
изобретений и технологий.

Целью статьи является анализ эксперименталь-
ных данных, характеризующих интенсивность ци-
тирования научных работ в описаниях изобретений
с детализацией по отечественным и зарубежным
изобретениям, запатентованным в РФ.

2 Сопоставление патентной
активности отечественных
и зарубежных заявителей

Использованная в работе патентная инфор-
мация позволяет сравнить патентную активность
в России отечественных и зарубежных заявителей.
По данным, которые публикуются в ежегодных от-
четах Роспатента, в 2000 г. доля патентов РФ, вы-
данных иностранным заявителям по всем рубрикам
МПК, составляла 18% от общего числа выданных
патентов (всего было выдано 17 592 патента РФ).
К 2014 г. эта доля возросла до 32% (всего было
выдано 33 950 патентов) [27, 28]. Индексы МПК
опубликованных патентов на изобретения дают
возможность определить эту долю по любому виду
технологий, патентуемых в России.

В рамках проекта РФФИ № 16-07-00075, пер-
вым результатам выполнения которого посвящена

данная статья, анализировались технологии, отно-
сящиеся к классу1 G06 МПК «Обработка данных;
вычисление; счет». С этой целью с серверов Роспа-
тента была отобрана информация об изобретениях
данного класса МПК, в том числе поля данных
о странах заявителей и патентообладателей. Это да-
ло возможность изучить распределение патентов,
полученных в РФ, по странам заявителей.

Используемые подходы и методы позволяют
кроме индикаторов ИИЦ и ИЦ расширить спектр
применяемых индикаторов и вычислять их зна-
чения, исходя из потребностей наукометрических
исследований в рамках перечня информационных
полей, публикуемых Роспатентом, в том числе
определять патентную активность в РФ изобрета-
телей различных стран.

Всего в РФ за период с 2000 по 2012 гг. Рос-
патент опубликовал сведения о 6665 патентах РФ
на изобретения по классу G06 (учитывались основ-
ные и дополнительные индексы МПК, относящи-
еся к этому классу). Как видно из табл. 2, права
на более чем 45% изобретений по G06 принадлежат
патентообладателям только из России, более 54% —
зарубежным патентообладателям только из одной
страны, кроме РФ, и менее 1% — патентообла-
дателям из двух и более стран. Учитывая такое
распределение, в дальнейшем будем рассматривать
только патенты с правообладателями исключитель-
но из одной страны.

На рис. 1–3 представлено распределение па-
тентов РФ на изобретения класса G06, опублико-
ванных в РФ за период 2000–2012 гг., по годам
с указанием прав на изобретение: РФ или другие
страны.

Как следует из рис. 1, общее количество патен-
тов РФ по классу G06 выросло за этот период более
чем в три раза. Как видно из рис. 2, в последние
годы растет не только число патентов класса G06
(см. рис. 1), но и доля их в общем числе патентов.

Как уже отмечалось, доля патентов РФ, выдан-
ных иностранным заявителям по всем рубрикам
МПК, в 2014 г. составляла 32% [28], причем доля
патентов РФ на изобретения по ИКТ, принадлежа-

Таблица 2 Принадлежность прав на изобретения класса G06, опубликованные в РФ за период 2000–2012 гг.

Принадлежность прав на изобретение Количество патентов Доля от общего числа патентов
Патентообладатели только из РФ 3012 45,19%
Патентообладатели из РФ и других стран (совместно) 28 0,42%
Патентообладатели только из одной страны (не РФ) 3611 54,18%
Патентообладатели из нескольких стран (не РФ) 14 0,21%

1Индексы МПК представляют собой многоуровневую иерархическую структуру и соответственно уровням разделены на разделы,
классы, подклассы, группы и подгруппы.
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Рис. 1 Распределение по годам патентов РФ на изобретения класса G06, опубликованных за период 2000–2012 гг.:
1 — РФ; 2 — другие страны

Рис. 2 Доля патентов класса G06 в общем числе опубликованных патентов РФ по годам: 1 — РФ; 2 — другие страны

щих зарубежным патентообладателям, существен-
но выше.

Как видно из рис. 3, эта доля выросла с 41%
в 2000 г. до 57% в 2012 г. (максимум, почти в 70%,
приходится на 2009 г.). В целом это говорит о значи-
тельном интересе, который проявляют иностран-
ные компании и фирмы, получающие патенты РФ,
к российскому рынку ИКТ. Этот интерес сохраня-
ется, несмотря на то что начиная с 2010 г. доля

патентов РФ на изобретения по ИКТ, принадлежа-
щих зарубежным патентообладателям, имеет тен-
денцию к снижению.

Наибольший интерес к патентованию в РФ
проявляют США (1500 патентов, т. е. половина
от 3000 патентов российских патентообладате-
лей), Южная Корея, Германия, Япония, Франция
и Нидерланды. На рис. 4 представлено распреде-
ление патентов РФ на изобретения класса G06 по
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Рис. 3 Распределение патентов РФ на изобретения класса G06 по отечественным и зарубежным патентообладателям,
а также по годам: 1 — РФ; 2 — другие страны

Рис. 4 Распределение патентов РФ на изобретения класса G06 по странам (для стран, у которых число патентов не
меньше 50; без патентов с патентообладателями из разных стран)

странам. Для наглядности на рисунке представ-
лены только те страны, которые имеют в РФ не
менее 50 патентов.

На рис. 5 представлено распределение по под-
классам МПК патентов, в описаниях которых упо-
минается класс G06.

Подклассы A61B, B42D и H04N, отображенные
на рис. 5 (см. их названия в табл. 3) не относят-
ся к классу G06, однако в описаниях обработанных
изобретений, где эти три индекса — основные, при-
сутствовали также дополнительные индексы, отно-
сящиеся к классу G06.
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Рис. 5 Распределение патентов РФ на изобретения класса G06 по подклассам основного индекса МПК (расшифровка
подклассов дана в табл. 3): 1 — РФ; 2 — другие страны

Интересно отметить, что российские патенто-
обладатели указывают для изобретений по ИКТ
в качестве основных индексы, относящиеся, как
правило, к классу G06, в то время как у зарубежных
патентообладателей доля индексов, относящихся
к другим классам, выше (согласно проведенным
расчетам — 16% и 25% соответственно). Это гово-

рит, скорее всего, о том, что зарубежные заявители
чаще обозначают сферы прикладного использова-
ния патентуемых ими ИКТ с помощью индексов
МПК.

Распределение патентов РФ на изобретения
подкласса G06F по группам МПК представлено
на рис. 6. Названия групп даны в табл. 4.

Таблица 3 Названия приведенных подклассов МПК

Подкласс
МПК

Название

A61B Диагностика; хирургия; опознание личности
B42D Книги; книжные обложки; несброшюрованные листы
G06C Механические цифровые вычислительные машины
G06D Гидравлические и пневматические цифровые вычислительные устройства
G06E Оптические вычислительные устройства
G06F Обработка цифровых данных с помощью электрических устройств
G06G Аналоговые вычислительные машины
G06J Гибридные вычислительные устройства

G06K
Распознавание, представление и воспроизведение данных; манипулирование носителями инфор-
мации; носители информации

G06M Счетчики; способы и устройства для подсчета предметов, не отнесенные к другим подклассам
G06N Компьютерные системы, основанные на специфических вычислительных моделях

G06Q
Системы обработки данных или способы, специально предназначенные для административных,
коммерческих, финансовых, управленческих, надзорных или прогностических целей

G06T Обработка или генерация данных изображения
G07F Монетные или подобные им автоматы
H04N Передача изображений

112 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 10 выпуск 2 2016



Интенсивность цитирования научных публикаций в изобретениях по ИКТ, патентуемых в России

Рис. 6 Распределение патентов РФ на изобретения подкласса G06F по группам МПК (приведены группы подкласса
G06F, содержащие более 20 патентов): 1 — РФ; 2 — другие страны

Таблица 4 Названия групп МПК, приведенных на рис. 6

Группа МПК Название
G06F 1/00 Конструктивные элементы вычислительных машин и устройств для обработки данных
G06F 11/00 Обнаружение ошибок, исправление ошибок; контроль
G06F 12/00 Выборка, адресация или распределение данных в системах или архитектурах памяти

G06F 13/00
Соединение запоминающих устройств, устройств ввода-вывода или устройств центрального
процессора

G06F 15/00 Цифровые компьютеры

G06F 17/00
Устройства или методы цифровых вычислений или обработки данных, специально предназна-
ченные для специфических функций

G06F 19/00
Устройства или способы цифровых вычислений или обработки данных для специальных приме-
нений

G06F 21/00
Устройства защиты компьютеров или компьютерных систем от несанкционированной деятель-
ности

G06F 3/00
Вводные устройства для передачи данных, подлежащих преобразованию в форму, пригодную для
обработки в вычислительной машине; выводные устройства для передачи данных из устройств
обработки в устройства вывода

G06F 7/00
Способы и устройства для обработки данных с воздействием на порядок их расположения или
на содержание обрабатываемых данных

G06F 9/00 Устройства для программного управления

3 Интенсивность цитирования
научных публикаций

В работе [19] были приведены значения ин-
дикатора ИЦ (в описаниях изобретений по классу
G06) для научных работ, тематика первоисточников
которых (журналов и трудов конференций) была
описана с помощью рубрик ГРНТИ. Определение
значений этого индикатора ранее было выполнено
без детализации по странам патентообладателей.

Учет страны позволяет выявить различия в интен-
сивности цитирования научных работ в российских
и иностранных изобретениях по ИКТ, на которые
были выданы патенты РФ.

Таблицы 5 и 6 содержат данные о числе про-
цитированных научных публикаций, соответству-
ющих как рубрике ГРНТИ, так и подклассу МПК,
что позволяет охарактеризовать интенсивность вза-
имосвязи конкретного научного направления (по
ГРНТИ) и технологии (по подклассу МПК). По
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Таблица 5 Число цитирований научных работ для изобретений с патентообладателями из РФ

Подкласс Код рубрики ГРНТИ
МПК 13.00.00 20.00.00 27.00.00 28.00.00 45.00.00 47.00.00 50.00.00 76.00.00
G06E 0 0 0 0 0 16 0 0
G06F 2 423 59 758 469 517 915 0
G06G 0 0 0 2 15 27 14 0
G06K 0 539 4 587 550 602 655 2
G06N 0 19 1 14 30 26 19 1
G06Q 0 0 0 8 0 0 1 5
G06T 0 8 51 51 8 17 80 0

Таблица 6 Число цитирований научных работ для изобретений патентообладателей из зарубежных стран

Подкласс Код рубрики ГРНТИ
МПК 13.00.00 20.00.00 27.00.00 28.00.00 45.00.00 47.00.00 50.00.00 76.00.00
G06E 0 0 0 0 0 0 0 0
G06F 0 0 45 46 9 9 54 0
G06G 0 0 0 0 0 0 0 0
G06K 0 0 31 13 28 36 65 0
G06N 0 1 1 1 0 0 1 0
G06Q 0 0 0 0 0 0 0 0
G06T 0 0 76 78 32 48 137 2

уровню использования научных результатов, что
косвенно отображается числом цитирований науч-
ных работ, для технологий подклассов G06F и G06K
важны практически все научные направления, ука-
занные в табл. 5 и 6, причем по числу цитирований
выделяются результаты по научным направлениям
ГРНТИ: «Кибернетика» (28.00.00) «Электроника.
Радиотехника» (47.00.00), «Автоматика. Вычисли-
тельная техника» (50.00.00). Первые строки этих
таблиц содержат коды восьми рубрик ГРНТИ, ко-
торые использовались для описания тематики ци-
тируемых научных работ. Названия рубрик даны
в табл. 7.

Как видно из табл. 5, самой высокой цити-
руемостью научных работ характеризуются изо-
бретения российских патентообладателей для тех-
нологий подкласса G06F (Обработка цифровых
данных с помощью электрических устройств)
и G06K (Распознавание, представление и воспро-
изведение данных; манипулирование носителями
информации; носители информации). Показатель-
но, что на долю именно этих технологий прихо-
дится наибольшее число выданных патентов РФ,
что говорит о более интенсивном развитии данных
технологий в РФ.

В то же время, как следует из табл. 6, для изобре-
тений зарубежных патентообладателей по интен-
сивности цитирования научных работ выделяется
технология G06T (Обработка или генерация дан-
ных изображения), хотя число патентов в подклас-

се G06T (см. рис. 5) меньше, чем в G06F и G06K
(около 10%).

В табл. 7 даны названия ряда рубрик ГРНТИ,
для которых приведены данные о числе проци-
тированных научных публикаций для подкласса
МПК G06F. Как видно из таблицы, для большин-
ства научных работ, процитированных в описани-
ях изобретений, указаны рубрики ГРНТИ самого
верхнего уровня иерархии, что, конечно, снижа-
ет информативность выявленных связей и говорит
о необходимости уточнения рубрик публикаций,
цитируемых авторами изобретений.

4 Период патентного отклика
на научные публикации

Временн‚ые аспекты информационных взаимо-
связей науки и технологий характеризуются «пе-
риодом патентного отклика», т. е. промежутком
времени, прошедшим с момента выхода научных
публикаций до опубликования патентов, в описа-
нии изобретений которых цитируются данные пуб-
ликации. Значения показателя «период патентного
отклика» дают возможность оценить динамику вос-
требованности результатов научных исследований
в сфере разработки технологий.

В расчетах, представленных в работе [19], были
определены значения этого показателя для научных
публикаций, цитируемых в изобретениях по классу
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Таблица 7 Рубрики ГРНТИ источников, публикации которых цитируются в изобретениях подкласса МПК G06F

Код ГРНТИ Название рубрики ГРНТИ РФ
Другие
страны

13.00.00 КУЛЬТУРА. КУЛЬТУРОЛОГИЯ 2
20.00.00 ИНФОРМАТИКА 423
27.00.00 МАТЕМАТИКА 44 45
27.03.00 Математическая логика и основания математики 2
27.35.00 Математические модели естественных наук и технических наук. Уравнения

математической физики
2

27.41.00 Вычислительная математика 11
28.00.00 КИБЕРНЕТИКА 702 46
28.17.00 Теория моделирования 28
28.19.00 Теория кибернетических систем управления 2
28.23.00 Искусственный интеллект 26
45.00.00 ЭЛЕКТРОТЕХНИКА 468 9
45.53.00 Электротехническое оборудование специального назначения 1
47.00.00 ЭЛЕКТРОНИКА. РАДИОТЕХНИКА 459 9
47.01.00 Общие вопросы электроники и радиотехники 4
47.03.00 Теоретические основы электронной техники 14
47.05.00 Теоретическая радиотехника 2
47.14.00 Проектирование и конструирование электронных приборов 2
47.29.00 Электровакуумные и газоразрядные приборы и устройства 2
47.33.00 Твердотельные приборы 2
47.37.00 Голография 8
47.41.00 Радиоэлектронные схемы 2
47.43.00 Распространение радиоволн 2
47.45.00 Антенны. Волноводы. Элементы СВЧ-техники 2
47.47.00 Радиопередающие и радиоприемные устройства 2
47.49.00 Радиотехнические системы зондирования, локации и навигации 2
47.51.00 Телевизионная техника 2
47.53.00 Запись и воспроизведение сигналов 2
47.55.00 Электроакустика, ультразвуковая и инфразвуковая техника 2
47.57.00 Инфракрасная техника 2
47.59.00 Узлы, детали и элементы радиоэлектронной аппаратуры 2
47.61.00 Приборы для радиотехнических измерений 2
47.63.00 Системы и устройства отображения информации 2
50.00.00 АВТОМАТИКА. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА 891 54
50.07.00 Теоретические основы вычислительной техники 4
50.09.00 Элементы, узлы и устройства автоматики и вычислительной техники 2
50.11.00 Запоминающие устройства 4
50.41.00 Программное обеспечение вычислительных машин, комплексов и сетей 2
50.45.00 Системы телеуправления и телеизмерения 2
50.51.00 Автоматизация проектирования 4
50.53.00 Автоматизация научных исследований 6
50.00.00 ПРИБОРОСТРОЕНИЕ 78
59.01.00 Общие вопросы приборостроения 2
59.14.00 Проектирование и конструирование приборов 4
59.41.00 Приборы для измерения оптических и светотехнических величин и характе-

ристик
6

59.45.00 Приборы неразрушающего контроля изделий и материалов 2
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Рис. 7 Распределение «периодов патентного отклика» для класса G06 в качестве основного индекса: 1 — РФ; 2 —
другие страны

G06. Расчеты, проведенные по полному массиву
патентов класса G06 (в качестве основного индекса
МПК), показывают, что максимум распределения
значений равен 3 годам для патентообладателей из
России и 9 годам — для зарубежных патентообла-
дателей.

Рисунок 7 демонстрирует распределение «пе-
риодов патентного отклика» для класса G06 для
массивов как российских, так и зарубежных патен-
тообладателей (по оси абсцисс указана продолжи-
тельность «периодов патентного отклика» в годах;
по оси ординат для каждого массива — доля от
общего числа цитированных научных публикаций
в данном массиве).

Были также получены распределения «периодов
патентного отклика» для отдельных наиболее мно-
гочисленных по числу патентов подклассов G06,
а именно: G06F, G06K, G06T (рис. 8 и 9).

Для подкласса G06F «Обработка цифровых дан-
ных с помощью электрических устройств» (см.
рис. 8, а), распределения имеют максимумы в 6
и 9 лет соответственно.

Для подкласса G06K «Распознавание, представ-
ление и воспроизведение данных; манипулирова-
ние носителями информации; носители информа-
ции» (см. рис. 8, б) распределения имеют по два
максимума в 3 и 22 года и в 5 и 9 лет.

Для подкласса G06T «Обработка или генерация
данных изображения. . .» (см. рис. 9), распределе-

ния имеют по два максимума в 5 и 9 лет и в 6
и 7 лет.

Отметим существенно разный характер полу-
ченных распределений для различных подклассов.
Для выяснения причин различий в распределениях
значений данного показателя требуется содержа-
тельный анализ изобретений и цитируемых в них
научных публикаций, что выходит за рамки насто-
ящей статьи.

5 Заключение

В ходе работ по оцениванию процессов трансфе-
ра знаний разработаны методы и технологии ана-
лиза активности патентования в РФ с использо-
ванием индикаторов, которые учитывают страну
патентообладателя. Вычислены значения индика-
торов ИЦ, которые демонстрируют значительные
различия в интенсивности цитирования научных
публикаций российскими и зарубежными авто-
рами. Экспериментально показано, что интен-
сивность цитирования зависит не только от вида
технологий (см. табл. 1), но и от страны патенто-
обладателя (см. табл. 5 и 6).

Например, самая высокая цитируемость на-
учных работ отмечена в описаниях изобретений
российских патентообладателей для технологий
подкласса G06F (Обработка цифровых данных
с помощью электрических устройств) и G06K (Рас-
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Рис. 8 Распределение «периодов патентного отклика» для подклассов G06F (а) и G06K (б) (основной индекс): 1 —
РФ; 2 — другие страны

познавание, представление и воспроизведение дан-
ных; манипулирование носителями информации;
носители информации).

В то же время в описаниях изобретений зару-
бежных патентообладателей по интенсивности ци-
тирования научных работ выделяется технология

G06T (Обработка или генерация данных изображе-
ния). При этом число патентов в подклассе G06T
существенно меньше, чем в G06F и G06K.

Впервые были получены распределения значе-
ний «периода патентного отклика», которые дают
возможность оценить динамику применения ре-
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Рис. 9 Распределение времени между публикацией статьи и патента подкласса G06T (основной индекс) для па-
тентообладателей из разных стран (в процентах к общему числу цитируемых изобретателями публикаций в каждой
группе); по горизонтальной оси отложена разница в годах: 1 — РФ; 2 — другие страны

зультатов научных исследований в сфере разработ-
ки технологий. Расчеты, проведенные в данной
работе, показывают, что для изобретений по ИКТ
максимум распределения значений этого индика-
тора составляет 3 года для патентообладателей из
России и 9 лет для зарубежных патентообладате-
лей. Однако необходимо принимать во внимание
и период времени от момента подачи заявки до
публикации запатентованного изобретения. Ес-
ли построить аналогичные распределения с учетом
момента подачи заявки, то максимумы этих рас-
пределений сместятся влево.
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Abstract: The paper discusses the information relationship between science and technology and the methods
for indicator assessment of transfer processes (transfer) of knowledge from different fields of research in the area
of technological development. The proposed methods are designed to determine the values of the indicator of
intensity of citation of scientific papers in the descriptions of the inventions patented in Russia by domestic and
foreign applicants. A similar approach can be used to obtain indirect estimates of innovation potential of scientific
research. The indicator values of intensity were calculated both in general and with the distribution by country
of applicants. The paper presents the results of determining the values of the indicator. Full-text descriptions of
inventions on class G06 of the International Patent Classification (Data Processing; Computing; Score) published
by Rospatent in 2000–2012 were used as the source of information. The use of information resources of Rospatent
was due to the fact that they are in the electronic form, i. e., available for automated processing. The result is the
values of the indicator of intensity of citation of scientific works patented in the Russian Federation, divided into
groups of domestic, foreign, and joint inventions. This specification allowed to estimate the activity of international
technological cooperation and joint patenting in information and computer technologies (ICT) in Russia, as well
as to determine the themes of cooperation in this area.
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СТАЦИОНАРНЫЕ ВЕРОЯТНОСТИ СОСТОЯНИЙ В СИСТЕМЕ

ОБСЛУЖИВАНИЯ КОНЕЧНОЙ ЕМКОСТИ С ИНВЕРСИОННЫМ

ПОРЯДКОМ ОБСЛУЖИВАНИЯ И ОБОБЩЕННЫМ

ВЕРОЯТНОСТНЫМ ПРИОРИТЕТОМ∗

Л. А. Мейханаджян1

Аннотация: Рассматривается система M/G/1/(r − 1) с дисциплиной инверсионного порядка обслужива-
ния и обобщенного вероятностного приоритета. Предполагается, что в момент поступления новой заявки
в систему становится известной ее длина и, кроме того, в любой момент времени известна остаточная
длина каждой заявки в системе. В момент поступления очередной заявки в непустую систему ее исходная
длина сравнивается с остаточной длиной заявки на приборе, и в зависимости от результатов сравнения
наступает одно из следующих событий: обе заявки покидают систему; только одна из заявок покидает
систему (другая остается на приборе); обе заявки остаются в системе (одна попадает на прибор, другая —
в очередь). Заявки, оставшиеся в системе, приобретают новую (случайную) длину в соответствии с задан-
ным распределением, зависящим в общем случае от исходных длин заявок. Заявки, застающие систему
полностью заполненной, теряются и не оказывают на нее никакого воздействия. В статье предложены
математические соотношения для вычисления совместного стационарного распределения числа заявок
в системе и остаточного времени обслуживания заявки на приборе, периода занятости системы, стаци-
онарного распределения времени ожидания и пребывания заявки длины x (в терминах преобразования
Лапласа–Стилтьеса (ПЛС)).
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1 Введение

В этой работе, являющейся продолжением ра-
бот [1, 2], будет рассматриваться та же одноли-
нейная система массового обслуживания (СМО),
что и в [1], но ограниченной емкости. Основ-
ной результат работ [1, 2] состоит в нахождении
совместного стационарного распределения вероят-
ностей состояний системы M/G/1 с дисциплиной
инверсионного порядка обслуживания и обобщен-
ного вероятностного приоритета, а также основ-
ных стационарных вероятностных характеристик
в терминах ПЛС. Сейчас же задача заключается
в исследовании стационарных вероятностно-вре-
менн‚ых характеристик указанной системы в случае,
когда присутствует ограничение на размер очереди.

2 Описание системы
Рассмотрим СМО с одним прибором, одной

очередью для ожидающих заявок емкости (r − 1) <
< ∞, r ≥ 2, и входящим потоком заявок, который

для простоты будем называть здесь потоком пуас-
соновского типа. Отличие этого потока от пуассо-
новского заключается в следующем: интенсивность
поступления заявок равна λ, если на приборе име-
ется заявка, и “λ, если система пуста.

Если в момент поступления заявки в систему
на приборе имеется заявка, то исходное распреде-
ление времени обслуживания поступающей заявки
является произвольным с функцией распределения
(ФР)B(x). Если же заявка поступает в систему в тот
момент, когда система пуста, то исходное распреде-
ление времени обслуживания поступающей заявки
является произвольным с ФР B̃(x).

Далее для простоты изложения будем считать,
что ФР B(x) и B̃(x) имеют непрерывные огра-
ниченные плотности распределения b(x) = B′(x)

и “b(x) = B̃′(x), причем “b =
∫∞
0
x“b(x) dx < ∞ и b =

=
∫∞
0
xb(x) dx <∞.

Обобщенный инверсионный порядок обслужи-
вания с вероятностным приоритетом (LCFS BPP)
заключается в следующем. Предполагается, что

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 15-07-03007).
1Российский университет дружбы народов, lameykhanadzhyan@gmail.com
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в любой момент времени известна остаточная дли-
на (далее будем говорить просто длина) каждой
заявки в системе. В момент поступления в систе-
му новой заявки ее исходная длина u сравнивается
с (остаточной) длиной v заявки на приборе. С ве-
роятностью D(x, y|u, v), зависящей только от u и v,
обслуживавшаяся ранее заявка продолжает обслу-
живаться, причем ее длина становится меньше y,
а вновь поступившая становится на первое место
в очереди и ее длина становится меньше x. Кроме
того, с вероятностью D∗(x, y|u, v), зависящей толь-
ко от u и v, вновь поступившая заявка занимает
прибор, вытесняя обслуживавшуюся ранее на пер-
вое место в очереди, причем длина заявки, бывшей
ранее на приборе, становится меньше y, а вновь
поступившей — меньше x.

Если на приборе находится заявка остаточной
длины v и в систему поступает заявка длины u, то
с вероятностью D0(x|u, v) заявка, находящаяся на
приборе, покидает систему, а поступившая заявка
становится на прибор, причем ее длина становится
меньше x. Кроме того, с вероятностью D∗

0(y|u, v)
поступившая заявка сразу же покидает систему, а за-
явка, находящаяся на приборе, продолжает обслу-
живаться, причем ее длина становится меньше y.
Введем также обозначение:

D(x|u, v) = D0(x|u, v) +D∗
0(x|u, v) .

ЗдесьD(x|u, v)— вероятность того, что одна из двух
заявок покинет систему, а вторая встанет на прибор
и примет длину меньше x.

Наконец, предполагается, что с вероят-
ностью d0(u, v) обе заявки покидают систему, а на
прибор становится первая заявка из очереди.

Будем считать для удобства изложения, что все
ФР D(x, y|u, v), D∗(x, y|u, v), D0(x|u, v), D∗

0(y|u, v),
D(y|u, v)иD0(u, v)имеют непрерывные ограничен-
ные плотности d(x, y|u, v) = ∂2D(x, y|u, v)/(∂x∂y),
d∗(x, y|u, v) = ∂2D∗(x, y|u, v)/(∂x∂y), d0(x|u, v) =
= ∂D0(x|u, v)/∂x, d∗0(y|u, v) = ∂D∗

0(y|u, v)/∂y
и d(x|u, v) = ∂D(x|u, v)/∂x.

Естественно, для любых u и v выполнено усло-
вие:

∞∫

0

∞∫

0

[d(x, y|u, v) + d∗(x, y|u, v)] dxdy +

+

∞∫

0

d(x|u, v) dx + d0(u, v) = 1 .

Если длина заявки на приборе становится рав-
ной нулю, то она мгновенно покидает систему
и на прибор переходит первая заявка из очереди.
Остальная очередь сдвигается на единицу.

Для конечного накопителя необходимо также
задать дисциплину принятия заявок в систему при
отсутствии в нем свободных мест. Здесь для просто-
ты изложения будет рассмотрен только тот случай,
когда поступающая в заполненную систему заяв-
ка теряется. Заметим, что в этом случае приня-
тая в систему заявка будет обязательно обслужена
полностью. Для всех СМО с такой дисциплиной
принятия заявок в систему при отсутствии в нако-
пителе свободных мест стационарные вероятности
pn(x1, . . . , xn) при n < r совпадают с точностью до
постоянной с аналогичными вероятностями для
системы с бесконечным накопителем, различие
заключается только в вероятностях pr(x1, . . . , xr).
Однако несколько более сложно вычисляются ста-
ционарные распределения, связанные с временем
пребывания заявки в системе, поскольку даже за-
явки, принятые в систему, могут покидать ее недо-
обслуженными.

Далее будем предполагать, что система функ-
ционирует в стационарном режиме и “b =
=
∫∞
0 x“b(x) dx < ∞ и b =

∫∞
0 xb(x) dx < ∞. От-

метим, что параметр ρ = λb для данной системы не
является загрузкой в традиционном смысле и может
существенно от нее отличаться.

3 Стационарные вероятностные
характеристики

Обозначим через ν(t) число заявок в системе
в момент t, а через ~ξ(t) = (ξ1(t), . . . , ξν(t)(t)) —
вектор, координатой ξ1(t) которого является (оста-
точное) время обслуживания заявки, находящейся
в этот момент на приборе, ξ2(t) — первой заявки
в очереди, . . . , ξν(t)−1(t) — последней, (ν(t)− 1)-й

заявки в очереди. При ν(t) = 0 вектор ~ξ(t) не
определяется. Тогда η(t) = (ν(t), ~ξ(t)) представляет
собой марковский процесс, описывающий поведе-
ние числа заявок в рассматриваемой системе.

Положим

p0(t) = P{ν(t) = 0} ;
Pn (t;x1, . . . , xn) = P{ν(t) = n ,

ξ1(t) < x1, . . . , ξn(t) < xn} , 1 ≤ n ≤ r .

Обозначим через

p0 = lim
t→∞

p0(t) ;

Pn(x1, . . . , xn) = lim
t→∞

Pn(t;x1, . . . , xn) , 1 ≤ n ≤ r ,

стационарное распределение процесса η(t). В силу
сделанных в предыдущем пункте предположений
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Стационарные вероятности состояний в системе обслуживания конечной емкости

относительно параметров системы, можно пока-
зать (см., например, [3; 4, с. 273]), что существуют
непрерывные и ограниченные плотности

pn(x1, . . . , xn) =
∂n

∂x1 · · · ∂xn
Pn(x1, . . . , xn) ,

1 ≤ n ≤ r .

Выпишем систему интегродифференциальных
уравнений, которой удовлетворяют стационарные
плотности pn(x1, . . . , xn) и которую для краткости
по аналогии с простейшими СМО будем называть
системой уравнений равновесия (СУР). Для этого
рассмотрим вспомогательную систему с (n−1)мес-
тами ожидания, отличающуюся от исходной систе-
мы только тем, что если в очереди находится (n−1)
заявок, заявка на приборе имеет остаточную дли-
ну v и поступает новая заявка длины u, то с вероят-
ностью d(x, y|u, v)на приборе остается вновь посту-
пившая заявка, длина которой становится равнойx,
а обслуживавшаяся ранее заявка покидает систему,
и наоборот: с вероятностью d∗(y, x|u, v) систему по-
кидает вновь поступившая заявка, а находившаяся
ранее на приборе заявка продолжает обслуживать-
ся, но ее длина становится равной x.

В силу метода исключения состояний [4] стаци-
онарные вероятности состояний в исходной и вспо-
могательной системах отличаются лишь на посто-
янный множитель (за исключением вероятности
pr(x1, . . . , xr)). Это дает возможность при составле-
нии уравнений дляpn(x1, . . . , xn),n ≥ 1, воспользо-
ваться вспомогательной системой и получить сле-
дующие соотношения:

− p′1(x) = “λ“b(x)p0 − λp1(x) +

+ λ

( ∞∫

0

∞∫

0

d(x|u, v)b(u)p1(v) dudv +

+

∞∫

0

∞∫

0

∞∫

0

[d(x, y|u, v)b(u)p1(v) +

+ d∗(y, x|u, v)b(u)p1(v)] dydudv
)
; (1)

− p′n (x1, . . . , xn) =

= λ

( ∞∫

0

∞∫

0

[d (x2, x1|u, v) b(u)pn−1 (v, x3 . . . , xn) +

+ d∗ (x1, x2|u, v) b(u)pn−1 (v, x3, . . . , xn)] dudv
)

−

− λpn (x1, . . . , xn) +

+λ

( ∞∫

0

∞∫

0

d (x1|u, v) b(u)pn (v, x2, . . . , xn) dudv+

+

∞∫

0

∞∫

0

∞∫

0

[d (x1, y|u, v) b(u)pn (v, x2, . . . , xn) +

+ d∗ (y, x1|u, v) b(u)pn (v, x2, . . . , xn)] dydudv
)
,

1 ≤ n ≤ r − 1 ; (2)

− p′r (x1, . . . , xn) =

= λ

( ∞∫

0

∞∫

0

[d (x2, x1|u, v) b(u)pn−1 (v, x3 . . . , xn) +

+ d∗ (x1, x2|u, v) b(u)pn−1 (v, x3, . . . , xn)] dudv
)
. (3)

Остановимся подробнее на выводе уравнения
для плотности pr(x1, . . . , xr) (остальные уравнения
получаются так же, как и в случае накопителя бес-
конечной емкости [1]). Рассмотрим моменты вре-
мени t и (t + –). Тогда для того, чтобы в момент
времени (t+–) в системе находилось r заявок, при-
чем на приборе заявка длины x1, а в очереди заявки
длин x2, . . . , xr, нужно, чтобы произошло одно из
следующих событий:

– в момент t в системе находилось (r − 1) за-
явок, причем заявка на приборе имела дли-
ну v, первая заявка в очереди имела дли-
ну x3, . . . , последняя заявка в очереди имела
длину xn (с плотностью вероятностей
pr−1(t; v, x3, . . . , xr)), и за время – поступила
заявка (с вероятностью λ–) длины u (с плот-
ностью вероятностей b(u)). Заявка на приборе
продолжает обслуживаться, но ее длина стано-
вится равной x1, а вновь поступившая заявка
занимает первое место в очереди и ее длина ста-
новится равной x2 (с плотностью вероятностей
d(x2, x1|u, v));

– в момент t в системе находилось (r − 1) за-
явок, причем заявка на приборе имела дли-
ну v, первая заявка в очереди имела дли-
ну x3, . . . , последняя заявка в очереди имела
длину xn (с плотностью вероятностей
pr−1(t; v, x3, . . . , xr)), и за время – поступила
заявка (с вероятностью λ–) длины u (с плот-
ностью вероятностей b(u)). Поступившая за-
явка занимает прибор и ее длина становится
равной x1, а заявка, обслуживавшаяся до по-
ступления новой заявки, занимает первое мес-
то в очереди и ее длина становится равной x2
(с плотностью вероятностей d∗(x1, x2|u, v));

– в момент t в системе находилось r заявок,
причем заявка на приборе имела длину x1 +
+ –, первая заявка в очереди имела дли-
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ну x2, . . . , последняя заявка в очереди имела
длину xr (с плотностью вероятностей pr(t;x1 +
+–, x2, . . . , xr)).

Вероятности других событий равны o(–). При-
меняя формулу полной вероятности, имеем:

pr (t+–;x1, . . . , xr) =

=λ–

( ∞∫

0

∞∫

0

[d (x2, x1|u, v) b(u)pr−1 (t; v, x3, . . . , xr) +

+ d∗ (x1, x2|u, v) b(u)pr−1 (t; v, x3, . . . , xr)] dudv
)
+

+ pr (t;x1 +–, x2, . . . , xr) ,

откуда, перенося слагаемое pr(t;x1 + –, x2, . . . , xr)
в левую часть равенства, деля на –, устремляя –
к нулю и учитывая стационарный режим функцио-
нирования системы, получаем уравнение (3).

К системе уравнений (1)–(3) нужно доба-
вить начальные условия, которые удобно записать
в виде:

p1(∞) = lim
X→∞

p1(X) = 0 ; (4)

pn(∞, x2, . . . , xr) =

= lim
X→∞

pn (X,x2, . . . , xr) = 0 , 1 ≤ n ≤ r . (5)

Как получаются соотношения (4) и (5), показано
в [1]. Оставшаяся неизвестной стационарная веро-
ятность p0 отсутствия заявок в системе находится,
как обычно, из условия нормировки:

r∑

n=0

pn = 1 , (6)

где pn = Pn(∞, . . . ,∞), 1 ≤ n ≤ r, — стационарная
вероятность наличия в системе n заявок.

Как и в случае системы бесконечной емкости,
полученные соотношения (1)–(6) позволяют теоре-
тически последовательно по n находить стационар-
ные плотности вероятностей pn(x1, . . . , xn). Однако
на практике такие расчеты связаны с серьезными
вычислительными сложностями.

Как показано, например, в [5], в практических
случаях бывает достаточно знать только маргиналь-
ные плотности

pn(x) =

∫
· · ·
∫

x2,...,xn>0

pn (x, x2 . . . , xn) dx2 · · ·dxn ,

2 ≤ n ≤ r .

Интегрируя (2) и (3) по x2, . . . , xr в пределах от
нуля до бесконечности и вспоминая равенство (1),

получаем следующую систему интегродифферен-
циальных уравнений для pn(x), 1 ≤ n ≤ r:

−p′n(x) = an(x)− λpn(x) +

∞∫

0

Kn(x, v)pn(v) dv ,

1 ≤ n ≤ r − 1 ; (7)

−p′r(x) = ar(x) , (8)

где a1(x) = “λ“b(x)p0 и

an(x) = λ

( ∞∫

0

pn−1(v) dv

∞∫

0

b(u) du

∞∫

0

[d(y, x|u, v) +

+ d∗(x, y|u, v)] dy
)
, 1 ≤ n ≤ r ;

Kn(x, v) = λ

∞∫

0

b(u) du

(
d(x|u, v) +

+

∞∫

0

[d(x, y|u, v) + d∗(y, x|u, v)] dy
)
, 1 ≤ n ≤ r−1.

Начальные условия для уравнений (7) и (8) по ана-
логии с (4) запишем в виде:

pn(∞) = lim
X→∞

pn(X) = 0 , 1 ≤ n ≤ r . (9)

Решать систему (7) и (8) с начальными условия-
ми (9) можно различными способами. Воспользу-
емся методом, предложенным в [1]. Прежде всего
заметим, что из (8) немедленно следует, что

pr(x) =

∞∫

x

ar(u) du .

Решение уравнений (7) будем искать в виде:

pn(x) = e
λxqn(x) , 1 ≤ n ≤ r − 1 . (10)

Подставляя в (7) вместо pn(x) ее выражение по
формуле (10), получаем новое интегродифферен-
циальное уравнение:

−q′n(x) = e−λxan(x)+
∞∫

0

eλve−λxKn(x, v)qn(v) dv ,

1 ≤ n ≤ r − 1 .
Интегрируя последнее равенство по x в пределах
от y до ∞ и учитывая начальное условие (9), по-
лучаем интегральное уравнение Фредгольма 2-го
рода:

qn(y) = bn(y) +

∞∫

0

Gn(y, v)qn(v) dv ,

1 ≤ n ≤ r − 1 , (11)
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где

bn(y) =

∞∫

y

e−λxan(x) dx ;

Gn(y, v) =

∞∫

y

eλ(v−x)Kn(x, v) dx .

Отметим, что свободный член bn(y) и ядро Gn(y, v)
интегрального уравнения являются неотрицатель-
ными функциями. Далее для расчета qn(y) можно
применить подходящий метод решения интеграль-
ных уравнений Фредгольма 2-го рода (см., напри-
мер, [6–8]).

В некоторых частных случаях решения уравне-
ний (11) могут быть выписаны в явном виде. Напри-
мер, это возможно в случае, когда известны сепара-
бельные аппроксимации для функций d(x, y|u, v),
d∗(x, y|u, v), d0(x|u, v) и d∗0(x|u, v), т. е. разложения
вида:

d(x, y|u, v) =
N1∑

i=1

α1i(x)β1i(y)γ1i(u)δ1i(v) ;

d∗(x, y|u, v) =
N2∑

i=1

α2i(x)β2i(y)γ2i(u)δ2i(v) ;

d0(x|u, v) =
N3∑

i=1

α3i(x)γ3i(u)δ3i(v) ;

d∗0(x|u, v) =
N4∑

i=1

α4i(x)γ4i(u)δ4i(v) ,

где N1, N2, N3 и N4 — некоторые натуральные
числа, а αij(x), βij(x), γij(x) и δij(x) — некоторые
известные функции. Тогда решение уравнения (11)
при фиксированномnсводится к решению системы
линейных уравнений относительно (N1+N2+N3+
+N4) неизвестных.

4 Стационарные временные
характеристики

4.1 Стационарное распределение времени
ожидания начала обслуживания

Для того чтобы найти показатели функциони-
рования СМО, связанные с временем пребывания
в системе, нужно прежде всего найти ПЛС периода
занятости (ПЗ) системы.

Обозначим через un(s;x), 1 ≤ n ≤ r, ПЛС вре-
мени до того момента, когда в системе впервые
останется (n−1) заявок, при условии что на приборе

начала обслуживаться заявка (остаточной) длины x
и в системе находится n заявок.

Учитывая, что по принятому соглашению по-
ступающая в заполненную систему заявка сразу те-
ряется, ПЛС ur(s;x) удовлетворяет уравнению:

ur(s;x) = e
−sx . (12)

Воспользовавшись свойствами ПЛС, получаем, что
un(s;x) равно:

– e−sx, если до момента времени x окончания об-
служивания заявки на приборе новая заявка не
поступила (с вероятностью e−λx);

– e−st, если в момент 0 < t < x поступила
новая заявка и обе заявки покинули систему
(с плотностью вероятностей λe−λt

∫∞
0 d0(y, x −

− t)b(y) dy);

– e−stun(s; v), если в момент времени 0 < t < x
поступила новая заявка длины y, одна из двух
заявок (поступившая заявка или заявка на при-
боре) покинула систему, а оставшаяся приняла
длину v и, значит, время до того момента, как
в системе останется (n−1) заявок, равноun(s; v)
(плотность вероятности данного события равна
λe−λt

∫∞
0 d(v|y, x− t)b(y) dy);

– e−stun+1(s;w)un(s; v), если в момент времени
0 < t < x поступила новая заявка длины y, обе
заявки остаются в системе (новая встает в оче-
редь), причем длина новой заявки становится
равной v, а на приборе — w (с плотностью
вероятностей λe−λt

∫∞
0 d(v, w|y, x − t)b(y) dy);

– e−stun+1(s; v)un(s;w), если в момент времени
0 < t < x поступила новая заявка длины y, обе
заявки остаются в системе (новая встает в оче-
редь), причем длина новой заявки становится
равной w, а на приборе — v (с плотностью
вероятностей λe−λt

∫∞
0 d∗(v, w|y, x− t) b(y) dy).

По формуле полной вероятности окончательно
получаем:

un(s;x) = e
−(s+λ)x +

+

x∫

0

λe−(λ+s)t dt

∞∫

0

d0(y, x− t)b(y) dy +

+

x∫

0

λe−(λ+s)t dt

∞∫

0

un(s; v) dv

∞∫

0

d(v|y, x−t) b(y) dy+

+

x∫

0

λe−(λ+s)t dt

∞∫

0

un+1(s;w) dw

∞∫

0

un(s; v) dv ×
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×
∞∫

0

d(v, w|y, x − t)b(y) dy +

x∫

0

λe−(λ+s)t dt×

×
∞∫

0

un+1(s; v) dv

∞∫

0

un(s;w) dw ×

×
∞∫

0

d∗(v, w|y, x − t)b(y) dy ,

1 ≤ n ≤ r − 1 . (13)

Система уравнений (12)–(13) решается рекур-
рентно, начиная с n = r − 1.

Зная значения un(s;x), можно найти основные
стационарные временн‚ые характеристики заявок.
Пусть в начальный момент в системе находит-
сяn заявок, 1 ≤ n ≤ r−1, на приборе обслуживается
заявка длины y и в этот момент в систему поступает
заявка длины x. Обозначим через wn(s;x, y) ПЛС
времени ожидания начала обслуживания этой за-
явки. В соответствии с дисциплиной обслуживания
имеет место равенство:

wn(s;x, y) =

∞∫

0

∞∫

0

d∗(v, w|x, y) dvdw +

+

∞∫

0

d0(v|x, y) dv+
∞∫

0

∞∫

0

un+1(s;w)d(v, w|x, y) dvdw.

Заметим, что вероятность того, что поступающая
заявка длины x будет потеряна при поступлении
в систему, равна:

π(x) =

=

∞∫

0

r−1∑

n=1

pn(y)


d0(x, y) +

∞∫

0

d∗0(w|x, y) dw


 dy +

+

∞∫

0

pr(y) dy .

Тогда ПЛСw(s) стационарного распределения вре-
мени ожидания начала обслуживания принятой
в систему заявки определяется формулой:

w(s) =
1

1− π

(
p0 +

+

∞∫

0

r−1∑

n=1

pn(y) dy

∞∫

0

b(x)wn(s;x, y) dx

)
,

где π =
∫∞
0
π(x)b(x) dx — безусловная вероятность

потери заявки.

4.2 Стационарное распределение
времени пребывания заявки в системе

Распределение полного времени пребывания за-
явки в системе вычисляется несколько сложнее из-
за того, что заявка, попавшая на прибор, может по-
кидать его и возвращаться на него обратно, менять
свою длину, а также уйти из системы недообслу-
женной.

Остановимся на нахождении следующих харак-
теристик, которые понадобятся в дальнейшем:

– стационарное распределение времени пребы-
вания на приборе заявки, которая была об-
служена до конца (с учетом возможных смен
длин и прерываний), при условии что в момент
поступления на прибор ее длина равнялась x,
а в очереди было n, 0 ≤ n ≤ r − 1, других за-
явок. Через V1,n(s;x) будем обозначать ПЛС
этого распределения;

– стационарное распределение времени пребы-
вания на приборе заявки, которая могла быть
и не обслужена до конца (с учетом возмож-
ных смен длин и прерываний), при условии что
в момент поступления на прибор ее длина рав-
нялась x, а в очереди было n, 0 ≤ n ≤ r − 1,
других заявок. ЧерезV2,n(s;x)будем обозначать
ПЛС этого распределения.

Отметим, что здесь подразумевается, что вре-
мя пребывания поступившей на прибор заявки
включает все времена, на которые ее обслужива-
ние было прервано.

Ввиду того что поступающая в заполненную сис-
тему заявка теряется, выпишем V1,r−1(s;x) = e−sx.
Далее, воспользовавшись свойством ПЛС, нахо-
дим, что V1,n(s;x) равно:

– e−sx, если до момента времени x окончания об-
служивания заявки на приборе новая заявка не
поступила (с вероятностью e−λx);

– e−stV1,n(s;w), если в момент времени 0 < t <
< x поступила новая заявка длины y, изме-
нила длину заявки на приборе на w, а сама
покинула систему (с плотностью вероятно-
стей λe−λt

∫∞
0
d∗0(w|y, x− t)b(y) dy);

– e−stV1,n+1(s;w), если в момент времени 0 < t <
< x поступила новая заявка длины y, которая
встала на первое место в очереди, причем но-
вая заявка получила новую длину v, а заявка на
приборе новую длину w (с плотностью вероят-
ностей λe−λt

∫∞
0
d(v, w|y, x− t)b(y) dy);
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– e−stun+2(s; v)V1,n(s;w), если в момент време-
ни 0 < t < x поступила новая заявка дли-
ны y, которая встала на прибор, получив
новую длину v, а заявка с прибора вытес-
нена на первое место в очереди и получила
новую длину w (с плотностью вероятностей
λe−λt

∫∞
0
d∗(v, w|y, x − t)b(y) dy).

Воспользовавшись снова формулой полной ве-
роятности, получаем, что уравнение для определе-
ния ПЛС V1,n(s;x) имеет следующий вид:

V1,n(s;x) = e
−(λ+s)x+

∞∫

0

V1,n+1(s;w)f(s;x,w) dw+

+

∞∫

0

V1,n(s;w)gn+2(s;x,w) dw , 0 ≤ n ≤ r − 2 ,

где

f(s;x,w) =

=

x∫

0

λe−(λ+s)t dt

∞∫

0

dv

∞∫

0

d(v, w|y, x − t) b(y) dy ;

gn+2(s;x,w) =

x∫

0

λe−(λ+s)t dt

∞∫

0

un+2(s; v) dv ×

×
∞∫

0

d∗(v, w|y, x− t) b(y) dy +

+

x∫

0

λe−(λ+s)t dt

∞∫

0

d∗0(w|y, x− t) b(y) dy .

Уравнение для определения V2,n(s;x) полу-
чается аналогичным образом. Действительно,
V2,r−1(s;x) = e−sx. Далее, ПЛС V2,n(s;x) равно:

– e−sx, если до момента времени x окончания об-
служивания заявки на приборе новая заявка не
поступила (с вероятностью e−λx);

– e−st, если в момент 0 < t < x поступила но-
вая заявка и она вместе с заявкой на прибо-
ре покинула систему (с плотностью вероятно-
стей λe−λt

∫∞
0
d0(y, x− t)b(y) dy);

– e−st, если в момент времени 0 < t <
< x поступила новая заявка длины y, са-
ма встала на прибор, а заявка с прибора
покинула систему (с плотностью вероятно-
стей λe−λt

∫∞
0 d0(v|y, x− t)b(y) dy);

– e−stV2,n(s;w), если в момент времени 0 < t <
< x поступила новая заявка длины y, изме-
нила длину заявки на приборе на w, а сама
покинула систему (с плотностью вероятно-
стей λe−λt

∫∞
0
d∗0(w|y, x− t)b(y) dy);

– e−stV2,n+1(s;w), если в момент времени 0 < t <
< x поступила новая заявка длины y, которая
встала на первое место в очереди, причем но-
вая заявка получила новую длину v, а заявка на
приборе новую длину w (с плотностью вероят-
ностей λe−λt

∫∞
0
d(v, w|y, x − t)b(y) dy);

– e−stun+2(s; v)V2,n(s;w), если в момент време-
ни 0 < t < x поступила новая заявка дли-
ны y, которая встала на прибор, получив
новую длину v, а заявка с прибора вытес-
нена на первое место в очереди и получи-
ла новую длину w (с плотностью вероятно-
стей λe−λt

∫∞
0
d∗(v, w|y, x − t)b(y) dy).

Воспользовавшись снова формулой полной ве-
роятности, получаем, что уравнение для определе-
ния ПЛС V2,n(s;x) имеет следующий вид:

V2,n(s;x) = h(s, x) +

∞∫

0

V2,n+1(s;w)f(s;x,w) dw +

+

∞∫

0

V2,n(s;w)gn+2(s;x,w) dw , 0 ≤ n ≤ r − 2 ,

где

h(s, x) = e−(λ+s)x +

+

x∫

0

λe−(λ+s)t dt

∞∫

0

d0(y, x− t)b(y) dy +

+

x∫

0

λe−(λ+s)t dt

∞∫

0

dv

∞∫

0

d0(v|y, x− t)b(y) dy .

Решение полученных уравнений осуществляет-
ся рекуррентным образом, начиная с n = r − 1.
Естественно, ПЛС безусловных распределений по-
лучаются усреднением V1,n(s;x) и V2,n(s;x) по рас-
пределению длины заявки B(x).

Наконец, перейдем к нахождению полного вре-
мени пребывания заявки в системе. Будем разли-
чать два случая: первый — когда заявка не может
уходить из системы недообслуженной; второй —
когда заявка на приборе может покинуть систему
не обслуженной до конца. В обоих случаях, как
обычно, полное время пребывания заявки в систе-
ме складывается из времени ожидания заявкой на-
чала обслуживания и времени пребывания заявки
на приборе (которое включает времена прерываний
обслуживания).

В первом случае ПЛС стационарного распре-
деления полного времени пребывания в системе
поступающей заявки длины x обозначим через
V1(s;x), во втором — через V2(s;x).
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Рассмотрим первый случай.
Во-первых, заявка длины x может с вероят-

ностью p0 поступить в свободную систему, и то-
гда время ее пребывания в системе будет совпадать
с временем ее пребывания на приборе (с учетом
прерываний).

Во-вторых, с плотностью вероятностей pn(y)
поступающая заявка длины x может застать в сис-
теме 1 ≤ n ≤ r − 1 заявок, причем на приборе
будет находиться заявка длины y. В этом случае
возможны следующие варианты:

– либо с вероятностью d0(v|x, y) + d∗(v, w|x, y)
поступающая заявка встанет на прибор, при-
чем ее длина станет равной v и тогда полное
время ее пребывания в системе будет совпадать
с временем ее пребывания на приборе (с учетом
прерываний);

– либо с вероятностью d(v, w|x, y) поступающая
заявка станет на первое место в очереди, по-
лучит новую длину v, а заявка на приборе —
новую длину w; при этом время пребывания
в системе поступившей заявки будет равно сум-
ме двух времен: времени до того момента, когда
в системе снова станет n заявок, и времени
пребывания на приборе (с учетом прерываний)
заявки длины v.

Применяя формулу полной вероятности, при-
ходим к следующему выражению для ПЛС V1(s;x)
стационарного распределения полного времени
пребывания принятой заявки в систему, в которой
не допускается уход заявок недообслуженными:

V1(s;x) =
1

1− π

(
p0V1,0(s;x) +

+

∞∫

0

r−1∑

n=1

pn(y)

[ ∞∫

0

V1,n−1(s; v)

(
d0(v|x, y) +

+

∞∫

0

d∗(v, w|x, y) dw
)
dv

]
dy +

∞∫

0

r−1∑

n=1

pn(y)

[ ∞∫

0

∞∫

0

un+1(s;w)×

× V1,n−1(s; v)d(v, w|x, y) dvdw
]
dy

)
. (14)

Наконец, ПЛС V1(s) стационарного распреде-
ления полного времени пребывания в системе за-
явки произвольной длины получается усреднени-
ем V1(s;x) по распределению длины заявки B(x)
и равно V1(s) =

∫∞
0 V1(s;x)b(x) dx. Выражение

для V2(s;x) получается путем замены в соответству-
ющих местах формулы (14) V1,n(s;x) на V2,n(s;x).

5 Заключение

В заключение скажем несколько слов об условии
существования стационарного режима. Для рас-
смотренной системы общего необходимого и до-
статочного условия его существования выписать не
удается. Оно зависит от конкретных параметров
системы и в каждом отдельном случае нуждается
в специальном исследовании. Конечность средне-
го времени обслуживания является только необхо-
димым условием и, даже несмотря на присутствие
ограничения на размер очереди, не является доста-
точным1.
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