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АНАЛИТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ

С ИНВАРИАНТНОЙ МЕРОЙ В СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

С РАЗРЫВНЫМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ∗

И. Н. Синицын1

Аннотация: На базе методов нормальной аппроксимации и статистической линеаризации разработаны
точные и приближенные алгоритмы аналитического моделирования плотностей стохастических режимов
с инвариантной мерой в гауссовых и негауссовых стохастических системах (СтС) с разрывными харак-
теристиками. Рассмотрены особенности моделирования в СтС с пуассоновскими шумами. На тестовых
примерах показана достаточная для многих приложений точность алгоритмов.

Ключевые слова: автокоррелированная помеха; аналитическое моделирование; интегродифференци-
альные уравнения Пугачёва; метод нормальной аппроксимации; метод статистической линеаризации;
нелинейная гауссовская и негауссовская стохастическая система в смысле Ито; пуассоновская стохасти-
ческая система; распределение с инвариантной мерой; стохастический режим

1 Введение

Следуя [1, 2], будем рассматривать нестацио-
нарный стохастических режимZ = Z(t) в нелиней-
ной дифференциальной СтС, понимаемой в смысле
Ито:

‘Z = a(Z, t) + b(Z, t)V , Z(t0) = Z0 . (1)

Здесь Z — k-мерный вектор состояния СтС, Z ∈
∈ – (– — многообразие состояний); a = a(Z, t)
и b = b(Z, t) — детерминированные (k × 1)- и
(k ×m)-мерные функции отмеченных аргументов;
V = V (t) — m-мерный вектор негауссовских (в
общем случае) белых шумов с нулевыми матема-
тическими ожиданиями и представляющий собой
среднеквадратичную (с.к.) производную процесса
с независимыми приращениями W = W (t), V =
= ‘W . Обозначим через χ = χ(µ; t) логарифми-
ческую производную одномерной характеристиче-
ской функции h1 = h1(µ; t) процесса W = W (t),
определяемую формулой

χ(µ; t) =
∂ lnh1(µ; t)

∂t
=

1

h1(µ; t)

∂h1(µ; t)

∂t
. (2)

Начальное состояние Z0 будем считать случай-
ной величиной (СВ), не зависящей от W (t) для
t > t0. Предположим, что стохастический режим
Z(t) является сильным решением (1), а функции
a, b и χ удовлетворяют известным условиям суще-
ствования и единственности [1, 2].

Пусть существуют одно- и n-мерные плотности
f1 = f1(z; t) и fn = fn(z1, . . . , zn; t1, . . . , tn) и ха-
рактеристические функции g1 = g1(λ; t) и gn =
= gn(λ1, . . . , λn; t1, . . . , tn) (n ≥ 2), удовлетво-
ряющие интегродифференциальным уравнениям
Пугачева [1, 2]:

∂f1(z; t)

∂t
+
∂T

∂z
[a(z, t)f1(z; t)] =

1

(2π)k
×

×
∞∫

−∞

∞∫

−∞

χ(b(ξ, t)Tλ; t)eiλT(ξ−z)f1(z; t) dξdλ ; (3)

f1(z; t0) = f0(z) ; (4)

∂fn(z1, . . . , zn; t1, . . . , tn)

∂tn
+

+
∂T

∂zn
[a(zn, tn)fn(z1, . . . , zn; t1, . . . , tn)] =

=
1

(2π)kn

∞∫

−∞

∞∫

−∞

χ(b(ξn, tn)
Tλn; tn)×

× exp
{
i

n∑

l=1

λTl (ξl − zl)

}
×

× fn(ξ1, . . . , ξn; t1, . . . , tn) dξ1 · · ·dξndλ1 · · ·dλn ;

fn(z1, . . . , zn−1, zn; t1, . . . , tn−1, tn) =

= fn−1(z1, . . . , zn−1; t1, . . . , tn−1)δ(zn − zn−1) ;

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 13-07-00036) и программой «Интеллектуальные информаци-
онные технологии, системный анализ и автоматизация» (проект 1.7).

1Институт проблем информатики Российской академии наук, sinitsin@dol.ru
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∂g1(λ; t)

∂t
−

− 1

(2π)k

∞∫

−∞

∞∫

−∞

iλTa(z, t)ei(λT−µT)zg1(µ; t) dµdz =

=
1

(2π)k

∞∫

−∞

∞∫

−∞

χ(b(z, t)TλT; t)ei(λT−µT)z ×

× g1(µ; t) dµdz ; (5)

g1(λ; t0) = g0(λ) ; (6)

∂gn(λ1, . . . , λn; t1, . . . , tn)

∂tn
−

− 1

(2π)kn

∞∫

−∞

· · ·
∞∫

−∞

iλTa(zn, tn)×

× exp
[
i

n∑

k=1

(λTk − µTk )zk

]
×

×gn(µ1, . . . , µn; t1, . . . , tn) dµ1 · · ·dµndz1 · · ·dzn =

=
1

(2π)kn

∞∫

−∞

· · ·
∞∫

−∞

χ(b(zn; t)
Tλn; tn)×

× exp
[
i

n∑

k=1

(λTk − µTk )zk

]
×

×gn(µ1, . . . , µn; t1, . . . , tn) dµ1 · · · dµndz1 · · · dzn;

gn(λ1, . . . , λn; t1, . . . , tn−1, tn−1) =

= gn−1(λ1, . . . , λn−2, λn−1 + λn; t1, . . . , tn−1) ,

t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn, n = 2, 3, . . .

При этом одно- и n-мерные плотности и ха-
рактеристические функции связаны между собой
известными соотношениями:

f1(z; t) =
1

(2π)k

∞∫

−∞

e−iµTzg1(µ; t)dµ ;

g1(λ; t) =

∞∫

−∞

eiλTzf1(z; t) dz ;

fn(z1, . . . , zn; t1, . . . , tn) =

=
1

(2π)kn

∞∫

−∞

· · ·
∞∫

−∞

exp

{
−i

n∑

l=1

λTl zl

}
×

× gn(λ1, . . . , λn; t1, . . . , tn) dλ1 · · ·dλn ; (7)

gn(λ1, . . . , λn; t1, . . . , tn) =

=

∞∫

−∞

· · ·
∞∫

−∞

exp

{
i

n∑

l=1

λTl zl

}
×

× fn(z1, . . . , zn; t1, . . . , tn) dz1 · · · dzn .

Для нахождения одномерных плотностей
f1(z, t) = f∗

1 (z) и характеристических функций
g1(λ; t) = g∗1(λ) стохастических режимов в стаци-
онарных СтС (1) при

a(z, t) = a∗(z) ; b(z, t) = b∗(z) ; χ(µ; t) = χ∗(µ) (8)

следует в (3) и (5) положить ∂f1/∂t = 0и ∂g1/∂t = 0.
В результате получим соответственно

∂T

∂z
[a∗(z)f∗

1 (z)] =

=
1

(2π)k

∞∫

−∞

∞∫

−∞

χ∗(b∗(ξ)Tλ)eiλT(ξ−z)f∗
1 (ξ) dξdλ ;

− 1

(2π)k

∞∫

−∞

∞∫

−∞

iλTa∗(z)ei(λT−µT)zg∗1(µ) dµdz =

=
1

(2π)k

∞∫

−∞

∞∫

−∞

χ∗(b∗(z)Tλ)ei(λT−µT)zg∗1(µ) dµdz.

Поставим задачу разработки точных и прибли-
женных алгоритмов аналитического моделирова-
ния распределений (плотностей и характеристиче-
ских функций) стохастических режимов Z = Z(t)
в нелинейных гауссовских и негауссовских СтС (1)
с разрывными характеристиками a = a(z, t) и b =
= b(z, t), обладающих свойством сохранения инва-
риантной меры, т. е. удовлетворяющих уравнени-
ям (3) и (5) при χ = 0.

Условия сохранения инвариантной меры можно
представить в следующем развернутом виде:

∂f1(z; t)

∂t
+Aaf1(z; t) = 0 ;

Aaf1(z; t) =
∂T

∂z
[a(z, t)f1(z; t)] = div π(z; t) ;





(9)

A∗
af

∗
1 (z) = 0 ;

A∗
af

∗
1 (z) =

∂T

∂z
[a∗(z)f∗

1 (z)] = div π
∗(z) ;





(10)

∂g1(λ; t)

∂t
−Bag1(λ; t) = 0 ;
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Bag1(λ; t) =

=
1

(2π)k

∞∫

−∞

∞∫

−∞

iλTa(z, t)ei(λT−µT)zg1(µ; t) dµdz =

=

∞∫

−∞

iλTa(z, t)eiλTzf1(z; t) dz =

=

∞∫

−∞

eiλTziλTπ(z; t) dz ; (11)

B∗
ag

∗
1(λ) = 0 ;

B∗
ag

∗
1(λ) =

=
1

(2π)k

∞∫

−∞

iλTa∗(z)ei(λT−µT)zg∗1(µ) dµdz =

=

∞∫

−∞

iλTa∗(z)eiλTzf∗
1 (z) dz =

=

∞∫

−∞

eiλTziλTπ∗(z) dz .





(12)

Для гауссовских (нормальных) СтС с гладкими
характеристиками точные и приближенные методы
и алгоритмы аналитического моделирования рас-
смотрены в [1–15].

Особое внимание уделим приближенным мето-
дам, основанным на методах нормальной аппрок-
симации и статистической линеаризации. Подроб-
но рассмотрим их применение к пуассоновским
СтС.

2 Точные методы и алгоритмы
аналитического моделирования
распределений с инвариантной
мерой

Пусть функция a в СтС (1) допускает представ-
ление

a = a(z, t) = a1(z, t) + a2(z, t) (13)

такое, что функция f1 = f1(z; t) является плот-
ностью инвариантной меры невозмущенной шума-
ми системы, описываемой векторным обыкновен-
ным дифференциальным уравнением вида

‘z = a1(z, t) , (14)

т. е. удовлетворяет условию (9):

∂f1(z; t)

∂t
+
∂T

∂z
[a1(z, t)f1(z; t)] = 0 . (15)

Для гладких функций a1 = a1(z, t) вопросы су-
ществования и основные свойства интегральных
инвариантов изучены в [16, 17]. При этом в (13)
функция a2 = a2(z, t) определяется путем реше-
ния следующего интегродифференциального урав-
нения:

∂T

∂z
[a2(z, t)f1(z; t)] =

1

(2π)k
×

×
∞∫

−∞

∞∫

−∞

χ(b(ξ, t)Tλ; t)eiλT(ξ−z)f1(ξ; t) dξdλ . (16)

В общем случае нахождение функций a1 и a2
в (13) — такая же трудная задача, как решение
уравнений (3) и (4).

Для стационарных СтС, когда выполнены усло-
вия (8), уравнения (13)–(16) имеют вид:

a(z) = a1(z) + a2(z) ; (17)

‘z = a1(z) , (18)

∂T

∂z
[a∗2(z)f

∗
1 (z)] =

=
1

(2π)k

∞∫

−∞

∞∫

−∞

χ∗(b∗(ξ)Tλ)eiλT(ξ−z)f∗
1 (ξ) dξdλ . (19)

В этом случае можно выбирать невозмущенную
систему (18) так, чтобы она имела первые инте-
гралы.

В терминах характеристических функций со-
отношения (15), (16) и (19) могут быть записаны
следующим образом:

∂g1(λ; t)

∂t
−Ba1g1(λ; t) = 0 ; (20)

B∗
a1g

∗
1(λ) = 0 .

Для составляющихa2(z, t)иa∗2(z)имеют место урав-
нения

Ba2g1(λ; t) =
1

(2π)k
×

×
∞∫

−∞

∞∫

−∞

χ(b(z, t)Tλ; t)ei(λT−µT)zg1(µ; t) dµdz; (21)

B∗
a2g

∗
1(λ) =

1

(2π)k
×

×
∞∫

−∞

∞∫

−∞

χ∗(b∗(z)Tλ)ei(λT−µT)zg∗1(µ) dµdz . (22)
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Отсюда вытекают конструктивные точные ал-
горитмы аналитического моделирования распреде-
лений с инвариантной мерой. В их основе лежат
следующие теоремы.

Теорема 2.1. Функция f1 = f1(z; t) будет реше-

нием (3) и (4) тогда и только тогда, когда a =
= a(z, t) допускает представление (13) такое, что

f1 = f1(z; t) является плотностью инвариантной ме-

ры обыкновенного дифференциального уравнения (14),
т. е. удовлетворяет условию (15). При этом состав-

ляющая a2 определяется из решения интегродиффе-

ренциального уравнения (16).

Теорема 2.2. Функция f∗
1 = f

∗
1 (z) будет решением (3)

тогда и только тогда, когда a∗ = a∗(z) допускает

представление (17) такое, что f∗
1 = f∗

1 (z) являет-

ся плотностью инвариантной меры (18). При этом

составляющая a∗2 определяется из решения уравне-

ния (19).

Теорема 2.3. Функция g1 = g1(λ; t) будет реше-

нием (5), (6) тогда и только тогда, когда недиф-

ференцируемая функция a = a(z, t) допускает пред-

ставление (13) такое, что g1 = g1(λ; t) является

характеристической функцией инвариантной меры

уравнения (14), т. е. удовлетворяет условию (20).
При этом составляющая a2 определяется из урав-

нения (21).

Теорема 2.4. Функция g∗1 = g
∗
1(λ) будет решением (7)

тогда и только тогда, когда недифференцируемая

функция a∗ = a∗(z) допускает представление (17)
такое, что g∗1 является характеристической функ-

цией инвариантной меры (14). При этом a∗2 определя-

ется из решения (22).

Теоремы 2.1–2.4 легко обобщаются на случай
многомерных распределений с инвариантной ме-
рой.

3 Приближенные методы
и алгоритмы аналитического
моделирования распределений
с инвариантной мерой,
основанные на нормальной
аппроксимации и
статистической линеаризации

Пусть нелинейная СтС (1) допускает примене-
ние метода нормальной аппроксимации (МНА) [1,
2]. Тогда одно- и двумерные нормальные плот-
ности fíîá1 , fíîá2 и характеристические функ-
ции gíîá1 , gíîá2 , а также вектор математического

ожидания mt = MíîáZ(t), ковариационная мат-
рица Kt = MíîáZ0TZ0(t) (Z0(t) = Z(t) − mt)
и матрица ковариационных функций K(t1, t2) =
= MíîáZ0T(t1)Z

0(t2) (t1 < t2) определяются сле-
дующими уравнениями:

fíîá1 = fíîá1 (z; t,mt,Kt) =
[
(2π)k|Kt|

]−1/2 ×

× exp
{
−1
2

(
zT −mTt

)
K−1

t (z −mt)

}
; (23)

fíîá2 =

= fíîá2 (z1, z2; t1, t2,mt1 ,mt2 ,Kt1 ,Kt2 ,K(t1, t2)) =

=
[
(2π)k| �K2|

]−1/2 ×
× exp

{
−([zT1 zT2 ]− �mT2 ) �K−1

2 ([z
T
1 z
T
2 ]
T − �m2)

}
; (24)

gíîá1 (λ; t) = exp

{
iλTm− 1

2
λTKtλ

}
; (25)

gíîá2 (λ1, λ2; t1, t2) =

= exp

{
i�λT �m2 −

1

2
�λT �K2�λ

}
; (26)

�λ =
[
λT1 λ

T
2

]T
; �m2 =

[
mTt1m

T
t2

]T
;

�K2 =

[
K(t1, t1) K(t1, t2)

K(t2, t1) K(t2, t2)

]
;

‘mt = a1(t,mt,Kt) =

=

∞∫

−∞

a(z, t)fíîá1 (z; t,mt,Kt) dz ; (27)

‘Kt = a2(t,mt,Kt) = a21 + a12 + a22 =

=




∞∫

−∞

a(z, t)(zT −mTt ) + (z −mt)a
T(z, t) +

+ σ(z, t)


 fíîá1 (z; t,mt,Kt) dz ; (28)

∂K(t1, t2)

∂t2
=

= a3(t1, t2,mt1 ,mt2 ,Kt1 ,Kt2 ,K(t1, t2)) =

=
[
(2π)2k| �K2|

]−1/2 ×

×
∞∫

−∞

∞∫

−∞

(z1 −mt1)a(z2, t2) exp
{
−([zT1 zT2 ]− �mT2 )×

× �K−1
2 ([z

T
1 z
T
2 ]− �m2)

}
dz1dz2 . (29)

6 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 7 выпуск 1 2013



Аналитическое моделирование распределений с инвариантной мерой в стохастических системах

Здесь введены следующие обозначения:

z1 = zt1 ; z2 = zt2 ; �m2 =
[
mTt1m

T
t2

]T
;

�K2 =

[
K(t1, t1) K(t1, t2)

K(t2, t1) K(t2, t2)

]
,





(30)

σ(z, t) = b(z, t)ν(t)b(z, t)T , (31)

где ν = ν(t)— интенсивность негауссовского бело-
го шума V = V (t).

Для стационарных СтС при ‘m∗ = 0, ‘K∗ = 0,
K(t1, t2) = k(τ) (τ = t1− t2) соотношения (27)–(31)
принимают вид:

a∗1(m
∗,K∗) = 0 ; (32)

a∗2(m
∗,K∗) = 0 ; (33)

dk(τ)

dτ
= aíîá11 (m∗,K∗)k(τ) ; (34)

k(τ) = k(−τT) ; k(0) = K .

Из уравнения (34) следует, что алгоритм МНА бу-
дет устойчивым, если матрица aíîá11 (mt,Kt, t)будет
асимптотически устойчива.

Для m и K уравнения метода статистической
линеаризации (МСЛ) в нелинейных СтС при ад-
дитивных шумах, когда b(z, t) = b0(t), b∗(z) = b∗0
получаются из (27)–(29) и (32)–(34) как частный
случай.

Условия наличия нормального распределения с
инвариантной мерой (9) и (10), если заменить a(z, t)
статистически линеаризованным выражением

a(Z, t) ≈ aíîá10 (t,mt,Kt)+a
íîá
11 (t,mt,Kt)(Z−mt) ,

где
aíîá10 = aíîá10 (t,mt,Kt) ≡ a1 ;

aíîá11 = aíîá11 (t,mt,Kt) =

=




∞∫

−∞

a(z, t)(zT −mTt )f
íîá
1 (z; t,mt,Kt) dz



×

×K−1
t =

(
∂

∂mt
aT1

)T
,

приводят к следующим соотношениям:

∂fíîá1 (z; t,mt,Kt)

∂t
+
∂T

∂z

{[
aíîá10 (t,mt,Kt) +

+ aíîá11 (t,mt,Kt)(z −mt)
]
×

× fíîá1 (z; t,mt,Kt)
}
= 0 ; (35)

∂T

∂z

{[
a∗íîá10 (m∗,K∗) + a∗íîá11 (m∗,K∗)(z −m∗)

]
×

× f∗íîá
1 (z;m∗,K∗)

}
= 0 , (36)

где

f∗íîá
1 (z;m∗,K∗) =

[
(2π)k|K∗|

]−1/2 ×

× exp
{
−1
2
(zT −m∗T)(K∗)−1(z −m∗)

}
.

Аналогично в развернутом виде выписываются
условия (11) и (12):

∂gíîá1 (λ; t)

∂t
−

∞∫

−∞

iλT
[
aíîá10 (mt,Kt, t) +

+ aíîá11 (mt,Kt, t)(z −mt)
]
×

× eiλTzfíîá1 (z;mt,Kt, t) dz = 0 ; (37)

∞∫

−∞

iλT
[
a∗íîá10 (m∗,K∗) +

+ a∗íîá11 (m∗,K∗)(z −m∗)
]
×

× eiλTzf∗íîá
1 (z;m∗,K∗) dz = 0 . (38)

Отсюда вытекают следующие теоремы.

Теорема 3.1. Если существуют одно- и двумерные

плотности стохастического режима, а матрица

aíîá11 коэффициентов статистической (нормальной)

линеаризации асимптотически устойчива, то при-

ближенный алгоритм аналитического моделирования

МНА нестационарных стохастических режимов в

СтС (1) с инвариантной мерой определяется выра-

жениями (23)–(29) и (35).

Теорема 3.2. Если существуют стационарные одно-

и двумерные плотности стохастического режима,

а матрица a∗íîá11 коэффициентов статистической

(нормальной) линеаризации асимптотически устой-

чива, то приближенный алгоритм аналитического

моделирования стационарных стохастических режи-

мов с инвариантной мерой в стационарной СтС (1)
определяется выражениями (32)–(34) и (36).

Как известно [1, 2], одно- и двумерные нор-
мальные распределения определяют и все n-мер-
ные распределения (n ≥ 3), поэтому МНА и МСЛ
дают приближенные алгоритмы для любых много-
мерных плотностей стохастических режимов, если
они существуют. Аналогично формулируются тео-
ремы 3.3 и 3.4 на основе условий (37) и (38).
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4 О других приближенных
методах и алгоритмах
аналитического моделирования
распределений с инвариантной
мерой

Обобщением МНА являются различные при-
ближенные методы, основанные на параметриза-
ции распределений [1, 2]. Аппроксимируя од-
номерную характеристическую функцию g1(λ; t)
и соответствующую плотность f1(z, t) известны-
ми функциями g∗1(λ; θ), f∗

1 (z; θ), зависящими от
конечномерного векторного параметра θ, можно
свести задачу приближенного определения одно-
мерного распределения к выводу из уравнения для
характеристических функций обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, определяющих θ как
функцию времени. Это относится и к осталь-
ным многомерным распределениям. При ап-
проксимации многомерных распределений целе-
сообразно выбирать последовательности функций
{f∗

n(z1, . . . , zn; θn)} и {g∗n(λ1, . . . , λn; θn)}, каждая
пара которых находилась бы в такой зависимости от
векторного параметра θn, чтобы при любом n мно-
жество параметров, образующих вектор θn, включа-
ло в качестве подмножества множество параметров,
образующих вектор θn−1. Тогда при аппроксима-
ции n-мерного распределения придется определять
только те координаты вектора θn, которые не бы-
ли определены ранее при аппроксимации функций
f1, g1, . . . , fn−1, gn−1.

В зависимости от того, что представляют со-
бой параметры, от которых зависят функции
f∗

n(z1, . . . , zn; θn) и g∗n(λ1, . . . , λn; θn), аппрок-
симирующие неизвестные многомерные плотно-
сти fn(z1, . . . , zn; t1, . . . , tn) и характеристические
функции gn(λ1, . . . , λn; t1, . . . , tn), используются
различные приближенные методы решения урав-
нений при условиях (9)–(12), определяющих
многомерные распределения вектора состояния
системы Xt, в частности методы моментов (ММ),
семиинвариантов (МСИ), ортогональных разложе-
ний (МОР), квазимоментов (МКМ) и др. [1, 2].

5 Обобщение на случай
стохастических систем
с автокоррелированными
шумами

Пусть СтС описывается нелинейным, в общем
случае векторным дифференциальным стохастиче-
ским уравнением Ито [1, 2, 15, 18]

‘Z = a(Z, t) + bU (Z, t)U ;

l∑

i=0

αiU
(i) =

h∑

j=0

βjV
(j) (h < l) .





(39)

Здесь U = U(t) — векторная помеха размерности
m × 1; V = V (t) — негауссовский белый шум с
нулевым математическим ожиданием и известной
функцией χ = χ(µ; t). В таком случае в зависи-
мости от степени «гладкости» стохастического ре-
жима Z = Z(t) и помехи U = U(t) уравнения (39)
путем расширения вектора состояния согласно [1,
2] приводятся к виду (1) для расширенного вектора
состояния �Z. Тогда, но уже для расширенного век-
тора состояния СтС, при решении уравнений (39)
могут быть использованы точные (разд. 2) и при-
ближенные (разд. 3) методы и алгоритмы аналити-
ческого моделирования нестационарных и стацио-
нарных распределений с инвариантной мерой.

6 Особенности аналитического
моделирования распределений
с инвариантной мерой
в пуассоновских
стохастических системах

Рассмотрим СтС (1) при b(z, t) = Im для
обобщенного пуассоновского белого шума V OP =
= V OP(t), когда функция (2) определяется форму-
лой

χOP(µ; t) =
[
gOPc (µ)− 1

]
νOP(t) ,

где gOPc = gOPc (µ) — характеристическая функция
скачков; νOP = νOP(t) — интенсивность пуассо-
новского белого шума V OP = V OP(t). Обозначим
через fOPc = fOPc (z) плотность скачков обобщенно-
го пуассоновского процесса. Тогда (3) будет пред-
ставлять собой известное уравнение Феллера–Кол-
могорова

∂f1(z; t)

∂t
+
∂T

∂z
[a(z, t)f1(z; t)] =

= νOP(t)




∞∫

−∞

fOPc (z − ξ)f1(ξ; t) dξ − f1(z; t)


 (40)

с начальным условием (4). В случае простого пуас-
соновского белого шума с единичными скачками
gc(µ) = e

iµ.
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Для стационарной пуассоновской СтС (1) урав-
нение (40) имеет следующий вид:

∂T

∂z
[a∗(z)f∗

1 (z)] =

= νOP∗




∞∫

−∞

fOPc (z − ξ)f∗
1 (ξ) dξ − f∗

1 (z)



 . (41)

Пользуясь уравнениями (40), (41) и результата-
ми разд. 1 и 2, нетрудно сформулировать следующие
утверждения.

Теорема 6.1. Функция f1 = f1(z; t) будет нестаци-

онарным решением (40), (4) тогда и только тогда,

когда a допускает представление (13) такое, что

f1 является плотностью инвариантной меры обык-

новенного дифференциального уравнения (14), т. е.

удовлетворяет условию (15), а составляющаяa2 опре-

деляется из решения следующего уравнения:

∂T

∂z
[a2(z, t)f1(z; t)] =

1

(2π)k
×

×
∞∫

−∞

∞∫

−∞

χOP
(
b(ξ, t)Tλ; t

)
eiλT(ξ−z)f1(ξ, t) dξdλ .

Теорема 6.2. Функция f∗
1 = f∗

1 (z) будет стацио-

нарным решением (41) тогда и только тогда, ко-

гда a∗2 допускает представление (17) такое, что f∗
1

является плотностью инвариантной меры (18), а со-

ставляющая a∗2 определяется из решения следующего

уравнения:

∂T

∂z
[a∗2(z)f

∗
1 (z)] =

=
1

(2π)k

∞∫

−∞

∞∫

−∞

χOP∗(b(ξ)Tλ)eiλT(ξ−z)f∗
1 (ξ) dξdλ .

При использовании МНА и МСЛ для пуассо-
новских СтС непосредственно применяются теоре-
мы 3.1–3.4, причем в формулу (31) для σ(z, t) входит
интенсивность νOP(t) обобщенного пуассоновско-
го белого шума.

7 Тестовые примеры

Пример 1. Рассмотрим осциллятор Дуффинга в
обобщенной пуассоновской стохастической среде:

�X + ω2X − µX3 = −δOP ‘X + V OP(t) . (42)

Уравнения МСЛ для (42) имеют следующий вид:

‘mX = m ‘X ; ‘m ‘X = −ω2ÜmX − δOPm ‘X ; (43)

‘DX = 2KX ‘X ;

‘D ‘X = ν
OP − 2(ω21ÜKX ‘X + δ

OPD ‘X) ;

‘KX ‘X = D ‘X − ω21ÜDX − δOPKX ‘X .





(44)

Здесь кубическая функция X3 была заменена
на статистически линеаризованную при гауссовом
распределении с дисперсией DX согласно [1, 2]:

X3 ≈ k0(mX , DX)mX + k1(mX , DX)X
0 ,

где

k0(mX , DX) = m
2
X + 3DX ;

k1(mX , DX) = 3(m
2
X +DX) ;

ω2Ü = ω
2

[
1− µ(m2X + 3DX)

ω2

]
;

ω21Ü = ω
2

[
1− 3µ(m

2
X +DX)

ω2

]
(ωÜ > ω1Ü) .

Из (43) и (44) в стационарном режиме имеем:

m∗
X = 0 ; m

∗
‘X
= 0 ; K∗

X ‘X
= 0 ;

D∗
‘X
= ϑ ; ϑ =

νOP

2δOP
,

а D∗
X определяется из уравнения:

ω21Ü(D
∗
X)D

∗
X = ϑ .

Условие наличия стационарного распределения с
инвариантной мерой (36) требует консерватизма
линеаризованной левой части (42). Процесс уста-
новления стационарных стохастических колебаний
происходит в два этапа: сначала устанавливается
D∗
‘X
, а затем D∗

X .

Интересно отметить, что уравнения МСЛ (43)
и (44) сохраняют свой вид и для любого белого шума
интенсивности ν(t), представляющего собой с.к.,
производную от произвольного процесса с неза-
висимыми приращениями W (t). Для гауссовского
белого шума ν = νG соответствующие результаты
получены в [1, 2, 15]. Как показали вычислительные
эксперименты для значений µ, отвечающих стоха-
стическим колебаниям, точность составляет около
10% [15].

Пример 2. Для осциллятора Дуффинга в автокорре-
лированной пуассоновской среде, когда

�X +ω2X −µX3 = −δOP ‘X +U ; ‘U + γU = V OP(t) ,
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уравнения МСЛ для Z = [X ‘XU ]T имеют вид (27)
и (28) при

a1 =




m ‘X

−ω2ÜmX − δOPm ‘X

−mU


 ;

α =



0 1 0

−ω21Ü −δOP 0
0 0 −γ


 ; β =



0 0 0
0 0 0
0 0 1


 ;

a2 = αKt +Ktα
T + βνOPβT .

Здесь νOP = νOP(t) — интенсивность белого шу-
ма V OP(t). Отсюда аналитическим моделиро-
ванием определяются стационарные режимы, а
также режимы их установления. Так же, как в
случае автокоррелированных гауссовских белых
шумов [1, 2, 15], точность МСЛ за счет «про-
фильтрованности» помех значительно повышается
и достигает 2%–4%. Результат справедлив и для
произвольных негауссовских белых шумов.

Пример 3. Для релейного осциллятора в гауссовской
стохастической среде

�X + ω2sgnX = −δG ‘X + V G + U0 (45)

плотность распределения стационарного режима
стохастических колебаний при U0 = 0 определя-
ется формулой Гиббса [1, 2]:

f∗(x, ‘x) = c exp

{
−H(x, ‘x)

ϑG

}
, ϑG =

νG

2δG
. (46)

Здесь через

H(x, ‘x) =
‘x2

2
+ š(x) , š(x) = ω2|x| ,

обозначена полная энергия осциллятора.
Для (45) приU0 6= 0, если заменить релейную ха-

рактеристику статистически линеаризованной, со-
гласно [1, 2]

sgnX = k0(mX , DX)mX + k1(mX , DX)(X
0 −mX) ;

k0(mX , DX) =
2

mX
�

(
mX√
DX

)
;

k1(mX , DX) =
1√
DX

√
2

π
exp

(
− m2X
2DX

)
;

�(τ) =
1

2π

τ∫

0

e−t2/2dt . (47)

Тогда уравнения МСЛ будут иметь вид:

‘mX = m ‘X ;

‘mX = U0 − ω2k0(mX , DX)mX − δm ‘X ;

}
(48)

‘DX = 2KX ‘X ;
‘D ‘X = ν

G − 2
[
δD ‘X + ω

2k1(mX , DX)KX ‘X

]
;

‘KX ‘X = D ‘X − ω2k1(mX , DX)DX − δKX ‘X ,





(49)

где δ = δG, ν = νG. Отсюда для стационарных сто-
хастических колебаний имеем связанную систему
уравнений:

m∗
‘X
= 0 ; ω2k0(m

∗
X , D

∗
X) = U0 ; (50)

K∗
X ‘X
= 0 ; D∗

X = ϑ =
ν

2δ
;

k1(m
∗
X , D

∗
X)D

∗
X = ρ =

ϑ

ω2
=

ν

2δω2
.





(51)

При U0 = 0 из (47), (50) и (51) находим:

m∗
X = 0 ; m

∗
‘X
= 0 ; D∗

‘X
= ϑ ; D∗

X =
π

2
ρ2 .

Отсюда видно, что стационарная дисперсия ско-
рости совпадает с точным решением (46). Стацио-
нарная дисперсия координаты, найденная согласно
МСЛ, отличается от следующего точного решения,
полученного согласно (46). При ρ ≤ 1 относи-
тельная ошибка составляет 10%. Стационарные
колебания по X и ‘X не коррелированы.

Уравнения (48) и (49) показывают, что процесс
установления режима стохастических колебаний
происходит в две стадии: сначала устанавливает-
ся стационарное распределение по скорости ‘X, а
затем по координате X .

Пример 4. В условиях примера 3, но для пуассонов-
ской среды, когда

�X + ω2sgnX = −δOP ‘X + V OP + U0 ,

уравнения МСЛ имеют вид (48), (49), если при-
нять δ = δOP, ν = νOP, ϑ = ϑOP = νOP/(2δOP),
ρ = ϑOP/ω2. Точного аналитического уравнения
Феллера–Колмогорова не обнаружено.

Другие тестовые примеры можно найти в [10,
12–14].

8 Заключение

Дано обобщение точных и приближенных
(основанных на параметризации распределений)
методов и алгоритмов теории распределений с
инвариантной мерой на случай нелинейных диф-
ференциальных гауссовых и негауссовых стохасти-
ческих систем с гладкими и разрывными характе-
ристиками.

Особое внимание уделено пуассоновским стоха-
стическим системам с разрывными характеристи-
ками.
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На тестовых примерах показана достаточная
точность для практических приложений в стоха-
стической информатике.
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ВЕРОЯТНОСТНО-СТАТИСТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

ИНФОРМАЦИОННЫХ ПОТОКОВ В СЛОЖНЫХ ФИНАНСОВЫХ

СИСТЕМАХ НА ОСНОВЕ ВЫСОКОЧАСТОТНЫХ ДАННЫХ∗

В. Ю. Королев1, А. В. Черток2, А. Ю. Корчагин3, А. К. Горшенин4

Аннотация: Предложена микроструктурная модель, описывающая информационные потоки в сложных
финансовых системах и случайную природу интенсивностей потоков заявок, определяющих механизм
ценообразования финансовых инструментов. При их моделировании поток внешнего информационного
фона со случайной интенсивностью рассматривается и аппроксимируется отдельно в рамках предложен-
ной и статистически обоснованной мультипликативной модели. Эта модель позволяет анализировать
характеристики, связанные с интенсивностями потоков заявок, а также мгновенное соотношение сил
покупателей и продавцов без моделирования внешнего информационного фона, практически не подда-
ющегося прогнозированию. Также предложена модель обобщенного процесса цены, учитывающая всю
доступную информацию о потоках заявок и допускающая дальнейшую аналитическую интерпретацию.

Ключевые слова: финансовые рынки; информационные потоки; ценообразование; интенсивности
потоков заявок; книга заявок; смесь распределений; обобщенная цена

1 Введение

Финансовый рынок является открытой инфор-
мационной системой с очень сложной структурой.
В последнее десятилетие с развитием электронной
торговли на финансовых рынках изучение бирже-
вых высокочастотных данных стало ключевым для
более глубокого понимания закономерностей ди-
намики подобных сложных систем и, в частности,
для описания механизмов формирования цены.

Как известно, статистические распределения
приращений (логарифмов) финансовых индексов
и, в частности, биржевых цен имеют более тяжелые
хвосты, чем нормальное (гауссово) распределение.
В работе [1] этот феномен объяснен с помощью
предельных теорем для обобщенных дважды стоха-
стических пуассоновских процессов (обобщенных
процессов Кокса). В соответствии с подходом,
использованным в [1], указанные распределения
должны иметь вид смесей нормальных законов.
Обоснованием адекватности таких моделей пред-
ложено считать стохастический характер интенсив-
ностей хаотических информационных потоков в
сложных информационных финансовых системах.

Использование высокочастотных статистиче-
ских данных, ставших доступными благодаря
широкому распространению систем электронной
торговли на бирже, позволяет верифицировать ука-
занные выше модели и более детально описать про-
цесс ценообразования.

Финансовые рынки представляют собой при-
мер сложных открытых стохастических информа-
ционных систем, в которых можно выделить два
основных источника случайности: внутренний и
внешний. Внутренний источник случайности по-
рождает неопределенность, обусловленную разли-
чием стратегий очень большого числа участников
рынка. «Физическим» аналогом такой случайности
может служить хаотическое тепловое движение час-
тиц в замкнутых системах. Внешний источник
случайности — это плохо поддающийся более или
менее полному прогнозированию поток новостей
политического и экономического характера (в том
числе потоки информации с внешних рынков и
инструментов), в соответствии с которыми изменя-
ются интересы и стратегии участников рынка. Эти
два источника случайности будут учитываться при
описании модели ценообразования.

∗Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследований (проекты 11-01-00515а, 11-07-00112а, 11-01-12026-
офи-м, 12-07-00115а).
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Euphoria Group LLC, a.v.chertok@gmail.com
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2 Описание модели

На классических электронных рынках, которые
в данный момент принадлежат к числу наиболее
активно развивающихся типов рынка, биржевая
цена финансового инструмента в ее классическом
понимании является результирующей, интеграль-
ной характеристикой системы торгов, которая опи-
сывается динамикой так называемой книги заявок

(limit order book), представляющей собой список
всех актуальных на данный момент предложений
о покупке и продаже инструмента по различным
ценам. Динамику книги заявок на электронном
рынке определяют три типа заявок:

(1) лимитная заявка обозначает намерение купить
или продать фиксированный объем инстру-
мента по определенной цене (купить по цене
не выше заданной или продать по цене не ни-
же заданной), заявка немедленно добавляется
в книгу заявок;

(2) рыночная заявка обозначает намерение купить
или продать фиксированный объем инстру-
мента по лучшей предложенной цене, после
чего немедленно происходит ее сведение с од-
ной из лимитных заявок (при их наличии);

(3) заявка на отмену обозначает намерение отме-
нить существующий лимитный ордер, после
чего он удаляется из книги заявок.

Разумеется, лимитная заявка может оказаться
рыночной, если заявленная в ней цена позволяет
немедленно произвести сведение с одной из ли-
митных заявок на противоположной стороне книги
заявок. Участники рынка, присылающие лимит-
ные ордера, являются поставщиками ликвидности

(liquidity providers), а те, кто присылают рыночные
заявки, — потребителями ликвидности (liquidity tak-
ers).

Итак, рассмотрим прежде динамику книги за-
явок на дискретной сетке ценš = {1, 2, . . . ,M} как
процесс с непрерывным временем

x(t) ≡
(
V
a(t);Vb(t)

)
≡

≡
(
V a
1 (t), V

a
2 (t), . . . , V

a
M (t);V

b
1 (t), V

b
2 (t), . . . , V

b
M (t)

)
,

где V a
p (t) (V b

p (t)) обозначает количество лимитных
заявок на продажу (покупку) с ценой p ∈ š. Так
как в один момент не может существовать заявок на
покупку и продажу по одной цене (иначе они будут
сведены), необходимо потребоватьV a

p (t)∨V b
p (t) = 0

для всех p и t.
Лучшая цена на продажу a(t) определяется как

a(t) = inf{p : V a
p (t) > 0} ∧ (M + 1) ,

лучшая цена на покупку b(t) определяется как

b(t) = sup{p : V b
p (t) > 0} ∨ 0 .

При этом процесс цены можно, например, опреде-
лить как

P (t) =
a(t) + b(t)

2
.

Таким образом, процесс ценыP (t) является резуль-
татом процесса эволюции книги заявок, иниции-
рованного потоком заявок трех типов.

Предположим вначале, что поток информации,
поступающей извне, фиксирован. Тогда при
фиксированной информации можно считать, что
внутренняя случайность является установившимся
хаосом. Как показано, например, в [1, 2], есте-
ственными математическими моделями хаотиче-
ских потоков являются пуассоновские процессы,
характеризуемые тем, что интервалы времени меж-
ду информативными событиями являются незави-
симыми одинаково распределенными случайными
величинами с экспоненциальным распределением.
Поэтому на первом этапе при построении рассмат-
риваемой модели потоки заявок моделируются с
использованием независимых процессов с экспо-
ненциальными распределениями (как это сделано,
например, в работах [3, 4]):

– лимитные заявки на покупку (продажу) прихо-
дят на ценовой уровень, расположенный на рас-
стоянии i от лучшей котировки противополож-
ного типа, в независимые моменты времени,
имеющие экспоненциальное распределение с
параметром λ+i (λ

−
i ) (эмпирические исследова-

ния [5, 6] показывают, что степенный закон
λ±i = k/iα является хорошей аппроксимаци-
ей);

– рыночные заявки на покупку (продажу) при-
ходят в независимые моменты времени, име-
ющие экспоненциальное распределение с па-
раметром µ+(µ−);

– заявки на отмену лимитного ордера на покуп-
ку (на продажу), находящегося на дистанции i
от лучшей котировки того же типа, приходят с
частотой θ+i (θ

−
i ).

В данной статье для простоты изложения рас-
сматриваются потоки заявок единичного объема,
однако все рассуждения могут быть распростране-
ны на более общий случай (см. также [7]). Таким
образом, x(t) является цепью Маркова с непрерыв-
ным временем в пространстве состояний (Z+)2M и
следующими переходами:

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 7 выпуск 1 2013 13



В. Ю. Королев, А. В. Черток, А. Ю. Корчагин, А. К. Горшенин

V a
i (t)→ V a

i (t) + 1 с интенсивностью λ−i−b(t)

для i > b(t) ;

V a
i (t)→ V a

i (t)− 1 с интенсивностью θ−i−a(t)

для i ≥ a(t) ;

V a
i (t)→ V a

i (t)− 1 с интенсивностью µ+

для i = a(t) > 0 .

V b
i (t)→ V b

i (t) + 1 с интенсивностью λ+a(t)−i

для i < a(t) ;

V b
i (t)→ V b

i (t)− 1 с интенсивностью θ+b(t)−i

для i ≤ b(t) ;

V b
i (t)→ V b

i (t)− 1 с интенсивностью µ−

для i = b(t) < M + 1 .

С учетом вышесказанного можно определить сле-
дующие независимые пуассоновские процессы:

– L±
i (t) : потоки лимитных ордеров с интенсив-

ностями λ±i ;

– M±(t) : потоки рыночных ордеров с интенсив-
ностями µ+I(Va 6= 0) и µ−I(Vb 6= 0);

– C±
i (t) : потоки заявок на отмену лимитных ор-

деров с интенсивностями θ±i ;

– пуассоновский процесс

N(t) =M+(t)+M−(t)+

M∑

i=1

(
L+i (t) + L

−
i (t)

)
+

+

M∑

i=1

(
C+i (t) + C

−
i (t)

)
,

описывающий поток всех заявок, поступающих
на рынок.

Процессы L±
i (t),M

±(t), C±
i (t) полностью опре-

деляют процесс цены P (t) и для него, вообще гово-
ря, могут быть выписаны соответствующие стоха-
стические дифференциальные уравнения (см. [8]),
однако дальнейшая его аналитическая интерпре-
тация представляется очень сложной или вообще
невозможной даже при довольно сильных допуще-
ниях о постоянных и независимых интенсивностях
потоков заявок разных типов, что никак не соот-
ветствует действительности.

3 Обобщенный процесс цены

Справедливо рассмотреть обобщенный процесс
цены, в котором учтены не только изменения луч-
ших котировок, но и постановка/снятие заявок в

глубине книги заявок, поскольку каждое такое дей-
ствие оказывает влияние на текущее распределение
сил покупателей и продавцов.

Напомним, что внешний информационный
фон пока предполагается неизменным.

Зафиксируем прежде достаточно небольшой ин-
тервал времени [0, t], позволяющий считать, что на
таком интервале интенсивности описанных собы-
тий постоянны. Пусть по-прежнемуN(t)— пуассо-
новский процесс, соответствующий всем событиям
в книге заявок и имеющий интенсивность

λ = µ+ + µ− +

M∑

i=1

(λ+i + λ
−
i ) +

M∑

i=1

(θ+i + θ
−
i ) .

Расщепим его на два пуассоновских процессаN+(t)
и N−(t) с интенсивностями соответственно:

λ+ = µ
+ +

M∑

i=1

λ+i +

M∑

i=1

θ−i ;

λ− = µ
− +

M∑

i=1

λ−i +

M∑

i=1

θ+i .

Таким образом, λ = λ+ + λ−, а процессы N+(t) и
N−(t) характеризуют накопленную силу покупате-
лей и продавцов соответственно (при этом заметим,
что снятие заявок на стороне продавцов в данном
случае увеличивает силу покупателей и наоборот)
и являются условно независимыми при фиксиро-
ванном потоке информации, поступающем извне
за время [0, t].

Теперь рассмотрим процесс обобщенной цены
Q(t), приращение которого на интервале [0, t]имеет
вид:

Q(t)−Q(0) =

N(t)∑

j=1

Xj ,

гдеX1, X2, . . .— независимые одинаково распреде-
ленные величины, такие что

Xj =





+1 с вероятностью
λ+

λ+ + λ−
;

−1 с вероятностью
λ−

λ+ + λ−
,

j = 1, 2, . . . ,

причем случайные величины X1, X2, . . . стохасти-
чески независимы от процесса N(t) (в этом мож-
но убедиться, непосредственно выписав характе-
ристическую функцию случайной величины N(t)).
При этом

EXj =
λ+ − λ−
λ+ + λ−

;

DXj = 1−
(
λ+ − λ−
λ+ + λ−

)2
=

4λ+λ−

(λ+ + λ−)
2 ,
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так что

E
N(t)∑

j=1

Xj = t (λ+ − λ−) ;

D
N(t)∑

j=1

Xj = t (λ+ + λ−)

[(
λ+ − λ−
λ+ + λ−

)2
+

+
4λ+λ−

(λ+ + λ−)
2

]
= t (λ+ + λ−) .

В дальнейшем без ограничения общности будем
считать, чтоQ(0) = 0. Для удобства временно будем
считать, что t = 1 (т. е. рассматривается прираще-
ние обобщенной цены за единицу времени).

Если λ = λ+ + λ− очень велико, т. е. в единицу
времени происходит очень много информативных
событий, то по центральной предельной теореме
для пуассоновских случайных сумм справедливо
приближенное соотношение:

P (Q(1) < x) ≈ �
(
x− λ+ + λ−√

λ+ + λ−

)
, x ∈ R , (1)

где �(x) — стандартная нормальная функция рас-
пределения. При этом, используя результаты ра-
боты [9], можно выписать довольно аккуратные
оценки точности приближения (1).

Теперь вспомним, что выше внешний поток ин-
формации считался фиксированным. Это пред-
положение, в частности, широко используется в
большинстве работ по моделированию динамики
книги заявок и дает возможность использовать ап-
парат марковских цепей с непрерывным временем,
для которых условие марковости в определенном
смысле эквивалентно тому, что распределение ве-
роятностей интервалов времени между информа-
тивными событиями является экспоненциальным.
В реальной практике это условие не выполняется,
как видно из рис. 1. На этом рисунке приведены ги-
стограмма интервалов времени между событиями,
произошедшими в течение всего рабочего дня, и
график плотности гамма-распределения с парамет-
ром формы 0,2637 и параметром масштаба 1,2421.
Это распределение хорошо согласуется с гистограм-
мой и заметно отличается от экспоненциального.

С другой стороны, хорошее согласие распре-
деления вероятностей интервалов времени между
событиями, заметное на рис. 1, с указанным выше
гамма-распределением подтверждает правильность
рассуждений об условной марковости рассматри-
ваемых процессов, поскольку, как известно, по-
лучение безусловного распределения из условного
сводится к смешиванию условного распределения

Рис. 1 Гистограмма и распределение вероятностей ин-
тервалов времени между информативными событиями:
1 — данные; 2 — гамма-распределение (0,2637, 1,2421)

по распределению вероятностей, соответствующе-
му закону распределения параметра, описывающе-
го фиксированное условие. В то же время гам-
ма-распределение может быть представлено в виде
смеси экспоненциальных распределений, только
если его параметр формы не превосходит едини-
цы (см. [10]). В той же работе показано, что если
параметр формы r гамма-распределения, соответ-
ствующего плотности g(x; r, µ), удовлетворяет усло-
вию 0 < r ≤ 1, то плотность g(x; r, µ) может быть
представлена в виде:

g(x; r, µ) =

∞∫

0

pµ(z)ze
−zx dz ,

где pµ(z) — плотность распределения Снедекора–
Фишера:

pµ(z) =
(z − µ)−rµr

z•(1− r)•(r)
I (µ ≤ z) .

В работе [11] можно найти также результаты стати-
стического анализа эволюции параметра µ модели
в течение дня:

P (Q(1) < x) ≈

≈
∫

R+×R+

�

(
x− λ+ + λ−√

λ+ + λ−

)
dP (˜+ < λ+, ˜− < λ−) ,

x ∈ R . (2)

Тем не менее, рабочий день, за который на-
капливались исходные данные для рис. 1, — это
слишком большой интервал времени, так что прак-
тическая ценность этой модели сродни ценности
информации о «средней температуре по больнице».
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Поэтому для получения более тонких моделей
безусловного распределения величины Q(1), в си-
лу непредсказуемости потока внешней информа-
ции, следует считать, что λ+ и λ− — это некото-
рые конкретные значения случайных величин ˜+ и
˜−. Таким образом, для безусловного распределе-
ния приращения Q(1) «форсированно» получается
модель (2). Эту модель можно статистически ис-
следовать методом скользящего разделения смесей
(СРС-методом), используя конечные аппроксима-
ции для смеси (2)

P (Q(1) < x) ≈
k∑

j=1

pj�

(
x− aj

σj

)
(3)

и оценивая параметры k, p1, . . . , pk, a1, . . . , ak,
σ1, . . . , σk модели (3) (см., например, книгу [1],
где довольно подробно изложен и сам СРС-метод,
и его применение к декомпозиции волатильности).
В этом заключается первый, «квазинепараметриче-
ский» способ анализа. Этот способ непараметри-

ческий, потому что методически аналогичен непа-
раметрическим процедурам ядерного оценивания
распределений. Он квазинепараметрический, по-
тому что выбор нормальных ядер здесь форсирован
и обусловлен центральной предельной теоремой
для пуассоновских случайных сумм. Но как любой
непараметрический метод, этот метод плох тем, что
годится только для ретроспективного анализа. Для
перспективного анализа (например, прогнозирова-
ния) намного удобнее параметрические модели, к
построению которых и перейдем.

Предположим, что

˜+ = ˜α+ ; ˜− = ˜α− ,

где˜— неотрицательная случайная величина, име-
ющая смысл внешнего новостного фона на бирже,
а α+ и α− — параметры, описывающие тенден-
ции торгов (пока для простоты изложения будем
считать параметры α+ и α− неслучайными). Тогда
модель (2) примет вид

P (Q(1) < x) ≈

≈
∞∫

0

�

(
x− λ (α+ − α−)√

λ (α+ + α−)

)
dP (˜ < λ) , x ∈ R. (4)

Заметим, что модель (4) — это хорошо известная
дисперсионно-сдвиговая смесь (variance-mean mix-
ture) нормальных законов, в которой смешивание
производится как бы и по параметру сдвига, и по
параметру масштаба, но фактически смесь является
однопараметрической. К такому типу смесей отно-
сятся, в частности, обобщенные гиперболические
законы, включая дисперсионные гамма-распреде-
ления (variance gamma distributions), скошенные

распределения Стьюдента, нормальные\\обратные
гауссовские распределения, некоторые устойчивые
законы, а также многие другие. Методы иссле-
дования и использования таких моделей хорошо
известны.

Задача исследования смесей типа (4) также мо-
жет быть решена непараметрическими методами.
Важность этих методов подчеркивается нестацио-
нарным характером потока новостей и, стало быть,
зависимостью параметров модели (4) от астрономи-
ческого времени (т. е. от фактического положения
окна). По аналогии с моделью (3) можно пред-
ложить квазинепараметрический подход к прибли-

женному оцениванию параметров модели (4).
Чтобы модель (4) можно было использовать для

перспективного анализа, ее нужно настроить, т. е.
определить распределение случайной величины ˜.
С этой целью можно применить уже опробован-
ный и продемонстрировавший хорошие результаты
метод аппроксимации к распределению длитель-

ностей интервалов между событиями потока из-
менения цен модели типа конечной смеси гамма-
распределения. А именно: если T — случайная
величина, равная длине интервала времени между
изменениями цены, то ее распределение хорошо
согласуется с моделью типа

d

dx
P(T < x) ≈

k∑

j=1

pjg(x; θj , µj) , x ≥ 0 , (5)

где pj ≥ 0, j = 1, . . . , k, p1+ · · ·+pk = 1; g(x; θ, µ)—
плотность гамма-распределения с параметром фор-
мы θ > 0 и параметром масштаба µ > 0:

g(x; θ, µ) =
µθ

•(θ)
xθ−1e−µx , x ≥ 0 ;

•(θ)— эйлерова гамма-функция. ЕслиT — длитель-
ность интервала времени между событиями потока,
то интенсивность потока — величина, обратно про-
порциональная средней длительности. Модель (5)
допускает следующую интерпретацию. Имеется k
потоков событий, каждый из которых соответству-
ет своей компоненте в модели (5). Всякий раз
случайно в соответствии с вероятностями pj вы-
бирается один из потоков и реализуется случайная
величина, распределение которой является соот-
ветствующей компонентой модели (5). Как из-
вестно, среднее значение величины, имеющей гам-
ма-плотность g(x; θ, µ), равно θ/µ. Следовательно,
интенсивность соответствующего потока равнаµ/θ.
Таким образом, в рамках модели (5) распределение
случайной интенсивности ˜ (см. модель (3)) имеет
вид:

P
(
˜ =

µj

θj

)
= pj , j = 1, . . . , k .
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Рис. 2 Эволюция весов и параметров формы компонент модели (5)

Рис. 3 Эволюция дискретного распределения интенсивности ˜

Это распределение (и его эволюцию во времени
при скольжении окна) несложно построить, имея
статистически оцененные параметры модели (5).

Примеры применения такого метода приближен-
ного восстановления распределения случайной ве-
личины ˜ содержатся на рис. 2 и 3.
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4 Исследование
нестационарности
распределения случайной
интенсивности

В данном разделе модель, принципиальное
устройство которой описано выше, будет адаптиро-
вана с учетом нестационарного и стохастического
характера интенсивности внешнего информацион-
ного потока˜и параметровα+ иα−, описывающих
степень реакции на него покупателей и продавцов.

В действительности интенсивности потоков
заявок являются нестационарными, поскольку
внешний поток информации, определяющий ин-
тенсивность этих событий, сам по себе является
нестационарным. В таком случае интенсивности
потоков заявок разных типов, во-первых, не мо-
гут являться независимыми, а во-вторых, опреде-
ленным образом зависят от некоторого случайного
процесса˜(t), определяющего внешний новостной
фон. Поэтому можно определить следующие соот-
ношения для мгновенных интенсивностей:

µ± = µ±(t) = αM±

(t)λ(t) (рыночные заявки) ;

λ±i = λ
±
i (t) = α

L±

i (t)λ(t) (лимитные заявки) ;

θ±i = θ
±
i (t) = α

C±

i (t)λ(t) (заявки на отмену) ,

где λ(t) — мгновенная интенсивность случайного
процесса ˜(t), определяющего внешний информа-
ционный фон (ажиотаж), αM±

(t), αL±

i (t), α
C±

i (t)—
также случайные процессы, характеризующие
степень реакции на информационный фон при вы-
ставлении заявок данного типа.

В таком случае N+(t) и N−(t) являются неодно-
родными пуассоновскими процессами с мгновен-
ными интенсивностями

λ+(t) = α+(t)λ(t) ; (6)

λ−(t) = α−(t)λ(t) , (7)

где

α+(t) = α
M+

(t) +

M∑

i=1

αL+

i (t) +

M∑

i=1

αC−

i (t) ;

α−(t) = α
M−

(t) +

M∑

i=1

αL−

i (t) +

M∑

i=1

αC+

i (t) .

При этом по-прежнему обобщенный процесс цены
имеет вид:

Q(t) =

N(t)∑

i=1

Xi ,

гдеXi — независимые случайные величины, задан-
ные следующим образом:

P (Xi = 1) =
λ+(Ti)

λ+(Ti) + λ−(Ti)
=

=
α+(Ti)λ(Ti)

α+(Ti)λ(Ti) + α−(Ti)λ(Ti)
=

=
α+(Ti)

α+(Ti) + α−(Ti)
; (8)

P (Xi = −1) = λ−(Ti)

λ+(Ti) + λ−(Ti)
=

=
α−(Ti)λ(Ti)

α+(Ti)λ(Ti) + α−(Ti)λ(Ti)
=

=
α−(Ti)

α+(Ti) + α−(Ti)
; (9)

Ti — последовательные моменты скачков процесса
N(t).

Таким образом, статистические свойства про-
цесса Q(t) определяются свойствами процессов
α+(t), α−(t) и ˜(t) (характеризующего моменты
Ti скачков процесса N(t)).

Также следует отметить, что мультипликатив-
ные представления мгновенных интенсивностей (6)
и (7) хорошо согласуются с реальными данными и
дают возможность написать очень важное соотно-
шение:

r(t) =
λ+(t)

λ−(t)
=
α+(t)

α−(t)
,

что избавляет в дальнейшем от необходимости
моделирования внешнего информационного по-
тока ˜(t), которое практически нереализуемо с
достаточной степенью адекватности в силу его
непредсказуемости и при этом дает возможность
на основе наблюдаемых значений процесса r(t) =
= λ+(t)/λ−(t) исследовать процесс относительной
реакции покупателей и продавцов на новостной
фон α+(t)/α−(t), являющийся не чем иным, как
мерой их дисбаланса — основным механизмом це-
нообразования.

5 Анализ реальных данных

Для тестирования некоторых из вышеизло-
женных концепций были выбраны высокочастот-
ные данные для самого ликвидного инструмента
фьючерсного рынка биржи ММВБ-РТС — фьючер-
са на индекс РТС. Биржа распространяет информа-
цию о полном потоке обезличенных заявок участ-
ников рынка, что, в частности, позволяет провести
анализ процессов N+(t) и N−(t) в рамках описан-
ной модели обобщенного процесса цены.
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Рис. 4 График цены

Рис. 5 Графики мгновенных интенсивностей потоков заявок покупателей λ+(t) (сплошная линия) и продав-
цов −λ−(t) (пунктирная линия), размер скользящего окна–t = 60 с

Для анализа были выбраны данные за первые
три часа торгов данным инструментом за дневную
сессию 11 ноября 2012 г.; график цены, постро-
енный по сделкам, изображен на рис. 4.

На рис. 5 представлены графики мгновенных
интенсивностей процессов N+(t) и N−(t) (количе-
ство заявок каждого типа за последнюю минуту).
Данный рисунок хорошо подтверждает мультипли-
кативное представление мгновенных интенсивно-
стей в виде λ+(t) = α+(t)λ(t) и λ−(t) = α−(t)λ(t).

На рис. 6 изображены графики тех же процессов,
но совмещенные в положительной полуплоскости.
Наблюдаемые расхождения графиков означают ло-
кальное преобладание покупателей над продавцами
(λ+(t) > λ−(t)) или продавцов над покупателями

(λ−(t) > λ+(t)), согласованные же их падение или
рост соответствуют общему падению или росту ин-
тенсивности торгов без особенной борьбы между
покупателями и продавцами и, как следствие, без
колебаний цены.

На рис. 7 изображен график процесса r(t), из
которого хорошо видно преобладание покупателей
над продавцами, что отразилось в поведении це-
ны на протяжении наблюдаемого периода. Другой
особенностью графика является наличие уровня
поддержки r = 0,6, что может означать наличие
крупного покупателя, который сдерживал натиск
продавцов при достижении данного уровня дисба-
ланса сил (это также согласуется с поведением цены
в эти моменты времени).
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Рис. 6 Графики мгновенных интенсивностей потоков заявок покупателей λ+(t) (сплошная линия) и продавцов λ−(t)
(пунктирная линия), размер скользящего окна–t = 60 с

Рис. 7 Отношение мгновенных интенсивностей покупателей и продавцов r(t) = λ+(t)/λ−(t), размер скользящего
окна–t = 60 с

6 Заключение

В данной статье была построена микроструктур-
ная модель, описывающая информационные пото-
ки в сложных финансовых системах, и смоделиро-
вана случайная природа интенсивностей потоков
заявок, определяющих механизм ценообразования
финансовых инструментов. При их моделировании
отдельно был рассмотрен поток внешнего инфор-
мационного фона со случайной интенсивностью и
произведена его аппроксимация.

Также была предложена модель обобщенного
процесса цены, учитывающая всю доступную ин-
формацию о потоках заявок и допускающая даль-

нейшую аналитическую интерпретацию. Важным
результатом являются также предложенные мульти-
пликативные представления интенсивностей пото-
ков заявок (6) и (7), находящие подтверждение на
реальных данных и позволяющие анализировать
характеристики, связанные с интенсивностями по-
токов заявок, а также мгновенное соотношение сил
покупателей и продавцов без моделирования внеш-
него информационного фона, практически не под-
дающегося прогнозированию.

В заключение авторы статьи выражают искрен-
нюю признательность профессору Чикагского уни-
верситета Юрию Георгиевичу Баласанову за полез-
ное обсуждение вопросов, затронутых в статье.
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СТАЦИОНАРНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СИСТЕМЫ

ОБСЛУЖИВАНИЯ С ИНВЕРСИОННЫМ ПОРЯДКОМ

ОБСЛУЖИВАНИЯ, ВЕРОЯТНОСТНЫМ ПРИОРИТЕТОМ

И ГИСТЕРЕЗИСНОЙ ПОЛИТИКОЙ∗

Т. А. Милованова1, А. В. Печинкин2

Аннотация: Рассматривается однолинейная система массового обслуживания (СМО) с инверсионным по-
рядком обслуживания, вероятностным приоритетом и простейшим вариантом гистерезисной политики.
Найдены основные стационарные показатели функционирования этой системы.

Ключевые слова: система массового обслуживания; инверсионный порядок обслуживания; вероятност-
ный приоритет; гистерезисная политика

1 Введение

Одним из важнейших направлений исследо-
ваний в теории массового обслуживания являет-
ся изучение СМО с дисциплинами обслуживания,
отличными от обслуживания заявок в порядке по-
ступления, поскольку такие дисциплины часто по-
зволяют практически без каких-либо усовершен-
ствований повысить качество функционирования
самых разнообразных технических систем, напри-
мер информационно-телекоммуникационных сис-
тем (ИТС). В частности, дисциплиной такого рода
является инверсионный порядок обслуживания с
вероятностным приоритетом, введенный в [1] для
решения задачи А. Д. Соловьева об оптимальных
распределениях для некоторых типов дисциплин
обслуживания. Подробное изложение полученных
в этом направлении результатов можно найти в [2].

В последнее время значительное внимание уде-
ляется также СМО с гистерезисным управлени-
ем, являющимся одним из возможных механизмов
предотвращения различного рода перегрузок в ИТС
(см., например, [3]). Разновидности гистерезисной
политики используются при обнаружении перегру-
зок как в сетях общеканальной системы сигнализа-
ции № 7, так и в сетях, где основой сигнализации
является протокол инициации сеансов связи.

В настоящей работе делается попытка связать
эти два направления исследования с помощью
СМО с инверсионным порядком обслуживания,

вероятностным приоритетом и простейшим ва-
риантом гистерезисной политики, для которой
находятся основные стационарные показатели
функционирования. Отметим, что некоторые типы
системы M/G/1 с простейшим вариантом гисте-
резисной политики при дисциплине обслуживания
заявок в порядке поступления изучались в [4–7].

2 Описание системы

Рассмотрим однолинейную СМО с накопите-
лем бесконечной емкости, инверсионным поряд-
ком обслуживания, вероятностным приоритетом и
простейшим вариантом гистерезисной политики.
Опишем функционирование этой СМО.

Вариант гистерезисной политики заключается в
следующем (см. рисунок). Имеется два порога n0 и
n1, причем n1 < n0. Пока число заявок в системе
меньшеn0, система функционирует в режиме 0. Это
означает, что заявки поступают с интенсивностью
λ0 и имеют длину, распределенную по законуB0(x)
с плотностью b0(x) = B′

0(x) и средним значением

β0 =
∞∫
0

xb0(x) dx <∞. Но как только число заявок в

системе становится равнымn0, система переходит в
режим 1. В этом режиме заявки поступают с интен-
сивностью λ1 и имеют длину, распределенную по
законуB1(x) с плотностью b1(x) = B

′
1(x) и средним

значением β1 =
∞∫
0

xb1(x) dx < ∞. Так продолжа-

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты № 11-07-00112 и № 12-07-00108).
1Российский университет дружбы народов, tmilovanova77@mail.ru
2Институт проблем информатики Российской академии наук, apechinkin@ipiran.ru
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Схематическое изображение функционирования системы: 1 — поступление; 2 — обслуживание

ется до тех пор, пока число заявок в системе не
станет равным n1. Тогда система снова переходит в
режим 0 и т. д.

В системе также реализован инверсионный по-
рядок обслуживания с вероятностным приорите-
том. Предполагается, что в любой момент времени
известны (остаточные) длины всех заявок в систе-
ме. В момент поступления в систему новой заявки
ее длина x сравнивается с (остаточной) длиной y
заявки на приборе. При этом если система функ-
ционирует в режиме 0, то с вероятностью d0(x, y)
на прибор становится вновь поступившая заявка,
а находившаяся ранее на приборе занимает пер-
вое место в очереди, и наоборот, с вероятностью
d0(x, y) = 1− d0(x, y) старая заявка продолжает об-
служиваться, а новая становится на первое место в
очереди. Если же система функционирует в режи-
ме 1, то вероятность постановки на прибор вновь
поступившей заявки равна d1(x, y), а на первое мес-
то в очереди — d1(x, y) = 1− d1(x, y).

Будем предполагать, что выполнено условие
λb1 < 1, необходимое и достаточное для существо-
вания стационарного режима функционирования
рассматриваемой системы.

Будем считать также, что n0 − n1 ≥ 2. Это
предположение вводится только для того, чтобы не
рассматривать случаи, которые по записи расчет-
ных формул несколько отличаются от общего вида,
и нисколько не умаляет общности полученных ре-
зультатов.

3 Вспомогательные функции

Пусть в некоторый момент система функциони-
рует в режиме 0, в системе находитсяn,n1 < n < n0,
заявок и в этот момент поступает в систему и стано-
вится на прибор новая заявка длины x. Обозначим
через αn(x) вероятность того, что в тот момент, ко-
гда в системе впервые снова останется n заявок, она
по-прежнему будет пребывать в режиме 0.

Функции αn(x), n1 < n < n0, удовлетворяют
системе уравнений

αn0−1(x) ≡ 0 ; (1)

αn(x) = e
−λ0x +

x∫

0

λ0e
−λ0y dy ×

×
∞∫

0

b0(z) [d0(z, x− y)αn+1(z)αn(x− y) +

+ d0(z, x− y)αn+1(x− y)αn(z)
]
dz ,

n = n1 + 1, n0 − 2 . (2)

Система уравнений (1), (2) решается последова-
тельно, начиная с n = n0 − 1 и кончая n = n1 + 1.

При решении уравнения (2) удобно привести
его к более простому виду. Вводя обозначение

an(x) = e
λ0xαn(x) , n = n1 + 1, n0 − 2 ,

и производя тривиальные преобразования, получа-
ем из (2):

an(x) = 1 +

+

x∫

0



λ0
∞∫

0

b0(z)d0(z, y)αn+1(z) dz



 an(y) dy +

+

∞∫

0



λ0b0(y)e−λ0y

x∫

0

eλ0 zd0(y, z)αn+1(z) dz



×

× an(y) dy , n = n1 + 1, n0 − 2 . (3)

Последнее соотношение представляет собой инте-
гральное уравнение

an(x) = 1 +

∞∫

0

Kn(x, y)an(y) dy ,

n = n1 + 1, n0 − 2 , (4)

ядро которого имеет вид:
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Kn(x, y) =

=





λ0




∞∫

0

b0(z)d0(z, y)αn+1(z) dz + b0(y)e
−λ0y ×

×
x∫

0

eλ0z d0(y, z)αn+1(z) dz


 , y < x ;

λ0b0(y)e
−λ0y

x∫

0

eλ0z d0(y, z)αn+1(z) dz , y > x .

Численное решение уравнения (4) можно произ-
вести итерационным методом. При этом в качестве
нулевой итерации удобно выбрать тождественно
равную нулю функцию. Тогда итерации будут воз-
растающими, что позволит контролировать сходи-
мость итерационного процесса.

В заключение этого раздела приведем условие
на функцию d0(x, y), при котором интегральное
уравнение (3) можно свести к системе линейных
алгебраических уравнений. А именно: будем пред-
полагать, что

d0(x, y) =

I∑

i=1

d
(1)

0,i (x)d
(2)

0,i (y), n = n1 + 1, n0 − 2. (5)

Тогда, вводя обозначения

cn(y) = λ0

∞∫

0

b0(z)d0(z, y)αn+1(z) dz ,

n = n1 + 1, n0 − 2 ;

cn,i(x) = e
λ0xd

(2)

0,i (x)αn+1(x) ,

n = n1 + 1, n0 − 2 , i = 1, I ;

an,i =

∞∫

0

λ0b0(y)e
−λ0 yd

(1)

0,i (y)an(y) dy ,

n = n1 + 1, n0 − 2 , i = 1, I ,

получаем из (3):

an(x) = 1+

x∫

0

cn(y)an(y) dy+

I∑

i=1

an,i

x∫

0

cn,i(z) dz ,

n = n1 + 1, n0 − 2 . (6)

Дифференцируя теперь равенство (6), приходим к
дифференциальному уравнению

a′n(x) = cn(x) an(x) +

I∑

i=1

an,icn,i(x) ,

n = n1 + 1, n0 − 2 , (7)

начальное условие для которого задается выраже-
нием:

an(0) = 1 , n = n1 + 1, n0 − 2 . (8)

Решение уравнения (7) с начальным условием (8)
имеет вид:

an(x) =



1 +
I∑

i=1

an,i

x∫

0

cn,i(y)e
−Cn(y) dy



 eCn(x),

n = n1 + 1, n0 − 2, (9)

где

Cn(x) =

x∫

0

cn(y) dy , n = n1 + 1, n0 − 2 .

Для того чтобы найти коэффициенты
an,i, i = 1, I, умножим равенство (9) на

λ0b0(x)e
−λ0xd

(1)

0,j(x) и проинтегрируем в пределах
от 0 до ∞. Тогда

an,j =

∞∫

0

λ0b0(x)e
−λ0 xd

(1)

0,j(x)e
Cn(x)dx+

+

I∑

i=1

an,i

∞∫

0

λ0b0(x)e
−λ0 xd

(1)

0,j(x)e
Cn(x) dx×

×
x∫

0

cn,i(y)e
−Cn(y) dy , n = n1 + 1, n0 − 2 .

Производя эту процедуру при всех j, j = 1, I, полу-
чаем систему линейных алгебраических уравнений,
решая которую, находим коэффициенты an,i и со-
ответственно функции an(x) и αn(x).

В дальнейшем будем пользоваться обозначени-
ем αn(x) = 1− αn(x).

Отметим, что, используя приближение d0(x, y)
с помощью представления (5), можно найти функ-
цию an(x) с любой степенью точности. Однако
повышение точности влечет за собой существенное
увеличение числа I коэффициентов an,i и, зна-
чит, размерности системы линейных алгебраиче-
ских уравнений.

4 Стационарные вероятности
состояний

Обозначим через p0 стационарную вероятность
того, что система свободна. При n = 1, n1 или
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n ≥ n0 обозначим через pn(x1, . . . , xn) стационар-
ную плотность вероятностей того, что в системе
находится n заявок, причем заявка на приборе
имеет длину x1, первая заявка в очереди — дли-
ну x2 и т. д. Наконец, при n = n1 + 1, n0 − 1
через pn(0;x1, . . . , xn) обозначим стационарную
плотность вероятностей того, что система функ-
ционирует в режиме 0 и в системе находится n
заявок, причем заявка на приборе имеет длину x1,
первая заявка в очереди — длину x2 и т. д., а че-
рез pn(1;x1, . . . , xn) — аналогичную вероятность,
но при этом система функционирует в режиме 1.

Используя метод исключения состояний (см.,
например, [8]), можно получить для pn(x1, . . . , xn),
n = 1, n1, уравнения

−p′1(x) = −λ0p1(x)+λ0p1(x)
∞∫

0

b0(y)d0(y, x) dy+

+ λ0b0(x)

∞∫

0

p1(y)d0(x, y) dy + λ0p0b0(x) ; (10)

− p′n(x1, . . . , xn) = −λ0pn(x1, . . . , xn) +

+ λ0pn(x1, . . . , xn)

∞∫

0

b0(y)d0(y, x1) dy +

+ λ0b0(x1)

∞∫

0

pn(y, x2, . . . , xn)d0(x1, y) dy +

+ λ0pn−1(x2, . . . , xn)b0(x1)d0(x1, x2) +

+λ0b0(x2)pn−1(x1, x3, . . . , xn)d0(x2, x1), n = 2, n1,

с начальным условием

lim
x→∞

pn(x, x2, . . . , xn) = 0 , n = 1, n1 .

Можно выписать аналогичные уравнения для
остальных функций pn(x1, . . . , xn), n ≥ n0, и
pn(i;x1, . . . , xn), n = n1 + 1, n0 − 1, i = 1, 2, но они
ввиду громоздкости здесь не приводятся. Вычисле-
ния по этим формулам, хотя теоретически и мож-
но производить на основе решения интегральных
уравнений, практически не реализуемы уже при со-
всем небольших значениях n даже на современной
вычислительной технике, поскольку размерность
уравнений растет пропорционально n.

Однако для практических расчетов, как прави-
ло, достаточно знать только маргинальные стацио-
нарные плотности p1(x),

pn(x) =

∞∫

0

· · ·
∞∫

0

pn(x, x2, . . . , xn) dx2 · · ·dxn ,

n = 2, n1 или n ≥ n0 ,

и

pn(i;x) =

∞∫

0

· · ·
∞∫

0

pn(i;x, x2, . . . , xn) dx2 · · · dxn ,

i = 0, 1 , n = n1 + 1, n0 − 1 .

Для них справедливы соотношения

− p′n(x) = −f0(x) pn(x) +

∞∫

0

k0(x, y) pn(y) dy +

+ g0,n(x) , n = 2, n1 ; (11)

− p′n(0;x) = −f0,n(x) pn(0, x) +

+

∞∫

0

k0,n(x, y) pn(0, y) dy + g0,n(x) ,

n = n1 + 1, n0 − 1 ; (12)

− p′n(1;x) = −f1(x)pn(1, x) +

+

∞∫

0

k1(x, y)pn(1, y) dy + g1,n(x) ,

n = n1 + 1, n0 − 1 ; (13)

− p′n(x) = −f1(x)pn(x) +

+

∞∫

0

k1(x, y)pn(y) dy + g1,n(x) , n ≥ n0 , (14)

с начальными условиями

lim
x→∞

pn(x) = 0 , n = 2, n1 или n ≥ n0 , (15)

lim
x→∞

pn(i;x) = 0 , n = n1 + 1, n0 − 1 , i = 0, 1 , (16)

в которых для сокращения записи введены следу-
ющие обозначения:

f0(x) = λ0


1−

∞∫

0

b0(y)d0(y, x) dy


 ;

k0(x, y) = λ0b0(x)d0(x, y) ;

g0,1(x) = λ0p0b0(x) ;

g0,n(x) = λ0b0(x)

∞∫

0

pn−1(y)d0(x, y) dy +

+ λ0pn−1(x)

∞∫

0

d0(y, x)b0(y) dy , n = 2, n1 ;
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f0,n(x) = λ0


1−

∞∫

0

b0(y)d0(y, x)αn(y) dy


 ,

n = n1 + 1, n0 − 1 ;

k0,n(x, y) = λ0b0(x)d0(x, y)αn(y) ,

n = n1 + 1, n0 − 1 ;

g0,n1+1(x) = λ0b0(x)

∞∫

0

pn1(y)d0(x, y) dy +

+ λ0pn1(x)

∞∫

0

b0(y)d0(y, x) dy ;

g0,n(x) = λ0b0(x)

∞∫

0

pn−1(0; y)d0(x, y) dy +

+ λ0pn−1(0;x)

∞∫

0

b0(y)d0(y, x) dy ,

n = n1 + 2, n0 − 1 ;

f1(x) = λ1


1−

∞∫

0

b1(y)d1(y, x) dy


 ; (17)

k1(x, y) = λ1b1(x)d1(x, y) , (18)

g1,n1+1(x) =

= λ0pn1+1(0;x)

∞∫

0

b0(y)d0(y, x)αn1+1(y) dy +

+ λ0b0(x)

∞∫

0

pn1+1(0; y)d0(x, y)αn1+1(y) dy ;

g1,n(x) = λ0pn(0;x)

∞∫

0

b0(y)d0(y, x)αn(y) dy +

+ λ0b0(x)

∞∫

0

pn(0; y)d0(x, y)αn(y) dy +

+ λ1b1(x)

∞∫

0

pn−1(1; y)d1(x, y) dy +

+ λ1pn−1(1;x)

∞∫

0

b1(y)d1(y, x) dy ,

n = n1 + 2, n0 − 1 ;

g1,n0(x) = λ0b0(x)

∞∫

0

pn0−1(0; y)d0(x, y) dy +

+ λ0pn0−1(0;x)

∞∫

0

b0(y)d0(y, x) dy +

+ λ1b1(x)

∞∫

0

pn0−1(1; y)d1(x, y) dy +

+ λ1pn0−1(1;x)

∞∫

0

b1(y)d1(y, x) dy ;

g1,n(x) = λ1b1(x)

∞∫

0

pn−1(y)d1(x, y) dy +

+ λ1pn−1(x)

∞∫

0

b1(y)d1(y, x) dy . n > n0 , (19)

Вероятность p0 вычисляется из условия норми-
ровки

p0 +

n1∑

n=1

pn +

n0−1∑

n=n1+1

[pn,0 + pn,1] +

∞∑

n=n0

pn = 1 ,

где pn =
∞∫
0

pn(x) dx, n = 1, n1 или n ≥ n0, — стацио-

нарная вероятность того, что в системе находится n

заявок, а pn,i =
∞∫
0

pn(i;x) dx, n = n1 + 1, n0 − 1, i =
= 0, 1, — стационарная вероятность того, что систе-
ма функционирует в режиме iи в системе находится
n заявок.

Уравнения (10)–(14) легко приводятся к инте-
гральным. Действительно, вводя новые обозначе-
ния

F0(x) =

x∫

0

f0(y) dy , n = 1, n1 ;

F0,n(x) =

x∫

0

f0,n(y) dy , n = n1 + 1, n0 − 1 ;

F1(x) =

x∫

0

f1(y) dy , n ≥ n1 + 1 ;

pn(x) = πn(x)e
F0(x) , n = 1, n1 ;

pn(0;x) = πn(0;x)e
F0,n(x) , n = n1 + 1, n0 − 1 ;

pn(1;x) = πn(1;x)e
F1(x) , n = n1 + 1, n0 − 1 ;

pn(x) = πn(x)e
F1(x) , n ≥ n0 ,

из (10)–(14) получаем соотношения
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− π′
n(x) = e

−F0(x)

∞∫

0

eF0(y)k0(x, y)πn(y) dy +

+ e−F0(x)g0,n(x) , n = 1, n1 ; (20)

− π′
n(0;x) =

= e−F0,n(x)

∞∫

0

eF0,n(y)k0,n(x, y)πn(0; y) dy +

+ e−F0,n(x)g0,n(x) , n = n1 + 1, n0 − 1 ; (21)

− π′
n(1;x) = e

−F1(x)

∞∫

0

eF1(y)k1(x, y)πn(1; y) dy +

+ e−F1(x)g1,n(x) , n = n1 + 1, n0 − 1 ; (22)

− π′
n(x) = e

−F1(x)

∞∫

0

eF1(y)k1(x, y)πn(y) dy +

+ e−F1(x)g1,n(x) , n ≥ n0 , (23)

интегрируя которые в пределах отxдо∞и учитывая
начальные условия (15), (16), имеем

πn(x) =

=

∞∫

0

eF0(y)




∞∫

x

e−F0(u)k0(u, y) du


πn(y) dy +

+

∞∫

x

e−F0(u)g0,n(u) du ; n = 1, n1 , (24)

πn(0;x) =

=

∞∫

0

eF0,n(y)




∞∫

x

e−F0,n(u)k0,n(u, y) du


πn(0; y) dy+

+

∞∫

x

e−F0,n(u)g0,n(u) du , n = n1 + 1, n0 − 1 ; (25)

πn(1;x) =

=

∞∫

0

eF1(y)




∞∫

x

e−F1(u)k1(u, y) du


πn(1; y) dy +

+

∞∫

x

e−F1(u)g1,n(u) du , n = n1 + 1, n0 − 1 ; (26)

πn(x) =

∞∫

0

eF1(y)




∞∫

x

e−F1(u)k1(u, y) du



πn(y) dy +

+

∞∫

x

e−F1(u)g1,n(u) du , n ≥ n0 . (27)

Соотношения (24)–(27) являются интегральны-
ми уравнениями такого же вида, что и (4), и к
ним применимы те же методы решения, что и к
уравнению (4).

Так же как для функций αn(x), приведем усло-
вия для функций d0(x, y) и d1(x, y), которые позво-
ляют получить решения интегродифференциаль-
ных уравнений (20)–(23) с помощью приведения
к системе линейных алгебраических уравнений.
А именно: будем предполагать, что выполнены
условия (5) и

d1(x, y) =

I1∑

i=1

d
(1)

1,i (x)d
(2)

1,i (y) . (28)

Тогда, вводя обозначения

ci(x) = λ0b0(x)d
(1)

0,i (x)e
−F0(x) , i = 1, I ;

qn,i =

∞∫

0

eF0(y)d
(2)

0,i (y)πn(y) dy , n = 1, n1 , i = 1, I ;

qn(x) = e
−F0(x)g0,n(x) , n = 1, n1 ;

c0;n,i(x) = λ0b0(x)d
(1)

0,i (x)e
−F0,n(x) ,

n = n1 + 1, n0 − 1 , i = 1, I ;

q0;n,i =

∞∫

0

eF0,n(y)d
(2)

0,i (y)αn(y)πn(0; y) dy ,

n = n1 + 1, n0 − 1 , i = 1, I ;

q0;n(x) = e
−F0,n(x)g0,n(x) , n = n1 + 1, n0 − 1 ;

c1;i(x) = λ1b1(x)d
(1)

1,i (x)e
−F1(x) , i = 1, I1 ;

q1;n,i =

∞∫

0

eF1(y)d
(2)

1,i (y)πn(1; y) dy ,

n = n1 + 1, n0 − 1 , i = 1, I1 ;

q1;n(x) = e
−F1(x)g1,n(x) , n ≥ n1 + 1 ;

q1;n,i =

∞∫

0

eF1(y)d
(2)

1,i (y)πn(y) dy , n ≥ n0 , i = 1, I1 ,

получаем из (20)–(23) после интегрирования в пре-
делах от x до ∞ с учетом начальных условий (15),
(16):

πn(x) =
I∑

i=1

Ci(x)qn,i +Qn(x) , n = 1, n1 ; (29)
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πn(0;x) =

I∑

i=1

C0;n,i(x)q0;n,i +Q0;n(x) ,

n = n1 + 1, n0 − 1 ; (30)

πn(1;x) =

I1∑

i=1

C1;i(x)q1;n,i +Q1;n(x) ,

n = n1 + 1, n0 − 1 ; (31)

πn(x) =

I1∑

i=1

C1;i(x)q1;n,i +Q1;n(x) , n ≥ n0 , (32)

где

Ci(x) =

∞∫

x

ci(y) dy , n = 1, n1 , i = 1, I ;

C0;n,i(x) =

∞∫

x

c0;n,i(y) dy ,

n = n1 + 1, n0 − 1 , i = 1, I ;

C1,i(x) =

∞∫

x

c1,i(y) dy , n ≥ n1 , i = 1, I1 ;

Qn(x) =

∞∫

x

qn(y) dy , n = 1, n1 ;

Q0;n(x) =

∞∫

x

q0;n(y) dy , n = n1 + 1, n0 − 1 ;

Q1;n(x) =

∞∫

x

q1;n(y) dy , n ≥ n1 .

Для определения постоянных qn,i, q0;n,i и

q1;n,i умножим равенства (29)–(32) на d
(2)

0,j(y)e
F0(y),

d
(2)

0,j(y)αn(y)e
F0,n(y) и d

(2)

1,j(y)e
F1(y) соответственно и

проинтегрируем в пределах от 0 до ∞. Тогда

qn,j =

I∑

i=1

∞∫

0

d
(2)

0,j(y)e
F0(y)Ci(y) dy qn,i +

+

∞∫

0

d
(2)

0,j(y)e
F0(y)Qn(y) dy , n = 1, n1 , j = 1, I ; (33)

q0;n,j =

=

I∑

i=1

∞∫

0

d
(2)

0,j(y)αn(y)e
F0,n(y)C0;n,i(y) dy q0;n,i +

+

∞∫

0

d
(2)

0,j(y)αn(y)e
F0,n(y)Q0;n(y) dy ,

n = n1 + 1, n0 − 1 , j = 1, I ; (34)

q1;n,j =

I1∑

i=1

∞∫

0

d
(2)

1,j(y)e
F1(y) C1;i(y) dy q1;n,i +

+

∞∫

0

d
(2)

1,j(y)e
F1(y)Q1;n(y) dy ,

n ≥ n1 + 1 , j = 1, I1 . (35)

Каждое из соотношений (33)–(35) представляет
собой систему линейных алгебраических уравне-
ний, что позволяет легко находить коэффициенты
qn,i, q0;n,i и q1;n,i и в конечном счете плотности
pn(x), pn(0;x) и pn(1;x).

В заключение этого раздела приведем выраже-
ние для суммарной стационарной интенсивности λ
входящего потока:

λ = λ0p0 + λ0

n1∑

n=1

pn +

+ λ0

n0−1∑

n=n1+1

pn,0 + λ1

n0−1∑

n=n1+1

pn,1 + λ1

∞∑

n=n0

pn. (36)

5 Применение производящих
функций

Для вычисления моментов стационарного рас-
пределения числа заявок в системе можно восполь-
зоваться производящей функцией (ПФ):

p(z, x) =

∞∑

n=n0

znpn(x) .

Правда, для того чтобы определить ПФ p(z, x), не-
обходимо знать плотности вероятностей pn0−1(0;x)
и pn0−1(1;x), а для этого предварительно вычис-
лить pn(x), n = 1, n1, pn(0;x), n = n1 + 1, n0 − 2, и
pn(1;x), n = n1 + 1, n0 − 2.

Умножая соотношения (14) на zn и суммируя
по n, получаем после простейших преобразований
с учетом (17)–(19)

− p′x(z, x) = −(1− z)f1(x) p(z, x) +

+ λ1b1(x)

∞∫

0

p(z, y)
[
d1(x, y) + zd1(x, y)

]
dy +

+ zn0g1,n0(x) (37)
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с начальным условием

lim
x→∞

p(z, x) = 0 . (38)

Уравнение (37) с начальным условием (38) легко
приводится к интегральному уравнению

q(z, x) =

∞∫

0

K(x, y)q(z, y) dy + zn0R(x) ,

где
q(z, x) = e−(1−z)F1(x)p(z, x) ;

K(x, y) = λ1

∞∫

x

e(1−z)[F1(y)−F1(u)]b1(u)
[
d1(u, y) +

+ zd1(u, y)] du ;

R(x) =

∞∫

x

e−(1−z)F1(u)g1,n0(u) du .

Последнее уравнение имеет такой же вид, как и (4),
с теми же замечаниями относительно решения, что
и раньше. Кроме того, если выполнено условие (28),
то решение этого уравнения, как и прежде, сводит-
ся к решению системы линейных алгебраических
уравнений.

Производящая функция P (z) стационарного
распределения числа заявок в системе без учета их
длин и режима функционирования определяется
формулой:

P (z) = p0 +

n1∑

n=1

znpn +

n0−1∑

n=n1+1

zn [pn,0 + pn,1] +

+

∞∫

0

e(1−z)F1(x)q(z, x) dx .

Моменты стационарного распределения числа
заявок в системе вычисляются с помощью диффе-
ренцирования ПФ P (z) в точке z = 1 и последу-
ющего решения получившихся уравнений.

6 Стационарное распределение
времени пребывания заявки
в системе

Обозначим через u(s;x) преобразование Лап-
ласа–Стилтьеса (ПЛС) для открываемого заявкой
длины x периода занятости (ПЗ) обычной СМО
M/G/1/∞ с интенсивностью λ1 входящего потока
и функцией распределения B1(x) времени обслу-
живания заявки, а через u(s) — то же самое ПЛС,

но для ПЗ, открываемого заявкой произвольной
длины. Тогда

u(s;x) = e−[s+λ1−λ1u(s)]x ;

u(s) = β1(s+ λ1 − λ1u(s)) .

Предположим теперь, что в начальный момент
рассматриваемая СМО функционирует в режиме 0
и в ней находится n, n = 1, n0 − 1, заявок. Обозна-
чим через un(s;x), n = 1, n0 − 1, ПЛС времени до
того момента, когда в системе впервые останется
n− 1 заявок и при этом система по-прежнему будет
функционировать в режиме 0, при условии что на
приборе начала обслуживаться заявка длины x, а
через u∗n(s;x), n = n1 + 2, n0 − 1, — функцию, по-
добную un(s;x), но при этом система перейдет в
режим 1.

Справедливы уравнения

u′n0−1(s;x) = − [s+ λ0]un0−1(s;x) ; (39)

u′n(s;x) = −(s+ λ0)un(s;x) +

+ λ0

∞∫

0

b0(y) [d0(y, x)un+1(s; y)un(s;x) +

+ d0(y, x)un+1(s;x)un(s; y)
]
dy ,

n = n1 + 2, n0 − 2 ,

с начальным условием

un(s; 0) = 1 , n = n1 + 2, n0 − 1 ,

уравнения

u∗ ′
n0−1(s;x) = −[s+ λ0]u∗n0−1(s;x)+

+ λ0

∞∫

0

b0(y) [d0(y, x)u(s; y)u(s;x) +

+ d0(y, x)u(s;x)u(s; y)
]
dy ; (40)

u∗ ′
n (s;x) = − [s+ λ0]u∗n(s;x) +

+ λ0

∞∫

0

b0(y)
[
d0(y, x)u

∗
n+1(s; y)u(s;x) +

+ d0(y, x)u
∗
n+1(s;x)u(s; y)

]
dy +

+ λ0

∞∫

0

b0(y) [d0(y, x)un+1(s; y)u
∗
n(s;x) +

+ d0(y, x)un+1(s;x)u
∗
n(s; y)] dy ,

n = n1 + 2, n0 − 2 , (41)

с начальным условием

un(s; 0) = 0 , n = n1 + 2, n0 − 1 ,
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и уравнения

u′n1+1(s;x) = − [s+ λ0]un1+1(s;x) +

+ λ0

∞∫

0

b0(y)
[
d0(y, x)u

∗
n1+2(s; y)u(s;x) +

+ d0(y, x)u
∗
n1+2(s;x)u(s; y)

]
dy +

+ λ0

∞∫

0

b0(y) [d0(y, x)un1+2(s; y)un1+1(s;x) +

+ d0(y, x)un1+2(s;x)un1+1(s; y)
]
dy ; (42)

u′n(s;x) = −(s+ λ0)un(s;x) +

+ λ0

∞∫

0

b0(y) [d0(y, x)un+1(s; y)un(s;x) +

+ d0(y, x)un+1(s;x)un(s; y)
]
dy , n = 1, n1 ,

с начальным условием

un(s; 0) = 1 , n = 1, n1 .

Решения уравнений (39) и (40) имеют вид:

un0−1(s;x) = e
−(s+λ0)x ;

u∗n0−1(s;x) = λ0

x∫

0

e(s+λ0)(z−x) dz ×

×
∞∫

0

b0(y) [d0(y, z)u(s; y)u(s; z) +

+ d0(y, z)u(s; z)u(s; y)
]
dy . (43)

Остальные уравнения являются интегродифферен-
циальными и подобны уравнениям, полученным в
предыдущих разделах.

Пусть в начальный момент в системе находится
n, n ≥ n1 + 1, заявок, система функционирует в ре-
жиме 1, на приборе обслуживается заявка длины y и
в этот момент в систему поступает заявка длины x.
Обозначим через w(s;x, y)ПЛС времени ожидания
начала обслуживания этой заявки. Тогда

w(s;x, y) = d1(x, y) + d1(x, y)u(s; y) .

Пусть в начальный момент в системе находится
n, n = 1, n0 − 1, заявок, система функционирует в
режиме 0, на приборе обслуживается заявка длины y
и в этот момент в систему поступает заявка длины x.
Обозначим через wn(s;x, y) ПЛС времени ожида-
ния начала обслуживания этой заявки, причем в
момент начала обслуживания система по-прежне-
му будет функционировать в режиме 0. Имеем:

wn0−1(s;x, y) = 0 ;

wn(s;x, y) = d0(x, y) + d0(x, y)un+1(s; y) ,

n = 1, n0 − 2 .

Наконец, пусть в начальный момент в системе
находится n, n = n1 + 1, n0 − 1, заявок, система
функционирует в режиме 0, на приборе обслужива-
ется заявка длины y и в этот момент в систему по-
ступает заявка длины x. Обозначим черезw∗

n(s;x, y)
ПЛС времени ожидания начала обслуживания этой
заявки, причем в момент начала обслуживания сис-
тема окажется в режиме 1. В этом случае

w∗
n0−1(s;x, y) = d0(x, y) + d0(x, y)u(s; y) ; (44)

w∗
n(s;x, y) = d0(x, y)u

∗
n+1(s; y) , n = n1 + 1, n0 − 2 .

Стационарное распределение времени ожида-
ния начала обслуживания имеет ПЛС

w(s) =
1

λ


λ0p0 +

+ λ0

∞∫

0

n1∑

n=1

pn(y) dy

∞∫

0

b0(x)wn(s;x, y) dx +

+ λ0

∞∫

0

n0−1∑

n=n1+1

pn(0; y) dy ×

×
∞∫

0

b0(x) [wn(s;x, y) + w
∗
n(s;x, y)] dx+

+ λ1

∞∫

0

n0−1∑

n=n1+1

pn(1; y) dy

∞∫

0

b1(x)w(s;x, y) dx +

+ λ1

∞∫

0

∞∑

n=n0

pn(y) dy

∞∫

0

b1(x)w(s;x, y) dx



 .

Обозначим через t(s;x)ПЛС времени от момен-
та первого попадания заявки длины x на прибор до
момента ухода ее из системы при условии, что в мо-
мент первого попадания на прибор система функ-
ционировала в режиме 1. Для t(s;x) справедливо
дифференциальное уравнение

t′(s;x) = −t(s;x)


s+

+ λ1



1−
∞∫

0

b1(y)
[
d1(y, x) + d1(y, x)u(s; y)

]
dy








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с начальным условием

t(s; 0) = 1 ,

решение которого имеет вид:

t(s;x) = exp



− (s+ λ1)x+

+ λ1

x∫

0

dz

∞∫

0

b1(y)
[
d1(y, z) + d1(y, z)u(s; y)

]
dy




 .

Обозначим через tn(s;x), n = 0, n0 − 2, ПЛС
времени от момента первого попадания заявки дли-
ны x на прибор до момента ухода ее из системы при
условии, что в момент первого попадания на прибор
в очереди было еще n заявок и система функцио-
нировала в режиме 0. Тогда из дифференциальных
уравнений

t′n0−2(s;x) = −(s+ λ0)tn0−2(s;x) +

+ λ0

∞∫

0

b0(y)
[
d0(y, x)u(s; y) + d0(y, x)

]
dy t(s;x) ;

t′n(s;x) = −



s+ λ0 −

− λ0

∞∫

0

b0(y)d0(y, x)un+2(s; y) dy


 tn(s;x) +

+ λ0

∞∫

0

b0(y)
[
d0(y, x)u

∗
n+2(s; y)t(s;x) +

+ d0(y, x)tn+1(s;x)
]
dy , n = n1, n0 − 3 ;

t′n(s;x) = −


s+ λ0 −

− λ0

∞∫

0

b0(y)d0(y, x)un+2(s; y) dy



 tn(s;x) +

+ λ0tn+1(s;x)

∞∫

0

b0(y)d0(y, x) dy , n = 0, n1 − 1 ,

с начальным условием

tn(s; 0) = 1 , n = 0, n0 − 2 ,

имеем:

tn0−2(s;x) =

= e−(s+λ0)x


1 + λ0

x∫

0

e(s+λ0)zt(s; z) dz ×

×
∞∫

0

b0(y)
[
d0(y, z)u(s; y) + d0(y, z)

]
dy



 ; (45)

tn(s;x) =

= e
−

x∫
0

(
s+λ0−λ0

∞∫
0

b0(y) d0(y,z)un+2(s;y) dy

)
dz


1 +

+ λ0

x∫

0

e

v∫
0

(
s+λ0−λ0

∞∫
0

b0(y)d0(y,z)un+2(s;y) dy

)
dz
dv ×

×
∞∫

0

b0(y)
[
d0(y, v)u

∗
n+2(s; y)t(s; v) +

+ d0(y, v)tn+1(s; v)


 dy


 , n = n1, n0 − 3 ; (46)

tn(s;x) =

= e
−

x∫
0

(
s+λ0−λ0

∞∫
0

b0(y)d0(y,z)un+2(s;y) dy

)
dz


1 +

+ λ0

x∫

0

e

v∫
0

(
s+λ0−λ0

∞∫
0

b0(y)d0(y,z)un+2(s;y) dy

)
dz
dv ×

×
∞∫

0

b0(y)d0(y, v)tn+1(s; v) dy



 , n = 0, n1 − 1 .

Обратимся к общему времени пребывания заяв-
ки в системе.

Обозначим через v(s;x, y) ПЛС времени пре-
бывания в системе заявки длины x при условии,
что эта заявка застала систему в режиме 1, причем
заявка на приборе имела длину y. Тогда

v(s;x, y) = w(s;x, y)t(s;x) .

Обозначим через vn(s;x, y), n = 1, n0 − 1, ПЛС
времени пребывания в системе заявки длины x при
условии, что эта заявка застала в системе n других
заявок, причем заявка на приборе имела длину y, а
система пребывала в режиме 0. Имеем:

vn0−1(s;x, y) = d0(x, y)t(s;x) +

+ d0(x, y)u(s;x, y)t(s;x) ; (47)

vn(s;x, y) = d0(x, y)tn(s;x) +

+ d0(x, y) [un+1(s;x, y)tn−1(s;x) +

+ u∗n+1(s;x, y)t(s;x)
]
, n = n1 + 1, n0 − 2 ; (48)
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vn(s;x, y) = d0(x, y)tn(s;x) +

+ d0(x, y)un+1(s;x, y)tn−1(s;x) , n = 1, n1 .

Стационарное распределение общего времени
пребывания заявки в системе имеет ПЛС

v(s) =
1

λ



λ0p0
∞∫

0

b0(x)t0(s;x) dx +

+ λ0

∞∫

0

n1∑

n=1

pn(y) dy

∞∫

0

b0(x)vn(s;x, y) dx +

+ λ0

∞∫

0

n0−1∑

n=n1+1

pn(0; y) dy

∞∫

0

b0(x)vn(s;x, y) dx+

+ λ1

∞∫

0

n0−1∑

n=n1+1

pn(1; y) dy

∞∫

0

b1(x)v(s;x, y) dx +

λ1

∞∫

0

∞∑

n=n0

pn(y) dy

∞∫

0

b1(x)v(s;x, y) dx



 .

Дифференцируяw(s)и v(s) в точке s = 0, можно
найти моменты стационарных распределений вре-
мен ожидания начала обслуживания и пребывания
заявки в системе.

7 Накопитель конечной емкости

В этом разделе будет показано, какие изменения
нужно произвести в полученных формулах для слу-
чая накопителя конечной емкости. Заметим, что к
формулам, остающимся без изменений, коммента-
рии приводиться не будут.

Итак, будем предполагать, что максимальное
число заявок, находящихся в системе, равно n∗,
n∗ ≥ n0, (емкость накопителя n∗ − 1).

Для конечного накопителя необходимо также
задать дисциплину принятия заявок в систему при
отсутствии в нем свободных мест. В соответствии
с рассматриваемой СМО естественно такую дис-
циплину определить с помощью функции d∗(x, y)
следующим образом: поступающая заявка длины x,
застающая на приборе заявку длины y, с веро-
ятностью d∗(x, y) сразу же покидает систему, не
оказывая на нее никакого воздействия, и с до-
полнительной вероятностью d

∗
(x, y) = 1 − d∗(x, y)

становится на прибор, вытесняя заявку на приборе
из системы. Для всех СМО с такой дисциплиной
принятия заявок в систему при отсутствии в нако-
пителе свободных мест стационарные вероятности
pn(x1, . . . , xn) при n < n∗ совпадают с точностью
до постоянной с аналогичными вероятностями для

системы с бесконечным накопителем, различие за-
ключается только в вероятностях pn∗(x1, . . . , xn∗).
Однако несколько более сложно вычисляются ста-
ционарные распределения, связанные с временем
пребывания заявки в системе. Более того, заявки,
принятые в систему, могут покидать ее недообслу-
женными.

Здесь для простоты изложения будет рассмотрен
только случай d∗(x, y) = 1, т. е. тот случай, когда по-
ступающая в заполненную систему заявка теряется.
Заметим, что в этом случае принятая в систему заяв-
ка будет обязательно обслужена полностью. Общий
случай нетрудно исследовать с помощью результа-
тов, полученных в [9, 10].

Далее будем предполагать, что n∗ ≥ n0 + 2, по-
скольку при n∗ = n0 и n∗ = n0 + 1 расчетные фор-
мулы будут несколько отличаться от приведенных
выше.

Как уже говорилось, стационарные вероятно-
сти pn(x), n = 1, n1 или n = n0, n∗ − 1, и pn(i;x),
n = n1 + 1, n0 − 1, i = 1, 2, с точностью до вероят-
ности p0 можно определить из тех же самых урав-
нений (10)–(14), что и раньше. Вероятность pn∗(x)
удовлетворяет дифференциальному уравнению

−p′n∗(x) = g1,n∗(x)

с начальным условием

lim
x→∞

pn∗(x) = 0 ,

где

g1,n∗(x) = λ1b1(x)

∞∫

0

pn∗−1(y)d1(x, y) dy +

+ λ1pn∗−1(x)

∞∫

0

b1(y)d1(y, x) dy .

Решение этого уравнения определяется выраже-
нием:

pn∗(x) =

∞∫

x

g1,n∗(y) dy .

Вероятность p0 вычисляется из условия нормиров-
ки, которое в данном случае имеет вид:

p0 +

n1∑

n=1

pn +

n0−1∑

n=n1+1

[pn,0 + pn,1] +

n∗∑

n=n0

pn = 1 .

Стационарная интенсивность λ входящего в
систему потока задается формулой (36), в кото-
рой, естественно, верхний индекс ∞ в последней
сумме заменен на n∗.
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В системах с конечным накопителем важной ха-
рактеристикой является стационарная вероятность
πloss потери заявки, определяемая формулой:

πloss =
λ1
λ
pn∗ .

Для того чтобы найти показатели функциони-
рования СМО, связанные с временем пребывания
в системе, нужно прежде всего изменить некоторые
формулы для ПЛС ПЗ.

Предположим, что в начальный момент рас-
сматриваемая СМО функционирует в режиме 1 и в
ней находится n, n = n1 + 1, n∗, заявок. Обозначим
через “un(s;x), n = n1 + 1, n∗, ПЛС времени до того
момента, когда в системе впервые останется (n− 1)
заявок, при условии что на приборе начала обслу-
живаться заявка длины x (очевидно, что в этот мо-
мент система по-прежнему будет функционировать
в режиме 1). Преобразования Лапласа–Стилтьеса
“un(s;x) удовлетворяют уравнениям

“un∗(s;x) = e−sx ;

“u′n(s;x) = −(s+ λ1)“un(s;x) +

+ λ1

∞∫

0

b1(y) [d1(y, x)“un+1(s; y)“un(s;x) +

+ d1(y, x)“un+1(s;x)“un(s; y)
]
dy ,

n = n1 + 1, n∗ − 1 ,

с начальным условием

“un(s; 0) = 1 , n = n1 + 1, n∗ − 1 .

Уравнения (40)–(42) принимают следующий вид:

u∗ ′
n0−1(s;x) = − [s+ λ0]u∗n0−1(s;x) +

+ λ0

∞∫

0

b0(y) [d0(y, x)“un0(s; y)“un0−1(s;x) +

+ d0(y, x)“un0(s;x)“un0−1(s; y)
]
dy ;

u∗ ′
n (s;x) = − [s+ λ0]u∗n(s;x) +

+ λ0

∞∫

0

b0(y)
[
d0(y, x)u

∗
n+1(s; y)“un(s;x) +

+ d0(y, x)u
∗
n+1(s;x)“un(s; y)

]
dy +

+ λ0

∞∫

0

b0(y) [d0(y, x)un+1(s; y)u
∗
n(s;x) +

+ d0(y, x)un+1(s;x)u
∗
n(s; y)

]
dy ,

n = n1 + 2, n0 − 2 ;

u′n1+1(s;x) = − [s+ λ0]un1+1(s;x) +

+ λ0

∞∫

0

b0(y)
[
d0(y, x)u

∗
n1+2(s; y)“un1+1(s;x) +

+ d0(y, x)u
∗
n1+2(s;x)“un1+1(s; y)

]
dy +

+ λ0

∞∫

0

b0(y) [d0(y, x)un1+2(s; y)un1+1(s;x) +

+ d0(y, x)un1+2(s;x)un1+1(s; y)
]
dy .

Соответственно изменится и формула (43).
Пусть в начальный момент в системе находится

n, n = n1 + 1, n∗ − 1, заявок, система функциони-
рует в режиме 1, на приборе обслуживается заявка
длины y и в этот момент в систему поступает заявка
длины x. Обозначим через “wn(s;x, y)ПЛС времени
ожидания начала обслуживания этой заявки. Имеет
место равенство:

“wn(s;x, y) = d1(x, y) + d1(x, y)“un+1(s; y) ,

n = n1 + 1, n∗ − 1 .

Формула (44) принимает вид:

w∗
n0−1(s;x, y) = d0(x, y) + d0(x, y)“un0(s; y) ,

а ПЛС стационарного распределения времени ожи-
дания начала обслуживания принятой в систему
заявки определяется формулой:

w(s) =
1

λ (1− πloss)


λ0p0 +

+ λ0

∞∫

0

n1∑

n=1

pn(y) dy

∞∫

0

b0(x)wn(s;x, y) dx+

+ λ0

∞∫

0

n0−1∑

n=n1+1

pn(0; y) dy

∞∫

0

b0(x) [wn(s;x, y) +

+ w∗
n(s;x, y)] dx+

+ λ1

∞∫

0

n0−1∑

n=n1+1

pn(1; y) dy

∞∫

0

b1(x) “wn(s;x, y) dx +

+ λ1

∞∫

0

n∗−1∑

n=n0

pn(y) dy

∞∫

0

b1(x) “wn(s;x, y) dx


 .

Обозначим через “tn(s;x), n = n1, n∗ − 1, ПЛС
времени от момента первого попадания заявки дли-
ны x на прибор до момента ухода ее из системы при
условии, что в момент первого попадания на прибор
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в очереди было еще n заявок и система функциони-
ровала в режиме 1. Тогда

“tn∗−1(s;x) = e
−sx ;

“tn(s;x) = exp



− (s+ λ1)x+

+ λ1

x∫

0

dz

∞∫

0

b1(y)
[
d1(y, z) +

+ d1(y, z)“un+2(s; y)] dy



 , n = n1, n∗ − 2 .

При этом формулы (45) и (46) записываются в виде:

tn0−2(s;x) = e
−(s+λ0)x


1 + λ0

x∫

0

e(s+λ0)z dz ×

×
∞∫

0

b0(y)
[
d0(y, z)“un0(s; y)“tn0−2(s; z) +

+ d0(y, z)“tn0−1(s; z)
]
dy


 ;

tn(s;x) =

= e
−

x∫
0

(
s+λ0−λ0

∞∫
0

b0(y)d0(y,z)un+2(s;y) dy

)
dz



1 +

+ λ0

x∫

0

e

v∫
0

(
s+λ0−λ0

∞∫
0

b0(y)d0(y,z)un+2(s;y) dy

)
dz
dv ×

×
∞∫

0

b0(y)
[
d0(y, v)u

∗
n+2(s; y)“tn(s; v) +

+ d0(y, v)tn+1(s; v)
]
dy


 , n = n1, n0 − 3 .

Наконец, перейдем к общему времени пребыва-
ния заявки в системе. Обозначим через “vn(s;x, y),
n = n1 + 1, n∗ − 1, ПЛС времени пребывания в сис-
теме заявки длины x при условии, что эта заявка
застала в системе n других заявок, причем заявка
на приборе имела длину y, а система пребывала в
режиме 1. Справедливо соотношение:

“vn(s;x, y) = d1(x, y)“tn(s;x) +

+ d1(x, y)“un+1(s;x, y)“tn−1(s;x) ,

n = n1 + 1, n∗ − 1 .

Формулы (47) и (48) преобразуются следующим
образом:

vn0−1(s;x, y) = d0(x, y)“tn0−1(s;x) +

+ d0(x, y)“un0(s;x, y)“tn0−2(s;x) ;

vn(s;x, y) = d0(x, y)tn(s;x) +

+ d0(x, y) [un+1(s;x, y)tn−1(s;x) +

+ u∗n+1(s;x, y)“tn−1(s;x)
]
, n = n1 + 1, n0 − 2 ,

а ПЛС стационарного распределения общего вре-
мени пребывания в системе принятой к обслужи-
ванию заявки имеет вид:

v(s) =
1

λ (1− πloss)



λ0p0
∞∫

0

b0(x)t0(s;x) dx +

+ λ0

∞∫

0

n1∑

n=1

pn(y) dy

∞∫

0

b0(x)vn(s;x, y) dx+

+ λ0

∞∫

0

n0−1∑

n=n1+1

pn(0; y) dy

∞∫

0

b0(x)vn(s;x, y) dx +

+ λ1

∞∫

0

n0−1∑

n=n1+1

pn(1; y) dy

∞∫

0

b1(x)“vn(s;x, y) dx +

+ λ1

∞∫

0

n∗−1∑

n=n0

pn(y) dy

∞∫

0

b1(x)“vn(s;x, y) dx


 .

8 Заключение

В настоящей статье рассмотрена возможность
применения аналитических методов для вычисле-
ния основных стационарных характеристик функ-
ционирования СМО, в которых одновремен-
но имеется два отличия от классических СМО:
инверсионный порядок обслуживания с вероят-
ностным приоритетом и гистерезисная политика.
На примере однолинейной СМО с простейшим
вариантом гистерезисной политики показано, что
полученные вычислительные алгоритмы основаны
на интегральных и дифференциальных уравнени-
ях, которые могут быть решены на современной
вычислительной технике. Приведены условия, при
которых интегральные уравнения могут быть све-
дены к системам линейных алгебраических уравне-
ний.

Полученные результаты могут служить основой
для продолжения работ в части математическо-
го моделирования технических систем, использу-
ющих как элементы «нестандартных» дисциплин
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обслуживания, так и сложные варианты гистере-
зисного механизма предотвращения различного ро-
да перегрузок в ИТС.
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О СХОДИМОСТИ В ПРОСТРАНСТВЕ Lp МАКСИМУМА

ПРОЦЕССА НАГРУЗКИ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА

ГАУССОВСКИХ СИСТЕМ ОБСЛУЖИВАНИЯ∗

О. В. Лукашенко1, Е. В. Морозов2

Аннотация: Рассматривается класс систем обслуживания, на вход которых поступает поток, содержащий
линейную детерминированную компоненту и случайную компоненту, описываемую центрированным
гауссовским процессом. Дисперсия входного процесса является правильно меняющейся функцией с
показателем V ∈ (0, 2). Найдены условия, при которых максимум стационарного процесса нагрузки
(незавершенной работы) на интервале [0, t] сходится при t → ∞ (и при соответствующей нормировке) в
пространствеLp к явно выписанной константе. Также найдена асимптотика максимума процесса нагрузки
в нестационарном режиме. Получена асимптотика минимального времени достижения процессом
нагрузки растущего значения b.

Ключевые слова: гауссовская система обслуживания; максимум процесса нагрузки; дробное броуновское
движение; асимптотический анализ; правильное изменение

1 Введение

В работе [1] был осуществлен асимптотический
анализ процесса нагрузки в жидкостной системе с
постоянной скоростью обслуживания C и входным
гауссовским процессом, дисперсия которого пра-
вильно меняется на бесконечности с показателем
V ∈ (0, 2). Рассмотренный класс входных про-
цессов включает, в частности, сумму независимых
дробных броуновских движений (ДБД) с соответ-
ствующими значениями индекса Херста. В [1] пока-
зано, что при соответствующей нормировке макси-
мум процесса нагрузки на интервале [0, t] сходится
по вероятности при t → ∞ к явно выписанной
константе. Этот результат существенно обобща-
ет результат из работы [2], в которой рассмотрена
жидкостная система с единственным входным про-
цессом ДБД.

В данной статье, которая опирается на методы
работы [2], а также на результаты статьи [1], продол-
жен асимптотический анализ описанной жидкост-
ной системы. Основной результат данной работы
состоит в том, что при некоторых дополнительных
условиях на асимптотическое поведение дисперсии
входного гауссовского процесса доказанная в [1]
сходимость усилена до сходимости (к той же кон-
станте) в пространстве Lp при любом p ≥ 1. Более
того, при соответствующей нормировке найдена

асимптотика максимума процесса нагрузки в неста-
ционарном режиме. Кроме того, с использованием
полученной асимптотики максимума процесса на-
грузки найдена асимптотика времени достижения
процессом нагрузки растущего уровня b.

Опишем рассматриваемую систему и исполь-
зуемые ниже результаты из [1] более подробно.
Рассмотрим жидкостную систему с одним обслу-
живающим устройством и постоянной скоростью
обслуживания C, на вход которой поступает про-
цесс A(t), заданный в следующем виде:

A(t) = mt+X(t) , (1)

где m — средняя интенсивность входного потока,
а X := {X(t), t ≥ 0} — центрированный гауссов-
ский процесс со стационарными приращениями,
X(0) = 0. Такая система обслуживания называет-
ся гауссовской [3]. Будем считать, что выполнено
условие r := C −m > 0. Обозначим также W (t) =
= X(t) − rt, и пусть Q(t) есть величина нагрузки
(незавершенная работа в системе) в момент време-
ни t. Будем предполагать, чтоQ(0) = 0. Тогда имеет
место соотношение [4]:

Q(t) = sup
0≤s≤t

(W (t)−W (s)) . (2)

∗Работа выполняется при финансовой поддержке Программы стратегического развития ПетрГУ в рамках реализации комплекса
мероприятий по развитию научно-исследовательской деятельности.

1Институт прикладных математических исследований Карельского научного центра Российской академии наук; Петрозаводский
государственный университет, lukashenko-oleg@mail.ru

2Институт прикладных математических исследований Карельского научного центра Российской академии наук; Петрозаводский
государственный университет, emorozov@karelia.ru
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Условие r > 0 обеспечивает существование стацио-
нарного процесса нагрузки, который определяется
следующим образом [3]:

Q = sup
t≥0

W (t) . (3)

Для пояснения заметим, что величина −r < 0 есть
средний снос процесса W , являющегося аналогом
случайного блуждания (с независимыми прираще-
ниями), максимум которого, по аналогии с (3),
определяет стационарное время ожидания в клас-
сических системах обслуживания [5].

Основное предположение, принятое в рабо-
те [1], а также в данной статье, состоит в том, что
функция v(t) правильно меняется на бесконечности

c индексом 0 < V < 2, т. е. представима в виде

v(t) = tV L(t) , (4)

где функция L медленно меняется на бесконеч-
ности [6]. Обозначим

β =
1

2− V
,

а также выберем и зафиксируем любое ε ∈ (0, 2−V ).
Будем считать, что функция L является дважды

дифференцируемой на R+ и выполнены следующие
условия (при t→ ∞):

L(tLβ(t)) ∼ L(t) ; (5)

L′′(t) = o

(
1

tV+ε

)
. (6)

Нетрудно проверить, что из условия (6) следует схо-
димость

v′′(t) ln t→ 0 , t→ ∞ . (7)

Как показано в [1], условия (4)–(6) на самом деле
выполнены для широкого класса гауссовских сис-
тем обслуживания, включающего, например, сис-
темы, на вход которых поступает сумма нескольких
независимых ДБД. В работе [7] показано, что на
одном вероятностном пространстве можно задать
процесс W (t) = X(t)− rt и стационарный процесс
Q∗ := {Q∗(t), t ≥ 0} таким образом, что одновре-
менно выполнены условия:

Q∗(t) =d Q для всех t ≥ 0 ;
Q∗(t) =W (t) + max {Q∗(0), L∗(t)} , t ≥ 0 ,

где =d означает равенство по распределению, а
L∗(t) := − min

0≤s≤t
{W (s)}. Обозначим

M(t) = max
0≤s≤t

Q(s) , ; M∗(t) = max
0≤s≤t

Q∗(s) .

Для удобства обозначим далее

γ(t) = L
[
(ln t)β

]
ln t .

Ниже будем опираться на результаты следующей
теоремы, доказанной в работе [1].

Теорема 1.1. Пусть дисперсия гауссовской компонен-

ты X входного процесса (1) удовлетворяет услови-

ям (5) и (6), а также r > 0. Тогда

M∗(t)

γβ(t)
⇒
(
1

θ

)β

, t→ ∞ ; (8)

M(t)

γβ(t)
⇒
(
1

θ

)β

, t→ ∞ , (9)

где ⇒ означает сходимость по вероятности, а пара-

метр θ удовлетворяет соотношению:

θ =
2

(2 − V )2−V

(
r

V

)V

. (10)

Как отмечено выше, этот результат обобщает
работу [2], где процесс X = BH является ДБД c
параметром Херста H ∈ (1/2, 1).

2 Сходимость в пространстве Lp

В данном разделе будет доказан основной ре-
зультат, состоящий в том, что при дополнительных
условиях на функцию L из (4) сходимость по веро-
ятности в (8), (9) можно усилить до сходимости в
пространстве Lp, где p ∈ [1, ∞).
Теорема 2.1. Пусть дополнительно к условиям тео-

ремы 1.1

lim inf
t→∞

L(t) > 0 ; lim sup
t→∞

L(t) <∞ . (11)

Тогда в (8), (9) имеет место сходимость в про-

странстве Lp, p ∈ [1,∞).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Зафиксируем p ∈ [1,∞). Для
доказательства теоремы достаточно доказать рав-
номерную интегрируемость семейства случайных
величин {(

M∗(t)

γβ(t)

)p

, t ≥ T

}
,

где T — некоторое (конечное) положительное чис-
ло. Для этого, в свою очередь, достаточно, чтобы
было выполнено (см., например, [8]) условие

sup
t≥T

E

[
M∗(t)

γβ(t)

]p+1

<∞ . (12)
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(Значение E(·) при t < T может быть произволь-
ным.) Выберем далее некоторое число K > 0. Зна-
чения величин K и T будут уточняться в процессе
доказательства. Кроме того, всюду далее предпола-
гается, что t ≥ T . Имеют место соотношения:

E

[
M∗(t)

γβ(t)

]p+1

=

=

∞∫

0

(p+ 1)yp
P
(
M∗(t) > yγβ(t)

)
dy =

=

K∫

0

(p+ 1)yp
P
(
M∗(t) > yγβ(t)

)
dy +

+

∞∫

K

(p+ 1)yp
P
(
M∗(t) > yγβ(t)

)
dy ≤

≤ Kp+1 + (p+ 1)(It +Rt) , (13)

где использованы обозначения:

It =

∞∫

K

yp ⌈t⌉P
(
Q∗(0) >

yγβ(t)

2

)
dy ;

Rt =

∞∫

K

yp ⌈t⌉ ×

× P

(
max
0≤s≤1

W (s)− min
0≤s≤1

W (s) >
yγβ(t)

2

)
dy .

Отметим, что при получении выражения (13) ис-
пользовано неравенство:

P(M∗(t) > x) ≤

≤ ⌈t⌉P
(
Q∗(0) + max

0≤s≤1
W (s)− min

0≤s≤1
W (s) > x

)
.

(Cм. доказательство теоремы 1.1 в [1].) Оценим
вначале интеграл It. В работе [9] показано, что если
дисперсия v(t) центрированного гауссовского про-
цесса со стационарными приращениями правильно
меняется на бесконечности с индексом 0 < V < 2,
то справедлива такая (логарифмическая) асимпто-
тика:

lim
b→∞

v(b)

b2
lnP(Q∗ > b) = −θ , (14)

где параметр θ удовлетворяет соотношению (10).
Определим число K1 следующим образом:

K1 = inf

{
y > 0 :

L(x) lnP(Q∗(0) > x)

x1/β
≤ −θ
2
,

∀ x > y

}
.

Напомним, что β = 1/(2− V ). Поэтому ввиду (4)
из (14) следует, что K1 < ∞. Тогда при x > K1
справедливо неравенство:

P(Q∗(0) > x) ≤ exp
(
−θ
2

x1/β

L(x)

)
. (15)

Заметим, что γβ(t) → ∞, t → ∞. Следовательно,
существует такое число t0, что γβ(t)/2 > 1 при t ≥
≥ t0. Поэтому, если K > K1, t ≥ t0, то из (15)
вытекает неравенство:

It =

∞∫

K

yp⌈t⌉P
(
Q∗(0) >

yγβ(t)

2

)
dy ≤

∞∫

K

yp⌈t⌉ ×

× exp
[
− θ

21/β+1

ln t · L
[
(ln t)β

]

L(yγβ(t)/2)
y1/β

]
dy . (16)

Из условия (11) следует, что существуют такие числа
0 < A1 ≤ A2 < ∞ и K2, t1 ≥ 0, что при y > K2,
t > max(t0, t1) выполняются неравенства:

L

(
yγβ(t)

2

)
≤ A2 ; (17)

L
(
(ln t)β

)
≥ A1 . (18)

Выберем теперь и временно зафиксируем в (16)
некоторое K > max{K1,K2}, и пусть пока T :=
:= max(t0, t1). Обозначим также

α =
θA1

21/β+1A2
.

Последовательно применяя (17), (18), а также при-
нимая во внимание, что ⌈t⌉ ≤ 2t, можно получить
из (16) (при t ≥ T ) следующую оценку сверху инте-
грала It:

It ≤ 2
∞∫

K

yp t exp
(
−α ln t · y1/β

)
dy =

= 2

∞∫

K

yp exp
[
ln t
(
1− αy1/β

)]
dy . (19)

Заметим, что при y > (2/α)β := K3 справедливо
неравенство:

1− αy1/β < −α
2
y1/β . (20)

Если теперь выбрать в (19) K > K3, то ввиду (20)
получим:

It ≤ 2
∞∫

K

yp exp

(
−α
2
ln t · y1/β

)
dy . (21)
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Заметим, что ln t ≥ lnT при t ≥ T , и обозначим
γ1 = (α/2) lnT . Тогда из (21) получим:

It ≤ 2
∞∫

K

yp exp
(
−γ1y1/β

)
dy =

=
2β

γβ+βp
1

∞∫

γ1K1/β

uβp+β−1e−udu =

=
2β

γβ+βp
1

•
(
γ1K

1/β , βp+ β
)
, (22)

где •(w, z)— неполная гамма-функция:

•(w, z) :=

∞∫

w

uz−1e−u du , w ≥ 0 , z ≥ 0 .

Теперь оценим интеграл Rt в (13). Напомним
соотношение W (t) = X(t)− rt и заметим, что

max
0≤s≤1

W (s) = max
0≤s≤1

(X(s)− rs) ≤ max
0≤s≤1

X(s) . (23)

Кроме того,

− min
0≤s≤1

W (s) = max
0≤s≤1

(rs −X(s)) =d

=d max
0≤s≤1

(rs+X(s)) ≤ r + max
0≤s≤1

X(s) . (24)

Неравенства (23) и (24) после несложных преобра-
зований приводят, в свою очередь, к неравенству:

P

(
max
0≤s≤1

W (s)− min
0≤s≤1

W (s) >
yγβ(t)

2

)
≤

≤ 2P
(
max
0≤s≤1

X(s) >
yγβ(t)

4
− r

)
. (25)

Применяя соотношения (25) и (18), можно полу-
чить следующую цепочку неравенств:

Rt =

∞∫

K

yp⌈t⌉ ×

× P

(
max
0≤s≤1

W (s)− min
0≤s≤1

W (s) >
yγβ(t)

2

)
dy ≤

≤ 2
∞∫

K

yp⌈t⌉P
(
max
0≤s≤1

X(s) >
yγβ(t)

4
− r

)
dy ≤

≤ 4
∞∫

K

yptP

(
max
0≤s≤1

X(s) >
yAβ
1 (ln t)

β

4
− r

)
dy. (26)

Теперь используем следующее неравенство Боре-
ля–Судакова–Цирельсона для максимума центри-
рованного гауссовского процесса со стационарны-
ми приращениями на конечном интервале [10, 11]:

P

(
max
0≤s≤1

X(s) > x

)
≤ e−(1/(2v))(x−a)2 , x > a ,

(27)
где v := DX(1), a := E max

0≤s≤1
X(s) <∞. Положим

K4 = inf

{
y :

xAβ
1 (lnT )

β

4
− r > a , ∀ x ≥ y

}
.

Тогда при x ≥ K4 неравенство (27) выполнено для
всех z := xAβ

1 (ln T )
β/4− r, причем z > a.

Введем обозначения:

c1 =
4(r + a)

Aβ
1

; c2 =
32v

A2β1
.

Пусть теперь K > K4 в (26). Тогда с учетом (27) по-
сле несложных преобразований можно получить,
что

Rt ≤ 4
∞∫

K

yp exp

[
ln t−

(
y(ln t)β − c1

)2

c2

]
dy . (28)

Рассмотрим функцию

f(t, y) := ln t−
(
y(ln t)β − c1

)2

c2
.

Нетрудно убедиться, что

∂f(t, y)

∂t
=
1

t

[
1− 2β

c2

(
y(ln t)β − c1

)
(ln t)β−1

]
(29)

и что при любом y > K

∂f

∂t
(t, y) <

∂f

∂t
(t,K) .

Анализ правой части выражения (29) показывает,
что существует такое число t2, что функция f(t, y)
(при каждом y > K) убывает (по t) при t ≥ t2. Это,
в свою очередь, означает, что

f(t, y) ≤ f(t2, y) , t ≥ t2 , y > K . (30)

Обозначим T = max{t0, t1, t2}. Заметим, что
f(T, y)→ −∞, y → ∞, и, как нетрудно проверить,

lim
y→∞

yp+2ef(T, y) = 0 .

Поэтому найдется такое число K5 > 0, что

ef(T, y) < y−p−2 , y > K5 . (31)
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Теперь, используя соотношения (30) и (31), полу-
чим из (28) при K > K5 (и t ≥ T )

Rt ≤ 4
∞∫

K

ypef(T,y)dy ≤ 4
∞∫

K

dy

y2
=
4

K
. (32)

Выберем окончательно в (13) (и далее, где требу-
ется) K = max {K1,K2,K3,K4,K5}. Тогда из (22)
и (32) следует неравенство

E

[
M∗(t)

γβ(t)

]p+1

≤ Kp+1 +

+
2β(p+ 1)

γβ+βp
1

•
(
γ1K

1/β , βp+ β
)
+
4(p+ 1)

K
, (33)

правая часть которого не зависит от t. Беря в левой
части неравенства (33) супремум по t ≥ T , получаем
требуемое условие (12). �

Замечание. Если существует предел

lim
t→∞

L(t) = A ∈ (0, ∞) , (34)

то условие (11) автоматически выполнено.

Приведем важные для практических примене-
ний примеры, когда условия теоремы 2.1 выпол-
нены.

Пример 1. Пусть стохастическая компонента вход-
ного процесса является суммой независимых ДБД,
т. е.

X(t) =

n∑

i=1

BHi(t) , t ≥ 0 ,

где параметры Херста Hi ∈ (0, 1). Подробная мо-
тивировка такого входного потока обсуждается в
работе [12]. Без ограничения общности будем счи-
тать, что H1 > max

i>1
Hi. Тогда дисперсия v(t) про-

цесса {X(t)} имеет вид:

v(t) =

n∑

i=1

t2Hi = t2H1L(t) ,

где медленно меняющаяся функция L(t) = 1 +
+
∑
i>1

t2(Hi−H1) → 1, t→ ∞.Таким образом, условия

теоремы 2.1 выполнены.

Пример 2. Пусть стохастическая компонента вход-
ного процесса есть так называемый интегральный
гауссовский процесс, т. е.

X(t) =

t∫

0

Z(s) ds , (35)

где Z — центрированный стационарный гауссов-
ский процесс с ковариационной функцией R(u) :=

:= Cov (Z(0), Z(u)). Входные потоки такого типа
рассматривались в работах [14, 13]. Нетрудно про-
верить, что для дисперсии v(t) процессаX справед-
ливо соотношение:

v(t) = 2

t∫

0

s∫

0

R(u) duds . (36)

Отсюда следует, что v′′(t) = 2R(t), а значит усло-
вие (7) влечет сходимость

R(t) ln t→ 0 , t→ ∞ .

Если дополнительно к условию (7) потребовать су-
ществования таких A ∈ (0,∞), V ∈ (0, 2), что

∫ t

0

∫ s

0

R(u) duds

tV
→ A , t→ ∞ , (37)

то условия теоремы 2.1 оказываются выполнен-
ными. Например, пусть Z — процесс Орнштей-
на–Уленбека, который по определению является
центрированным стационарным гауссовским про-
цессом. Поскольку его ковариационная функция
имеет видR(t) = λe−αt, λ, α > 0, то из (36) неслож-
но получить, что

v(t) =
2λ

α
t+
2λ

α2
(
e−αt − 1

)
.

Следовательно, условие (37) выполнено для V =
= 1, A = λ/α. Отметим, что если Z — процесс
Орнштейна–Уленбека, то формула (35) определяет
интегральный процесс Орнштейна–Уленбека. Заме-
тим, что этот процесс является гауссовским анало-
гом (т. е. гауссовским процессом с соответствующей
корреляционной структурой) модели Аника–Мит-
ра–Сонди [15], описывающей динамику некоторых
сетевых ресурсов (см. также [16]).

На самом деле в обоих примерах выше выпол-
нено более сильное, чем (11), условие (34). Однако
утверждение теоремы 2.1 верно и в случае, когда
функция L не имеет предела при t→ ∞.

3 Дополнительные
асимптотические результаты

В данном разделе получены два важных асим-
птотических результата для максимума процесса
нагрузки M(t), дополняющие анализ, проведен-
ный в разд. 2. Вначале рассмотрим случай, когда
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параметр r < 0. В соответствии с замечанием, сде-
ланным после формулы (3), в этом случае система
находится в нестационарном режиме и величина
процесса нагрузки должна неограниченно возрас-
тать.

Теорема 3.1. Если r < 0, то имеет место следующая

сходимость по распределению:

M(t) + rt√
v(t)

d−→ N (0, 1) , t→ ∞ . (38)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Напомним, что процесс на-
грузки в момент времени s определяется соотноше-
нием

Q(s) =W (s)− min
0≤u≤s

W (u) ,

где W (u) = X(u)− ru. Поскольку с вероятностью 1
(с в. 1)

X(t)

t
→ 0 ,

то также W (t) → +∞ с в. 1. Пусть ā := min
t≥0

W (t).

Тогда существует случайный момент T0 <∞ (с в. 1)
такой, что min

t≥0
W (t) = min

0≤t≤T0
W (t). Поэтому спра-

ведлива следующая цепочка соотношений:

M(t) = max
0≤s≤t

[
W (s)− min

0≤u≤s
W (u)

]
≤

≤ max
0≤s≤t

W (s)−ā =

= max
0≤s≤t

W (s)− min
0≤s≤T0

W (s) .

Отсюда следует неравенство:

M(t)−W (t) ≤
≤ max
0≤s≤t

W (s)−W (t)− min
0≤s≤T0

W (s) . (39)

Поскольку

M(t) + rt =M(t) +X(t)−W (t) ;

X(t)√
v(t)

=d N (0, 1) ,

то сходимость (38) эквивалентна сходимости

M(t)−W (t)√
v(t)

⇒ 0 , t→ ∞ . (40)

Докажем справедливость (40). Для этого достаточ-
но показать, что для любого ε > 0 справедливо
соотношение:

P

(
M(t)−W (t)√

v(t)
> ε

)
→ 0 , t → ∞ . (41)

В силу (39)

P

(
M(t)−W (t)√

v(t)
> ε

)
≤

≤ P




max
0≤s≤t

W (s)−W (t)
√
v(t)

>
ε

2



+

+ P




− min
0≤s≤T0

W (s)
√
v(t)

>
ε

2



 := P1(t) + P2(t) .

В силу стацонарости приращений процесса X

max
0≤s≤t

W (s)−W (t) =

= max
0≤s≤t

[X(s)−X(t) + r(t− s)] =d

=d max
0≤s≤t

[X(t− s) + r(t− s)] =

= max
0≤u≤t

[X(u) + ru] := Q̃(t) . (42)

Поскольку r < 0, то существует стационарный пре-

дел Q̃(t)
d−→ Q̃ (при t → ∞), причем Q̃ < ∞ с

в. 1 (см. замечание после формулы (2)). Поскольку
v(t)→ ∞, то из (42) следует, что

P1(t) = P

(
max
0≤s≤t

W (s)−W (t) >
ε

2

√
v(t)

)
→ 0 ,

t→ ∞ .

Рассмотрим вероятность P2(t) и заметим, что

− min
0≤s≤T0

W (s) = max
0≤s≤T0

[rs−X(s)] ≤

≤ max
0≤s≤T0

[−X(s)] =d max
0≤s≤T0

X(s) .

Поэтому

P2(t) = P

(
− min
0≤s≤T0

W (s) >
ε

2

√
v(t)

)
≤

≤ P

(
max
0≤s≤T0

X(s) >
ε

2

√
v(t)

)
→ 0 , t→ ∞ ,

где учитывается, что случайная величина T0, а зна-
чит и max

0≤s≤T0
X(s), конечны с в. 1. Таким образом,

соотношение (41), а значит и (40), выполнено. �

Следующий результат касается асимптотики
времени достижения стационарным процессом на-
грузки Q∗(t) растущего порога b, т. е. асимптотики
величины

T (b) = inf{t ≥ 0 : Q∗(t) ≥ b}
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при b → ∞. Распределение максимума стационар-
ного процесса нагрузкиM∗(t)определяет распреде-
ление случайной величины T (b) в силу очевидного
соотношения

{T (b) ≤ t} = {M∗(t) ≥ b} , t ≥ 0 . (43)

Напомним обозначение γ(t) = ln t · L((ln t)β).
Теорема 3.2. Пусть в дополнение к условиям теоре-

мы 1.1 функция γ(t) монотонно возрастает на неко-

тором луче [t0,∞). Тогда имеет место сходимость

γ(T (b))

b1/β
⇒ θ , b→ ∞ , (44)

где параметр θ удовлетворяет соотношению (10).

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу теоремы 1.1 для любого
δ > 0

P

(
M∗(t) >

(
1 + δ

θ
γ(t)

)β
)

→ 0 , t → ∞ . (45)

Ввиду монотонного возрастания функции γ, обрат-
ная ей функция также монотонно возрастает.
В частности, при любом δ > 0 функция

t(b) := γ−1
(
b1/β θ

1 + δ

)
→ ∞ , b→ ∞ . (46)

Подставляя (46) в (45) и учитывая (43), получим

P

(
M∗(t(b)) ≥

(
1 + δ

θ
γ(t(b))

)β
)
=

= P (M∗(t(b)) ≥ b) = P (T (b) ≤ t(b)) =

= P

(
T (b) ≤ γ−1

(
b1/β θ

1 + δ

))
=

= P

(
γ(T (b))

b1/β
≤ θ

1 + δ

)
→ 0 , b→ ∞ . (47)

Снова используя монотонность функции γ, полу-
чим (для любого фиксированного δ > 0):

�t(b) := γ−1
(
b1/β θ

1− δ

)
→ ∞ , b→ ∞ .

С учетом того, что по теореме 1.1

P

(
M∗(t) >

(
1− δ

θ
γ(t)

)β
)

→ 1 , t→ ∞ ,

как и выше, получим:

P

(
M∗(�t(b)) >

(
1− δ

θ
γ(�t(b))

)β
)
=

= P

(
γ(T (b))

b1/β
≤ θ

1− δ

)
→ 1 , b→ ∞ .

Ввиду произвольности δ отсюда и из (47) следу-
ет (44). �

4 Заключение

В данной статье продолжен (начатый в рабо-
те [1]) асимптотический анализ максимума про-
цесса нагрузки в системе обслуживания, в кото-
рой дисперсия гауссовской компоненты входного
процесса правильно меняется на бесконечности с
показателем V ∈ (0, 2). В частности, показано,
что при некотором дополнительном условии дока-
занная в [1] сходимость по вероятности указанного
процесса имеет место и в пространстве Lp при лю-
бом p ∈ [1, ∞).

Также найдена асимптотика максимума процес-
са нагрузки в нестационарном режиме (при соот-
ветствующей нормировке). Кроме того, с использо-
ванием полученной асимптотики максимума най-
дена асимптотика времени достижения стационар-
ным процессом нагрузки растущего порога b.
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АЛГОРИТМЫ ИНДУКТИВНОГО ПОРОЖДЕНИЯ СУПЕРПОЗИЦИЙ

ДЛЯ АППРОКСИМАЦИИ ИЗМЕРЯЕМЫХ ДАННЫХ∗

Г. И. Рудой1, В. В. Стрижов2

Аннотация: Исследуется алгоритм индуктивного порождения допустимых существенно нелинейных
моделей. Предлагается алгоритм, порождающий все возможные суперпозиции заданной сложности за
конечное число шагов. Приводятся результаты вычислительного эксперимента по выбору оптимальной
модели, аппроксимирующей синтетический набор данных.

Ключевые слова: символьная регрессия; нелинейные модели; индуктивное порождение; сложность
моделей

1 Введение

В ряде приложений [1, 2] возникает задача вос-
становления некоторой функциональной зависи-
мости по набору известных данных. При этом
предполагается, что эксперт должен иметь возмож-
ность проинтерпретировать полученную модель в
контексте предметной области.

Одним из методов, позволяющих получать ин-
терпретируемые модели, является символьная ре-
грессия [3–7], согласно которой известные данные
приближаются некоторой математической форму-
лой, например sinx2+2xили log x−ex/x. Эти фор-
мулы являются произвольными суперпозициями
функций из некоторого заданного набора. Одна из
возможных реализаций описываемого метода пред-
ложена Джоном Коза [8, 9], использовавшим эво-
люционные алгоритмы для реализации символь-
ной регрессии. Зелинка с соавторами предложили
дальнейшее развитие этой идеи [10], получившее
название аналитического программирования.

Алгоритм построения требуемой математиче-
ской модели в аналитическом программировании
выглядит следующим образом: дан набор прими-
тивных функций, из которых можно строить раз-
личные формулы (например, степенная функция,
+, sin, tan). Начальный набор формул строится ли-
бо произвольным образом, либо на базе некоторых
предположений эксперта. Затем на каждом шаге
производится оценка каждой из формул согласно
функции ошибки либо другого функционала каче-
ства [11]. На базе этой оценки у некоторой части
формул случайным образом заменяется одна эле-
ментарная функция на другую (например, sin на cos
или+ на×), а у некоторой другой части происходит
взаимный попарный обмен подвыражениями.

Получаемая формула является математической
моделью исследуемого процесса или явления, т. е.
представляет собой математическое отношение,
описывающее основные закономерности, прису-
щие этому явлению [12].

Алгоритм индуктивного порождения моделей,
предложенный в настоящей работе, свободен от
некоторых типичных проблем известных методов,
упомянутых, например, в [10]. Вот главные из них:

– порождение рекурсивных суперпозиций, су-
перпозиций, содержащих несоответствующее
используемым функциям число аргументов,
и т. д. (в предложенном алгоритме эти проб-
лемы не возникают по построению);

– несовпадение области определения некоторой
примитивной функции и области значений ее
аргументов (возможно, тоже некоторых супер-
позиций);

– порождение слишком сложных суперпозиций.

Для любой выборки можно построить такой
многочлен, который пройдет через все точки вы-
борки, но при этом число параметров такого мно-
гочлена линейно растет с объемом выборки. Кроме
того, такой многочлен неинтерпретируем экспер-
тами. Предложенный в настоящей работе алгоритм
решает проблему порождения слишком сложных
суперпозиций введением дополнительного штра-
фа за сложность. Кроме того, так как использу-
емые признаки объектов выборки учитываются при
расчете сложности, применение подобного штрафа
обеспечивает выбор суперпозиций, использующих
меньшее число признаков, т. е. проводит отбор при-
знаков.

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант № 12-07-13118.
1Московский физико-технический институт, rudoy@forecsys.ru
2Вычислительный центр Российской академии наук им. А. А. Дородницына, strijov@ccas.ru
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Во второй части работы формально поставлена
задача построения алгоритма индуктивного порож-
дения моделей. Затем, в третьей части, строится ис-
комый алгоритм для частного случая беспараметри-
ческих моделей и доказывается его корректность, а
затем алгоритм обобщается на случай моделей, име-
ющих параметры. В четвертой части оценивается
количество порожденных предложенным алгорит-
мом моделей на каждой итерации. В пятой части
предлагается метод выбора допустимых моделей из
множества всех порожденных моделей. В седь-
мой части описывается адаптированный стохасти-
ческий алгоритм порождения моделей, результаты
работы которого на синтетических данных приве-
дены в восьмой части настоящей работы.

2 Постановка задачи

Пусть дана выборка

D = {(xi, yi) | i ∈ {1, . . . , N},
xi ∈ X ⊂ R

n, yi ∈ Y ⊂ R} ,

где N — число элементов выборки, xi — вектор
значений свободных переменных для i-го элемен-
та выборки, yi — значение зависимой переменной
для i-го элемента выборки, X — множество значе-
ний независимых переменных, лежащее в Rn, Y —
множество значений зависимой переменной.

Требуется выбрать параметрическую функцию
f : Ÿ × X → R из порождаемого множества F =
= {fr}, где Ÿ — пространство параметров, достав-
ляющую минимум некоторому заданному функ-
ционалу качества Q, зависящему от функционала
ошибки S на данной выборке D и сложности су-
перпозиции C(f).

Таким образом, для множества всех суперпози-
ций

F = {fr | fr : (ω,x) 7→ y ∈ Y, r ∈ N}

требуется найти такой индекс �r, при котором функ-
ция fr среди всех f ∈ F доставляет минимум функ-
ционалу качества Q при данной выборке D:

�r = argmin
r∈N

Q(fr | �ωr, D) ,

где �ωr — оптимальный вектор параметров функции
fr для каждой f ∈ F при данной выборке D:

�ωr = argmin
ω∈Ÿ

S(ω | fr, D) .

Сформулируем также постановку теоретиче-
ской задачи. Для этого сначала введем понятие
суперпозиции функций.

Если множество значений Yi функции fi содер-
жится в области определения Xi+1 функции fi+1,
т. е.

fi : Xi → Yi ⊂ Xi+1 , i = 1, 2, . . . , θ − 1 ,

то функция

fθ ◦ fθ−1 ◦ · · · ◦ f1 , θ ≥ 2 ,

определяемая равенством

(fθ◦fθ−1◦· · ·◦f1)(x) = fθ(fθ−1(· · · (f1(x)))) , x ∈ X1,

называется сложной функцией [13] или суперпозици-

ей функций f1, f2, . . . , fθ.
Таким образом, получаем

Определение 1. Суперпозиция функций — функция,

представленная как композиция нескольких функций.

Пусть G = {g1, . . . , gl} — множество данных по-
рождающих функций, а именно: для каждой gi ∈ G
заданы

– сама функция gi (например, sin, cos, ×);

– арность функции и порядок следования аргу-
ментов;

– домен (dom gi) и кодомен (cod gi) функции;

– область определения Dgi ⊂ dom gi и область
значений Egi ⊂ cod gi.

Требуется построить упомянутую функцию f как
суперпозицию порождающих функций из заданно-
го множества G.

Поясним различие между последними двумя
пунктами. Например, dom f показывает, значения
из какого множества принимает функция f (целые
числа, действительные числа, декартово произве-
дение целых чисел и {0, 1}, и т. п.). Область опреде-
ления же показывает, на каких значениях из dom f
функция f определена и имеет смысл. Так, для
функции f(x1, x2) = logx1 x2:

dom f = R × R , cod f = R ;

Df = {(x1, x2)|x1 ∈ (0; 1) ∪ (1;+∞), x2 ∈ (0;+∞)} ;
Ef = (−∞; +∞) .

Требуется также:

– построить алгоритм A, за конечное число ите-
раций порождающий любую конечную супер-
позицию данных примитивных функций;

– указать способ проверки изоморфности двух
суперпозиций.
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Заметим, что для примитивных функций не
требуются свойства их непорождаемости в наи-
более общей формулировке типа принципиальной
невозможности породить в ходе работы искомого
алгоритма суперпозицию, изоморфную некоторой
функции изG. Такое требование является слишком
ограничивающим. В частности, невозможно было
бы иметь в G одновременно, например, функции
id, exp и log, так как id ≡ log ◦ exp.

В дальнейшем будем также считать, что супер-
позиция, соответствующая единственной свобод-
ной переменной (f(x) = xi), эквивалентна функ-
ции вида idxi.

3 Алгоритм индуктивного
порождения допустимых
суперпозиций

Условимся считать, что каждой суперпозиции f
сопоставлено дерево•f , эквивалентное этой супер-
позиции и строящееся следующим образом:

– в вершинах Vi дерева •f находятся соответству-
ющие порождающие функции gs, s = s(i);

– число дочерних вершин у некоторой верши-
ны Vi равно арности соответствующей функ-
ции gs;

– порядок смежных некоторой вершине Vi вер-
шин соответствует порядку аргументов соответ-
ствующей функции gs(i);

– в листьях дерева •f находятся свободные пере-
менные xi либо числовые параметры ωi;

– порядок вершин Vi в смысле уровня вершин
определяет порядок вычисления примитивных
функций: дерево вычисляется снизу вверх,
т. е. сначала подставляются конкретные значе-
ния свободных переменных, затем вычисляют-
ся значения в вершинах, все дочерние вершины
которых — свободные переменные, и так далее
до тех пор, пока не останется единственная вер-
шина, бывшая корнем дерева. Она и содержит
результат соответствующего выражения.

Таким образом, вычисление значения выра-
жения f в некоторой точке с данным вектором
параметров ω = {ω1, ω2, . . . , ωη} эквивалентно под-
становке соответствующих значений свободных
переменных xi и параметров ωi в дерево •f , где
xi — компоненты вектора признакового описания
объекта x.

Заметим важное свойство таких деревьев: каж-
дое поддерево •i

f дерева •f , соответствующее вер-
шинеVi, также соответствует некоторой суперпози-

Рис. 1 Дерево выражения sin(ln x1) + x32/2

ции, являющейся составляющей исходной супер-
позиции f .

Для примера рассмотрим дерево, соответству-
ющее суперпозиции f = sin(ln x1) + x

3
2/2 (рис. 1).

Здесь точками обозначены аргументы функций.
Как видно, корнем дерева является вершина, соот-
ветствующая операции сложения, которая должна
быть выполнена в последнюю очередь. Операция
сложения имеет два различных поддерева, соответ-
ствующих двум аргументам этой операции. Заме-
тим также, что здесь не использованы операции ти-
па «разделить на два» или «возвести в куб». Вместо
этого используются операции деления и возведения
в степень в общем виде, а в данном конкретном де-
реве соответствующие аргументы зафиксированы
соответствующими константами.

Алгоритм порождения суперпозиций. Сначала опре-
делим понятие глубины суперпозиции:

Определение 2. Глубина суперпозиции f — макси-

мальная глубина дерева •f .

Теперь опишем итеративный алгоритм A∗, по-
рождающий суперпозиции, не содержащие пара-
метров. Описанный алгоритм породит любую су-
перпозицию конечной глубины за конечное число
шагов.

Пусть дано множество примитивных функций
G = {g1, . . . , gl} и множество свободных перемен-
ныхX = {x1, . . . , xn}. Для удобства будем исходить
из предположения, что множествоG состоит только
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из унарных и бинарных функций, и разделим его со-
ответствующим образом на два подмножества: G =
= Gb ∪Gu | Gb = {gb1 , . . . , gbk

},Gu = {gu1 , . . . , gul
},

гдеGb — множество всех бинарных функций, аGu —
множество всех унарных функций из G. Потребуем
также наличия id в Gb.

Алгоритм 1. Алгоритм A∗ итеративного порождения
суперпозиций.

1. Перед первым шагом зададим начальные зна-
чения множества F0 и вспомогательного ин-
дексного множества I, служащего для запоми-
нания, на какой итерации впервые встречена
каждая суперпозиция:

F0 = X ; I = {(x, 0) | x ∈ X} .

2. Для множества Fi построим вспомогательное
множество Ui, состоящее из суперпозиций, по-
лученных в результате применения функций
gu ∈ Gu к элементам Fi:

Ui = {gu ◦ f | gu ∈ Gu, f ∈ Fi} .

3. Аналогичным образом построим вспомогатель-
ное множество Bi для бинарных функций gb ∈
∈ Gb:

Bi = {gb ◦ (f, h) | gb ∈ Gb, f, h ∈ Fi} .

4. Обозначим Fi+1 = Fi ∪ Ui ∪Bi.

5. Для каждой суперпозиции f из Fi+1 добавим
пару (f, i+ 1) в множество If , если суперпози-
ция f еще там не присутствует.

6. Перейдем к следующей итерации, п. 2.

Тогда F = ∪∞
i=0Fi — множество всех возмож-

ных суперпозиций конечной длины, которые мож-
но построить из данного множества примитивных
функций.

Вспомогательное множество I позволяет запо-
минать, на какой итерации была впервые встречена
каждая суперпозиция. Это необходимо, так как
каждая суперпозиция, впервые порожденная на i-й
итерации, будет порождена также и на любой ите-
рации после i. Одной из возможностей избежать
необходимости в этом множестве является постро-
ениеFi+1 какFi+1 = Ui∪Bi (безFi), а множестваUi

и Bi строить следующим образом:

Ui =
{
gu ◦ f | gu ∈ Gu, f ∈ ∪i

j=0Fj

}
;

Bi =
{
gb ◦ (f, h) | gb ∈ Gb, f, h ∈ ∪i

j=0Fj

}
.

Алгоритм A∗ очевидным образом обобщается
на случай, когда множество G содержит функции
произвольной (но конечной) арности. Действи-
тельно, для такого обобщения достаточно строить

аналогичным образом вспомогательные множества
для этих функций, а именно: для множества функ-
цийGn арности n построить вспомогательное мно-
жество Hn

i вида

Hn
i = {g ◦ (f1, f2, . . . , fn) | g ∈ Gn, fj ∈ Fi} .

В этих обозначениях Ui ≡ H1i , а Bi ≡ H2i .
Тогда множествоFi+1 = Fi∪nmax

n=0 H
n
i , гдеnmax—

максимальное значение арности функций из G.

Теорема 1. Алгоритм A∗ действительно породит лю-

бую конечную суперпозицию за конечное число шагов.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Чтобы убедиться в этом,
найдем номер итерации, на которой будет порож-
дена некоторая произвольная конечная суперпо-
зиция f . Чтобы найти этот номер, пронумеруем
вершины графа •f по следующим правилам:

– если это вершина со свободной переменной, то
она имеет номер 0;

– если вершина V соответствует унарной функ-
ции, то она имеет номер i + 1, где i — номер
дочерней для этой функции вершины;

– если вершина V соответствует бинарной функ-
ции, то она имеет номер i+1, где i = max(l, r), а
l и r — номера соответственно первой и второй
дочерней вершины.

Нумеруя вершины графа •f таким образом,
можно получить номер вершины, соответствующей
корню графа. Это и будет номером итерации, на
которой получена суперпозиция f .

Иными словами, для любой суперпозиции мож-
но указать конкретный номер итерации, на которой
она будет получена, что и требовалось.

В предложенных ранее методах построения су-
перпозиций [10] необходимо было самостоятель-
но следить за тем, чтобы в ходе работы алгоритма
не возникало «зацикленных» суперпозиций типа
f(x, y) = g(f(x, y), x, y). Заметим, что в предло-
женном алгоритме A∗ такие суперпозиции не могут
возникнуть по построению.

Порождение моделей с параметрами. Алгоритм A∗,
описанный выше, не позволяет получать выраже-
ния, содержащие численные параметры ω супер-
позиции f(ω,x). Покажем, однако, на примере
конструирования множеств Ui и Bi, как исходный
алгоритм A∗ может быть расширен путем введения
параметров

Ui = gu ◦ (αf + β) ;
Bi = gb ◦ (αf + β, ψh+ φ) .

Будем обозначать этот расширенный алгоритм
как A. Здесь параметры α, β зависят только от
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комбинации gu, f (или gb, f, h для α, β, ψ, φ). Соот-
ветственно, для упрощения их индексы опущены.
Иными словами, предполагается, что каждая су-
перпозиция, полученная на предыдущих итераци-
ях, входит в порождаемую на следующей итерации,
будучи умноженной на некоторый коэффициент и
с константной поправкой.

Очевидно, при таком добавлении параметров
α, β, ψ, φ не происходит изменения мощности
получившегося множества суперпозиций, поэтому
алгоритм и выводы из него остаются корректными.
В частности, исходный алгоритм является частным
случаем данного при α ≡ ψ ≡ 1, β ≡ φ ≡ 0.

Переменные α, β, ψ, φ являются параметрами
модели. В практических приложениях можно опти-
мизировать значения этих параметров у получив-
шихся суперпозиций, например, алгоритмом Ле-
венберга–Марквардта [14, 15].

Заметим также, что такая модификация ал-
горитма позволяет получить единицу, например,
для построения суперпозиций типа 1/x: 1 =
= α id x+ β | α = 0, β = 1.

Отдельно подчеркнем, что параметры ω у раз-
ных суперпозиций различны. Однако, так как
каждый из параметров зависит только от соответ-
ствующей комбинации функций, к которым он
относится, конкретные значения параметров не
учитываются при поиске одинаковых суперпози-
ций. Иными словами, при тестировании суперпо-
зиций на равенство сравниваются лишь структуры
соответствующих им деревьев и значения в узлах,
соответствующих функциям и свободным перемен-
ным.

Заметим, что и этот алгоритм очевидным обра-
зом обобщается на случай множества G, содержа-
щего функции произвольной арности.

4 Число возможных
суперпозиций

Оценим число суперпозиций, получаемых после
каждой итерации алгоритма A. Очевидно, с учетом
вышеупомянутых оговорок касательно сравнения
параметризованных суперпозиций, это число рав-
но аналогичному числу для алгоритма A∗.

Итак, пусть дано n независимых переменных:
|X | = n, а мощность множества G распишем через
мощности его подмножеств функций соответству-
ющей арности: |G1| = l1, |G2| = l2, . . . , |Gp| = lp.
На нулевой итерации имеем P0 = n суперпозиций.

На первой итерации дополнительно порожда-
ется

P1 = l1n+ l2n
2 + · · ·+ lnnp =

p∑

i=1

liP
i
0 ,

и суммарное число суперпозиций после первой ите-
рации

�P1 = P1 + P0 =

p∑

i=1

liP
i
0 + P0 .

Как было замечено ранее, суперпозиции, по-
рожденные на k-й итерации, будут также порожде-
ны и на любой следующей после k итерации, по-
этому суммарное число суперпозиций после второй
итерации будет равно

�P2 =

p∑

i=1

li �P
i
1 .

И вообще, после k-й итерации будет порождено

�Pk =

p∑

i=1

li �P
i
k−1 .

Оценим порядок роста количества функций, по-
рожденных после k-й итерации.

Теорема 2. Пусть в множестве примитивных функ-

ций G содержится lp функций арности p > 1 и ни

одной функции арности p + k | k > 0 и имеется

n > 1 независимых переменных. Тогда справедлива

следующая оценка числа суперпозиций, порожденных

алгоритмом A после k-й итерации:

|Fk| = O
(
l
∑k−1

i=0 pi

p npk
)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оценим сначала порядок
роста для случая, когда есть лишь одна m-арная
функция и n свободных переменных.

После первой итерации алгоритма будет по-
рождено nm + n суперпозиций. После второй —
(nm + n)m + nm + n, что можно оценить как
(nm)m = nm2

. И вообще, после k-й итерации число

суперпозиций можно оценить как nmk

.
Видно, что для оценки скорости роста количе-

ства порожденных суперпозиций можно учитывать
только функции с наибольшей арностью.

Рассмотрим теперь случай, когда имеется не од-
на функция арности m, а lm таких функций. Тогда
на первой итерации порождается lmnm + n супер-
позиций, на второй:

lm(lmn
m + n)m + lmn

m + n ≈ lm+1m nm2

,

на третьей, с учетом этого приближения:

lm(l
m+1
m nm2

)m = lml
m(m+1)
m nm3

= lm
2+m+1

m nm3

.
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И вообще, скорость роста количества порожденных
суперпозиций можно оценить как:

|Fk| = O
(
l
∑k−1

i=0 mi

m nmk
)
.

Таким образом, получаем оценку в общем случае,
когда в множестве G содержится lp функций ар-
ности p и ни одной функции арности p+ k | k > 0:

|Fk| = O
(
l
∑k−1

i=0 pi

p npk
)
.

5 Множество допустимых
суперпозиций

Предложенный выше алгоритм позволяет полу-
чить действительно все возможные суперпозиции,
однако не все они будут пригодны в практических
приложениях: например, lnx имеет смысл только
при x > 0, а x/0 не имеет смысла вообще никогда.
Выражения типа x/sinx имеют смысл только при
x 6= πk.

Таким образом, необходимо введение понятия
множества допустимых суперпозиций, т. е. таких
суперпозиций, которые в условиях данной задачи
корректны.

Определение 3. Допустимая суперпозиция f — такая

суперпозиция, значение которой определено для любой

комбинации значений свободных переменных, область

значений X которых определяется конкретной зада-

чей, X ⊂ Rn, где n — число свободных переменных.

Одним из способов построения только допусти-
мых суперпозиций является модификация предло-
женного алгоритма таким образом, чтобы отслежи-
вать совместность областей определения и областей
значений соответствующих функций в ходе постро-
ения суперпозиций. Для свободных переменных
это, в свою очередь, означает необходимость зада-
ния областей значений X пользователем при реше-
нии конкретных задач.

Таким образом, можно сформулировать очевид-
ное достаточное условие недопустимости суперпо-
зиции:

Определение 4. Достаточное условие недопусти-
мости суперпозиции f : в соответствующем дереве
•f хотя бы одна вершина Vi имеет хотя бы одну
дочернюю вершину Vj такую, что область значе-
ний функции gs(j) шире, чем область определения
функции gs(i):

∃i, j : Vi ∈ •f , Vj ∈ •f ∧ ∃κ : κ ∈ Egs(j) ∧ κ /∈ Dgs(i) .

Говоря, что область значений функции f ши-
ре области определения функции g, имеем в виду,

что существует, по крайней мере, одно значение
функции f , не входящее в область определения
функции g.

Подчеркнем, что, хотя свободные переменные
могут принимать, например, все значения из R, вы-
бором множества X можно обеспечить возможность
использования их в качестве аргументов функций
с более узкой, чем R, но не менее узкой, чем X,
областью определения, если это не противоречит
данной выборке.

Для построения множества допустимых супер-
позиций достаточно построить множество всех воз-
можных суперпозиций при помощи алгоритма A,
а затем удалить из этого множества все суперпо-
зиции, не удовлетворяющие сформулированному
признаку.

6 Алгоритм итеративного
стохастического порождения
суперпозиций

Несмотря на то что построенный ранее ите-
ративный алгоритм A порождения суперпозиций
позволяет получить за конечное число шагов про-
извольную суперпозицию, для практических при-
менений он непригоден в связи с чрезмерной вы-
числительной сложностью, как и любой алгоритм,
реализующий полный перебор. Вместо него пред-
лагается использовать стохастические алгоритмы
и ряд эвристик, позволяющих на практике получать
за приемлемое время результаты, удовлетворяющие
заранее заданным условиям. В данном разделе опи-
сывается практически реализуемый вариант алго-
ритма A, который и был использован в вычисли-
тельном эксперименте. Опишем вспомогательный
алгоритм случайного порождения суперпозиции.

Алгоритм 2. Алгоритм случайного порождения су-
перпозиции RF .

Вход:

– набор пороговых значений 0 < ξ1 < ξ2 < ξ3 <
< 1;

– максимальная глубина порождаемой суперпо-
зиции Td.

Алгоритм работает следующим образом. Гене-
рируется случайное число ξ на интервале (0; 1) и
рассматриваются следующие случаи:

– ξ ≤ ξ1: результатом алгоритма является неко-
торая случайно выбранная свободная перемен-
ная;

– ξ1 < ξ ≤ ξ2: результатом алгоритма является
числовой параметр;
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– ξ2 < ξ ≤ ξ3: результатом алгоритма является не-
которая случайно выбранная унарная функция,
для определения аргумента которой данный ал-
горитм рекурсивно запускается еще раз;

– ξ3 < ξ: результатом алгоритма является неко-
торая случайно выбранная бинарная функция,
аргументы которой порождаются аналогичным
образом.

При этом порождение тривиальных суперпозиций
(свободных переменных и параметров) запрещено:
на самом первом шаге пороговые значения масшта-
бируются таким образом, чтобы всегда порождалась
унарная или бинарная функция. Аналогично при
превышении значения Td пороговые значения мас-
штабируются таким образом, чтобы был порожден
узел, соответствующий свободной переменной или
параметру, и алгоритм завершился.

Каждой порожденной суперпозиции f ставит-
ся в соответствие ее качество Qf , рассчитываемое
исходя из функционала ошибкиSf этой суперпози-
ции на выборкеD и ее сложности Cf — числа узлов
в соответствующем графе •f . Функционал Qf вы-
бирается эвристически с учетом следующих есте-
ственных соображений:

– из двух суперпозиций одинаковой слож-
ности Cf выбирается обеспечивающая бо-
лее оптимальное значение функционала ошиб-
ки Sf ;

– из двух суперпозиций, имеющих одно и то же
значение функционала ошибки Sf , выбирает-
ся суперпозиция, обладающая меньшей слож-
ностью Cf .

Алгоритм 3. Итеративный алгоритм стохастическо-
го порождения суперпозиций.

Вход:

– множество порождающих функций G, состо-
ящее только из унарных и бинарных функций;

– регрессионная выборка D;

– Nmax — максимальное число одновременно
рассматриваемых суперпозиций;

– Imax — максимальное число итераций алгорит-
ма;

– �Q — минимальное значение функционала Qf :

Qf =
1

1 + Sf

(
α+

1− α

1 + exp (Cf/β − τ)

)
, (1)

где α — некоторый коэффициент влияния
штрафа за сложность, 0≪ α < 1, β — коэффи-
циент строгости штрафа за сложность, β > 0, а
τ — коэффициент, характеризующий желаемую
сложность модели;

– γmut — доля суперпозиций, подверженных слу-
чайной замене узлов их деревьев;

– γcross — доля суперпозиций, для которых вы-
полняется случайный обмен поддеревьями;

– прочие параметры, используемые в (1) и алго-
ритме 2.

1. Инициализируется упорядоченный набор Xf

суперпозиций, а именно: порождается Nmax
суперпозиций алгоритмом 2.

2. Оптимизируются параметры ω суперпозиций
из Xf алгоритмом Левенберга–Марквардта.

3. Выполняются простейшие преобразования,
упрощающие суперпозицию: например, выра-
жения вида 0 · x заменяются на 0.

4. Вычисляется значение Qf для каждой еще не
оцененной суперпозиции f из Xf : для нее рас-
считывается значение функционала ошибки Sf

на выборке D и ставится в соответствие значе-
ниеQf . Для суперпозиций, при вычисленииQf

которых была хотя бы раз получена ошибка вы-
числений из-за несовпадения областей опреде-
лений и значений, принимаетсяQf = −∞.

5. Набор суперпозиций Xf сортируется согласно
значениям функционала Qf .

6. Суперпозиции с наименьшими значениямиQf

удаляются из массива Xf до тех пор, пока его
размер не станет равен Nmax.

7. Отбирается некоторая часть γmut суперпози-
ций с наименьшими значениями Qf из Xf .
У этой части происходит случайная замена од-
ной функции или свободной переменной на
другую: генерируются две случайные величи-
ны, одна из которых служит для выбора вер-
шины дерева •f , которую предстоит изменить,
а другая — для выбора нового элемента для
этой вершины. Замена такова, что сохраняет-
ся структура суперпозиции, т. е. в случае заме-
ны функции сохраняется арность, а свободная
переменная заменяется только на другую сво-
бодную переменную. Исходные суперпозиции
сохраняются в массиве Xf .

8. Повторяются шаги 4–5.

9. Производится случайный обмен поддеревьями
у γcross суперпозиций с наибольшими значе-
ниями Qf . Вершины, соответствующие этим
поддеревьям, выбираются случайным образом.
При этом исходные суперпозиции сохраняются
в Xf .

Таким образом, чем лучше результаты суперпо-
зиции и чем она проще, тем ближе значение
функционала Qf к 1.
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Рис. 2 Поверхности функции Qf для некоторых β (1 — β = 0,1; 2 — 1; 3 — β = 5) и фиксированного τ = 5

10. Повторяются шаги 2–5.

11. Проверяются условия останова: если либо чис-
ло итераций превышает Imax, либо в массиве
Xf находится суперпозиция со значением Qf ,
большим �Q, то алгоритм останавливается и ре-
зультатом считается суперпозиция с наиболь-
шим значением Qf , иначе осуществляется пе-
реход к шагу 2.

7 Вычислительный эксперимент
В вычислительном эксперименте восстанав-

ливается функциональная зависимость y =
= 2 cosh

√
(x21 + x

2
2)/2, соответствующая фигуре

вращения цепной линии. При этом значения
зависимой переменной y были искусственно за-
шумлены аддитивной добавкой из распределения
N (0, 0,1) и соответствующая ей переменная при-
сутствовала во множестве используемых свободных
переменных.

В качестве функционала ошибки S использу-
ется сумма квадратов регрессионных остатков для
данной суперпозиции f с вектором параметров ω

при регрессионной выборке D:

S(ω, f,D) =

N∑

i=1

(yi − f(ω,xi))
2 . (2)

Значение функционала ошибки S при подста-
новке исходной незашумленной функциональной
зависимости составляет ≈ 4,29, сложность исход-
ной суперпозиции — 14.

В данной работе используется функционал Qf

вида (1). Значения параметров α, β и τ выбира-
ются экспертно исходя из предположений о виде
искомой суперпозиции и моделируемом явлении.

Второй множитель в (1) выполняет роль штрафа
за слишком большую сложность суперпозиции, что
позволяет выбирать более простые модели, избе-
гая эффекта переобучения и экстремальных случаев
вроде порождения интерполяционных полиномов.
На рис. 2 приведены поверхностиQf для различных
значений β при фиксированном τ = 5.

Использованные параметры алгоритма 3:
Nmax = 200, Imax = 50, �Q = 0,95, τ = 20, α = 0,05,
β = 1, γmut = 1/3, γcross = 1/3. При отсутствии
улучшения результатов в течение нескольких ите-
раций подряд алгоритм 3 также завершался.

Результаты вычислительного эксперимента
приведены в табл. 1. Указан номер итерации i, на
которой суперпозиция была впервые получена, са-
ма суперпозиция, среднеквадратичная ошибка (2) и
сложность в смысле числа узлов в соответствующем
графе выражения. Числовые коэффициенты в при-
веденных формулах и значения функционала Sf

искусственно округлены до нескольких значащих
цифр.

Алгоритм запускался для двух разных наборов
элементарных функций. В обоих случаях эле-
ментарные функции включали в себя стандартные
арифметические операции и операцию возведения
в степень. Для удобства возведение в степень 1/2
(и близкие ей) заменено в таблице на операцию
извлечения корня.

В первом случае в наборе отсутствовала функ-
ция cosh. При этом по результатам 10 запусков
наилучшей суперпозицией, полученной предло-
женным алгоритмом, оказалась функция за номе-
ром 1 из табл. 1. Видно, что выражение в скобках
близко определению coshx = (ex + e−x)/2, однако
разные значения оснований степенных функций
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Таблица 1 Результаты вычислительного эксперимента для предложенного алгоритма

N i Суперпозиция Sf Cf Qf

1 13 1,0002
(
2,72

√
x·x+y·y/2 + 2,56

√
x·x+y·y/−1,93

)
≈ 4,10 29 ≈ 0,010

2 9 2,001 cosh

√
x · x+ y · y
1,999

≈ 4,25 14 ≈ 0,188

Таблица 2 Результаты вычислительного эксперимента для алгоритма [10]

i Суперпозиция Sf Cf Qf

29 2,66
√

x2+y2/2,23 − x2 + y2

3,03
+

x2 · x2 + y2 · y2
6,3

+ 0,93 ≈ 6,2 43 ≈ 0,007

Рис. 3 Первая порожденная суперпозиция (1) и зашумленные точки выборки (2) (a) и исходная зависимость (3) (б)

Рис. 4 Вторая порожденная суперпозиция (1) и зашумленные точки выборки (2) (a) и исходная зависимость (3) (б)
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могут затруднить экспертный анализ полученного
выражения, которое само по себе является доста-
точно громоздким.

Во втором случае набор элементарных функ-
ций также включал в себя функцию cosh, результа-
ту этого выражения соответствует суперпозиция за
номером 2. Включение cosh в G позволило суще-
ственно быстрее подобрать искомую функцию, и
сложность получившейся суперпозиции также су-
щественно меньше.

Кроме того, предложенный алгоритм сравни-
вался с алгоритмом [10], в котором суперпозиции
кодировались бинарной строкой и применялись
стандартные генетические алгоритмы на получав-
шихся строках; во множестве используемых функ-
ций также отсутствовала функция cosh.

Наилучшая суперпозиция, полученная алгорит-
мом [10] по результатам 10 запусков, приведена в
табл. 2. Полученная суперпозиция имеет суще-
ственно более высокую сложность, чем суперпози-
ции, перечисленные в табл. 1.

На рис. 3 отображены изометрические проекции
первой из приведенных в табл. 1 суперпозиций. На
рис. 3а данная суперпозиция сравнивается с точ-
ками синтезированной зашумленной выборки, на
рис. 3б она же приведена вместе с исходной неза-
шумленной зависимостью. Аналогичные проекции
приведены для второй суперпозиции на рис. 4.

8 Заключение
В работе исследованы индуктивные алгоритмы

порождения допустимых существенно нелинейных
суперпозиций. Предложен переборный алгоритм,
порождающий все возможные суперпозиции задан-
ной сложности за конечное число шагов. Сформу-
лированный алгоритм решает некоторые типичные
проблемы предложенных ранее методов. Описан
стохастический алгоритм индуктивного порожде-
ния существенно нелинейных суперпозиций и при-
ведены результаты вычислительного эксперимента
на синтетических данных. Описанный алгоритм
выбирает менее точные, но более простые модели,
что позволяет избежать переобучения и выполнить
простейший отбор признаков.
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СТАТИСТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЗАПРЕТОВ

ВЕРОЯТНОСТНЫХ МЕР НА ДИСКРЕТНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ∗

А. А. Грушо1, Н. А. Грушо2, Е. Е. Тимонина3

Аннотация: Предложен метод статистического определения запретов вероятностных мер на дискретных
пространствах. Показана состоятельность сделанных оценок. Построена схема применения полученных
оценок для проверки статистических гипотез в дискретных пространствах. Показано, что в некотором
смысле оценки запретов могут порождать состоятельные последовательности критериев (СПК).

Ключевые слова: состоятельные последовательности критериев; запреты вероятностных мер в дискретных
пространствах; состоятельность оценок

1 Введение

Конечные вероятностные пространства игра-
ют существенную роль при решении различных
проблем сетевой и компьютерной безопасности,
криптографии и др. Рассмотрим задачу проверки
последовательности простых гипотез H0,n против
сложных альтернатив H1,n в конечных простран-
ствах. Пусть X = {x1, . . . , xm} — конечное множе-
ство, Xn — декартово произведение множества X,
X∞ — множество бесконечных последователь-
ностей с элементами из X, A — минимальная
σ-алгебра, порожденная всеми цилиндрическими
множествами [1–3]. Если на X рассматривается
дискретная топология, то тихоновское произве-
дение X∞ является компактным топологическим
пространством со счетной базой [2, 4]. В этом
случае борелевская σ-алгебра B совпадает с σ-ал-
геброй A.

Пусть P0 — вероятностная мера на (X∞,A). Для
каждого n P0,n — проекция P0 на первые n коорди-
нат последовательностей из X∞.

Ранее было определено [5, 6] понятие запрета
конечной вероятностной меры. Под запретами по-
нимаются начальные участки последовательностей
из X∞, вероятности которых равны нулю. В стати-
стических задачах существуют критерии, критиче-
ские множества которых полностью определяются
через запреты. В работах [5, 6] доказаны необходи-
мые и достаточные условия существования СПК,
критические множества которых полностью опре-
деляются запретами.

Статистические критерии, определяемые с по-
мощью запретов, обладают тем свойством, что
при нулевой гипотезе P0,n(Sn) = 0, где Sn, n =
= 1, 2, . . . , — критические множества критериев.
В случае явного задания вероятностных мер P0,n
иногда удается довольно легко определить запреты
этих мер.

Если последовательность критериев определя-
ется с помощью запретов, то множество запре-
тов является бесконечным. Поэтому необходимо
определять алгоритмы, порождающие бесконечное
множество запретов. Это удается сделать для клас-
са мер, у которых все запреты порождаются мини-
мальными запретами. Неформально минимальные
запреты определяются следующим образом.

Пусть N — конечное множество векторов и
пусть все запреты меры P0 содержат хотя бы один
вектор из N . В этом случае можно говорить, что N
порождает множество запретов. Для этого класса
вероятностных мер множество N можно опреде-
лить статистически.

Предположим, что можно сколь угодно раз неза-
висимо реализовать векторы изXn с вероятностны-
ми мерамиP0,n для любых конечныхn. Тогда можно
построить состоятельную оценку множества N .

В разд. 2 построены оценки множества N и до-
казана их состоятельность. В разд. 3 рассмотрен
алгоритм применения метода запретов для провер-
ки гипотез H0,n против H1,n с учетом возможности
неточного определения множества N . В заключе-
нии обсуждаются полученные результаты.

∗Работа выполнена при поддержке РФФИ, гранты № 10-01-00480 и № 11-07-00112.
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2 Оценки множества
минимальных запретов

Пусть на (X∞,A) определена вероятностная ме-
ра P0. Очевидно, что для любого Bn ∈ Xn

P0,n(Bn) = P0 (Bn ×X∞) .

Пусть D0,n — носитель меры P0,n:

D0,n = {~xn ∈ X∞, P0,n (~xn) > 0} .

Обозначим –0,n = D0,n ×X∞. Последователь-
ность–0,n, n = 1, 2, . . ., невозрастающая и

–0 = lim
n→∞

–0,n =

∞⋂

n=1

–0,n .

Множество–0 является замкнутым и носителем
меры P0.

Рассматривается также множество вероятност-
ных мер {Pθ, θ ∈ —} на (X∞,A), для которых опре-
делены Pθ,n, Dθ,n,–θ,n –θ.

Если ωk ∈ Xk, то “ωk−1 получена из ωk отбрасы-
ванием последней координаты.

Определение 1. Запретом в мере P0,n называется
вектор ωk ∈ Xk, k ≤ n, такой, что

P0,n
(
ωk ×Xn−k

)
= 0 .

Если P0,k−1 (“ωk−1) > 0, то ωk называется наи-
меньшим запретом.

Если ωk является запретом в мере P0,n, то для
любых k ≤ s ≤ n и для любых векторов ωs, начина-
ющихся с ωk, имеем:

P0,s (ωs) = 0 .

Пусть ωs ∈ Xs и для любого n ≥ s и любого ωn ∈
∈ Xn, если ωs является частью ωn, то P0,n (ωn) = 0.
Если существует n такое, что ωn содержит “ωs или
содержит вектор, отличающийся от ωs только пер-
вой координатой, и P0,n (ωn) > 0, то вектор ωs

назовем минимальным запретом. Далее под N будем
понимать множество минимальных запретов.

Пусть все запреты меры P0 определяются мини-
мальными запретами, т. е. любой запрет содержит
хотя бы один элемент из множества N . Предполо-
жим, что множество N конечно. Тогда существу-
ет s0 такое, что длины всех минимальных запретов
не больше s0. Допустим, что известна оценка s0,
хотя не известно, какие элементы входят в мно-
жество N и мощность множества N . Построим
состоятельную оценку множества N в указанных
предположениях.

Пусть ω(1)n , ω
(2)
n , . . . , ω

(N)
n — выборка из распре-

деления P0,n объема N . Для простоты изложе-
ния считаем, что n — фиксированный параметр,
хотя дальнейшие оценки можно провести для слу-
чайного набора n1, . . . , nN . В полученной выбор-
ке считаем частоты ν

(i)
n , i = 1, 2, . . . ,m, встре-

чаемости i-го символа в конце каждого вектора
из ω

(1)
n , ω

(2)
n , . . . , ω

(N)
n . Выделяем символы из X,

частоты которых равны нулю. Выбранные сим-
волы являются потенциальными минимальными
запретами длины 1. Считаем частоты ν

(i,r)
n , i, r =

= 1, 2, . . . ,m, последних биграмм в векторах выбор-
ки ω

(1)
n , ω

(2)
n , . . . , ω

(N)
n . Биграммы, имеющие нуле-

вые частоты, — это кандидаты на минимальные
запреты длины 2. Аналогично строим частоты
ν
(i1,...,is)
n , i1, . . . , is = 1, 2, . . . ,m, s-цепочек. s-це-

почки, частоты которых равны нулю, являются кан-
дидатами на минимальные запреты длины s. Число
шагов в приведенном алгоритме не превосходит s0.

Построенное в результате указанного алгорит-
ма множество потенциальных запретов N1 может
отличаться от истинного множества N . Множе-
ство N1 является оценкой множества N . Возможны
следующие ошибки. s-цепочка, которая не явля-
ется минимальным запретом, случайно ни разу не
встретилась в просмотренной выборке и попадает в
множество N1. Тогда при замене N оценкой N1 по-
лучаются лишние минимальные запреты. Возмож-
но, что мера P0 такова, что истинный минималь-
ный запрет может встретиться в цепочках, длины
которых больше n. В этом случае частота встре-
чаемости соответствующей s-цепочки также равна
нулю и она входит в N1. Это следует из определения
минимального запрета (любая встреча минималь-
ного запрета обращает вероятность содержащей ее
цепочки в 0). Таким образом, N1 содержит N .

Рассмотрим вероятность того, что s-цепочка
не встретилась в выборке случайно. Обозна-
чим вероятности появления всех s-цепочек в кон-
цах элементов выборки ω

(1)
n , ω

(2)
n , . . . , ω

(N)
n через

p
(s)
1 , p

(s)
2 , . . . , p

(s)
ms . Вероятность того, что i-я це-

почка имеет нулевую частоту встречаемости, рав-
на (1 − p

(s)
i )

N . Среднее число не встретившихся

цепочек равно
ms∑
i=1

(
1− p

(s)
i

)N

. Тогда математи-

ческое ожидание числа элементов N1 равняется
s0∑

s=1

ms∑
i=1

(
1− p

(s)
i

)N

.

Обозначим

ε = min
1≤i≤ms, 1≤s≤s0, p

(s)
i >0

p
(s)
i .

Тогда математическое ожидание мощности мно-
жества N1 равняется |N | + Eξ, где ξ — случайная
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величина, равная числу случайно не встретившихся
s-цепочек, s = 1, . . . , s0. Очевидно, что

Eξ =
s0∑

s=1; p
(s)
i >0

ms∑

i=1

(
1− p

(s)
i

)N

.

Для Eξ справедлива следующая оценка:

Eξ ≤ s0m
s0 (1− ε)N .

Eξ стремится к 0. Обозначим через λN вероят-
ность того, что |N1| > |N |. Используя неравенство
Маркова, получаем, что при N → ∞ λN → 0.

3 Состоятельные
последовательности критериев
с использованием
минимальных запретов

Перейдем к построению критериев, зависящих
от запретов. Ранее предполагалось, что существует
семейство распределений {Pθ, θ ∈ —}. Согласно [5]
необходимым и достаточным условием существова-
ния СПК, определяемой запретами, является усло-
вие: для всех θ ∈ —

Pθ(–0) = 0 .

Для того чтобы проверить это условие, достаточно
доказать, что для всех θ ∈ — существует минималь-
ный запрет из N такой, что вероятность в мере Pθ

появления этой цепочки из N стремится к 1.
Пусть условие существования СПК, определя-

емой запретами N1, выполняется. Тогда последова-
тельность критериев с критическими множествами,
содержащими все последовательности, оканчива-
ющиеся цепочками из N1, является состоятельной
последовательностью критериев для проверки ги-
потез H ′

0,n : P
′
0,n, n = 1, 2, . . ., против альтернатив

H1,n, где P ′
0,n, n = 1, 2, . . ., — некоторые меры с

запретами N1.
В работе [6] было доказано выполнение сле-

дующего соотношения между мощностями носи-
телей P0,n, n = 1, 2 . . . , и числами наименьших
запретов в этих мерах:

v1m
n−1 + · · ·+ vn−1m+ vn + |D0,n| = mn ,

где vi — число наименьших запретов длины i. Из
этого соотношения видно, что если увеличивать
число наименьших запретов (увеличивая число ми-
нимальных запретов), то, вообще говоря, уменьша-
ются размеры носителей D0,n. Это означает, что

вместо исходной меры P0 с множеством минималь-
ных запретов N для определения нулевых гипотез
можно рассматривать некоторую меру P ′

0. Для этой
меры P ′

0 носитель –′
0, вообще говоря, меньше, чем

носитель исходной меры P0, т. е.–′
0 ⊆ –0. Поэтому

проверка условия существования СПК, зависящей
от запретов, для множества N1 (т. е. для меры P ′

0) не
гарантирует выполнения этого условия для меры P0
с множеством запретов N .

Определим корректно меру P ′
0 и ее носитель–′

0.
Рассмотрим множество B0,n ⊆ D0,n, которое по-
лучается исключением из D0,n всех цепочек, со-
держащих запреты из N1\N . Определим замкнутое
множество–′

0,n = B0,n×X∞. Очевидно, что–′
0,n ⊇

⊇ –′
0,n+1. Тогда существует предел

–′
0 =

∞⋂

n=1

–′
0,n .

Очевидно, что–0\–′
0 — измеримое множество.

Обозначим P0(–0\–′
0) = µ. Тогда P ′

0 определяется
следующим образом:

P ′
0(A) =

1

1− µ
P0

(
A
⋂
–′
0

)
.

Для проекций P ′
0 множество минимальных за-

претов совпадает с N1. Пусть СПК, зависящая от
запретов, для проверки H ′

0,n против H1,n (выше
предполагалось, что такая последовательность су-
ществует) определяется критическими множества-
ми Sn, n = 1, 2, . . . Тогда

P0,n(Sn) = P0 (Sn ×X∞) =

= P0

(
(Sn ×X∞)

⋂
(–0\–′

0)
)
+

+ P0

(
(Sn ×X∞)

⋂(
–0
⋂
–′
0

))
.

Второе слагаемое в последней сумме равно нулю,
так как критическое множествоSn в мереP ′

0,n имеет
вероятность 0.

Используя определение µ, получаем оценку:

P0

(
(Sn ×X∞)

⋂
(–0\–′

0)
)
≤ µ .

Отсюда следует, что последовательность критериев
с критическими множествамиSn при проверкеH0,n
противH1,n имеет уровень значимости µ. При этом
для всех θ ∈ — Pθ,n(Sn)→ 1.

Вспомним, чтоµ является случайной величиной
в вероятностной схеме, связанной со статистиче-
ским определением минимальных запретов. Было
показано, что при N → ∞ с вероятностью, стремя-
щейся к 1 (в схеме оценки минимальных запретов),
N1 = N . В этом случае µ = 0 и P0 = P ′

0. Таким
образом, получается, что приN → ∞СПК, постро-
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енная для проверки H ′
0,n против H1,n, будет также

состоятельной для проверки H0,n против H1,n.

4 Заключение
Знание того факта, что число минимальных за-

претов конечно, достаточно для того, чтобы опре-
делить последовательность критериев, зависящую
от запретов, которая асимптотически (в определен-
ном смысле) будет состоятельной. Этот резуль-
тат позволяет строить алгоритмы статистического
выявления скрытых каналов, в которых вставки
осуществляются с помощью некоторых функцио-
нальных соотношений. Кроме того, в задачах кон-
троля последовательностей на предмет реализации
некоторых событий подобный подход может ис-
пользоваться при непараметрическом определении
нулевой гипотезы.
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ОПЕРАЦИИ НАД ПРЕДСТАВЛЕНИЯМИ

КУСОЧНО-КВАЗИАФФИННЫХ ФУНКЦИЙ В ВИДЕ ДЕРЕВЬЕВ∗

С. А. Гуда1

Аннотация: Введены понятия кусочно заданной квазиаффинной (ККА) функции и ККА-множества.
Определены представления ККА-множеств и ККА-функций в виде деревьев и понятие сложности пред-
ставления. Описаны алгоритмы выполнения операций над древовидными представлениями, в частности
объединение, пересечение, проверка ККА-множества на пустоту, сумма, вычисление образа/прообраза,
обращение, суперпозиция, сравнение ККА-функций. Даны оценки сложности получающихся в резуль-
тате объектов. Доказана теорема о виде и сложности лексикографического экстремума в ККА-множестве,
зависящем от параметров.

Ключевые слова: кусочно-квазиаффинная функция; выпуклый Z-многогранник; лексикографический
экстремум

1 Введение

При анализе программ на этапе компиляции,
например во время автоматического распаралле-
ливания, важную роль играют информационные
зависимости. Решетчатый граф информационных
зависимостей гнезда циклов (или граф алгоритма,
см. [1, 2]) связывает итерации, на которых проис-
ходят обращения к одной и той же ячейке памя-
ти. Для хранения решетчатого графа не подходят
такие традиционные методы, как матрица смеж-
ностей или список дуг. Это связано с тем, что
множество вершин графа совпадает с итерацион-
ным пространством программы. Затраты памяти
на хранение такого количества вершин или дуг для
реальных программ не приемлемы. Кроме того,
время просмотра такого графа будет сопоставимо
со временем исполнения программы, что также не-
допустимо. В [1, 3–5] было предложено описывать
решетчатый граф набором функций. Для каждой
дуги I → J графа найдется функция � из набора
такая, что I = �(J) или J = �(I). Функции, опи-
сывающие информационные зависимости в гнезде
циклов, являются кусочно заданными и на каждой
части области определения представляют собой су-
перпозицию некоторого числа аффинных функций
и операций целочисленного деления на константу.
Анализ ККА-функций позволяет применять опти-
мизирующие или распараллеливающие преобразо-
вания [2, 6, 7], размещать данные в параллельной
памяти [8], получать детальное описание потока
данных в программе [4, 9], оценивать количество
кеш-промахов [10], вычислять объем динамически

выделяемой памяти, генерировать код для много-
конвейерных архитектур [11], делать прогноз воз-
можности эффективного распараллеливания про-
граммы [12]. Важно, чтобы время данного анализа
не зависело от времени работы программы или ко-
личества итераций в гнезде циклов. Все алгоритмы
работают и для случая ККА-функций, зависящих
от параметров.

Существует два основных подхода к представле-
нию ККА-функций в компьютере: предложенные
П. Фотрье деревья вложенных друг в друга опе-
раторов if [3] и описание каждой части области
определения системой неравенств и возвращаемым
значением функции для данной части [1, 13, 14].
Так как оба представления математически связаны
с одним и тем же объектом, у них много общего.
Деревья позволяют сгенерировать более быстрый
программный код, тогда как системы неравенств
допускают обобщение на случай нелинейных зави-
симостей [14] (остальные недостатки деревьев лег-
ко преодолимы). В данной работе рассматривается
линейный класс программ [3], от первого представ-
ления ККА-функции легко перейти ко второму, к
тому же автор считает, что нелинейные выражения
следует анализировать сводя к линейным. По этим
причинам принято решение использовать деревья.

Для исследования ККА-функций используются
различные библиотеки, предназначенные для рабо-
ты с многогранниками. В Страсбургском универси-
тете создана библиотека PolyLib [15], выполняющая
операции с отдельными многогранниками, их объ-
единениями и решетками; в проекте автораспарал-
леливателя GCC Graphite [16] используется Parma

∗Работа выполнена при поддержке программы «Научные и научно-педагогические кадры инновационной России» на 2009–
2013 годы, госконтракты № 02.740.11.0208 от 7 июля 2009 г.; № 14.740.11.0006 от 1 сентября 2010 г.

1Южный федеральный университет, gudasergey@gmail.com
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Polyhedra Library [17]; недавно начала развиваться
библиотека Integer Set Library [18], позволяющая ра-
ботать с целочисленными отношениями. В данной
работе вводится обобщающее понятие ККА-мно-
жества, определяемого своей характеристической
ККА-функцией. Пользователи библиотек PolyLib
и PPL сталкиваются с множеством трудностей:
объединение или разность выпуклых многогранни-
ков не является выпуклым многогранником; если
в соотношениях, описывающих множество, встре-
чаются операции деления нацело или взятия остат-
ка, приходится рассматривать решетки или расши-
рять пространство, вводя новые переменные; при
вычислении образа многогранника при линейном
отображении (например, проекции) также возни-
кают соотношения с операциями деления нацело,
описывающие «дырявые» многогранники (содер-
жащие не все целые точки внутри своей выпуклой
оболочки).

В данной работе показано, что класс ККА-мно-
жеств является замкнутым: объединение, разность,
образ ККА-множества при ККА-отображении при-
надлежат тому же классу. Приведены несложные
алгоритмы построения ККА-множеств, получаю-
щихся в результате данных операций.

Тема ККА-функций не нова. Все исследо-
ватели, занимающиеся автоматическим анализом
программ, так или иначе с ними сталкиваются,
преобразуют их древовидные представления или
семейства соответствующих систем неравенств.
К сожалению, описание алгоритмов выполнения
операций зачастую остается «за кадром», быть мо-
жет, ввиду своей громоздкости и рутинности. Цель
статьи — представить известные операции в уни-
фицированной, удобной для программирования
форме.

Работа имеет следующую структуру. В разд. 2
определены основные понятия: ККА-множеств и
ККА-функций. Раздел 3 посвящен представлению
ККА-функций в виде деревьев, вводится понятие
сложности представления ККА-функций. В разд. 4
описаны алгоритмы выполнения основных опе-
раций над представлениями ККА-функций и
ККА-множеств. В частности, для древовидных
представлений ККА-множеств даны алгоритмы по-
строения пересечения, объединения, разности, до-
полнения и выведены оценки сложности получа-
ющихся в результате объектов. Описан алгоритм,
определяющий, является ли заданное ККА-мно-
жество пустым; алгоритм поиска лексикографиче-
ского максимума в ККА-множестве, зависящем от
параметров. Для представлений ККА-функций
построены необходимые для автоматического рас-
параллеливания и конвейеризации операции вы-
числения образа/прообраза ККА-множества, выве-
дена оценка сложности получающегося в результате
объекта, приведен алгоритм сравнения двух ККА-
функций. Заметим, что всюду в статье все мно-
жества подразумеваются состоящими из целочис-
ленных точек. Большинство вышеперечисленных
алгоритмов реализовано в Открытой распаралле-
ливающей системе и Диалоговом высокоуровне-
вом оптимизирующем распараллеливателе, разра-
батываемых на факультете математики, механики и
компьютерных наук Южного федерального универ-
ситета под руководством Б. Я. Штейнберга [19–23].

В качестве базисных можно взять следующие
четыре операции:

(1) суперпозицию ККА-функций,

(2) составление из нескольких координатных
ККА-функций одной,

Рис. 1 Зависимости между операциями
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(3) поиск лексикографического экстремума в
ККА-множестве как функции параметров,

(4) редукцию древовидного представления (уда-
ление недостижимых веток).

Остальные операции выражаются через базисные.
Схема зависимостей между операциями изображе-
на на рис. 1. Здесь M — ККА-множество; � —
ККА-функция; символом ≡ обозначено сравнение
ККА-функций и ККА-множеств для всех значений
параметров; B|� — ограничение функции на мно-
жество в области значений; k — набор параметров,
от которых зависят ККА-множества и ККА-функ-
ции; (�1,�2)— составленная из двух координатных
ККА-функция; «поточечные операции» — опера-
ции над значениями ККА-функций в точках (сло-
жение, вычитание, умножение и т. п.).

2 Основные понятия

Определение 2.1. Функцию � : Zm → Zn будем
называть аффинной, если она представима в виде
�(I) = AI + b с целочисленными матрицей A и
вектором b.

Правая обратная к аффинной функции �, во-
обще говоря, не принадлежит к классу аффинных
функций в смысле определения 2.1, так как может
содержать операции деления. Дадим индуктивное
определение класса квазиаффинных функций, сво-
бодного от данного недостатка.

Определение 2.2. Квазиаффинными функциями
являются:

1) аффинная функция;

2) функция вида

�(I) = I ÷ d , (1)

где I ∈ Zn, d ∈ Nn, «÷» — операция целочис-
ленного деления (0 ≤ a− (a÷ b)b < b);

3) сумма и суперпозиция квазиаффинных функ-
ций.

Теорема 2.1. Функция � : Zm → Zn является ква-

зиаффинной тогда и только тогда, когда ее можно

представить в виде

�(I) = AI + b+Bp(I) , (2)

где A и B — целочисленные матрицы размера n ×m
и n × k соответственно; k — некоторое число; b ∈
∈ Zn; p = p(I) = (p1, p2, . . . , pk)

τ — набор нелинейных

функций вида

p1 =
(
c(1) · I + e1

)
÷ ℓ1 ;

p2 =
(
c(2) · I + d21p1 + e2

)
÷ ℓ2 ;

p3 =
(
c(3) · I + d31p1 + d32p2 + e3

)
÷ ℓ3 ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
pk = (c

(k) · I + dk1p1 + · · ·
· · ·+ dk,k−1pk−1 + ek)÷ ℓk ,






(3)

c(i) ∈ Zm, ℓi ∈ N, di,j , ei ∈ Z, точка «·» означает

скалярное произведение.

Вектор-функция p есть суперпозиция сумм аф-
финных и функций вида (1), следовательно, явля-
ется квазиаффинной. Необходимость (2) доказыва-
ется по индукции, представлением суперпозиции и
суммы функций вида (2)–(3) в аналогичной форме.

Определение 2.3. Выпуклым многогранником в
Zn (выпуклым Z-многогранником) будем называть
множество целочисленных решений I системы нера-
венств

RI + t ≥ 0 (4)

с целочисленными матрицей R и вектором t.

Выпуклый Z-многогранник может быть неогра-
ниченным множеством, например: полупростран-
ство I1 ≤ 0 или все пространство Z

n.

Определение 2.4. Квазивыпуклым Z-многогранни-
ком K в m-мерном пространстве назовем прообраз
некоторого выпуклого Z-многогранника M ⊂ Zn

(nможет не совпадать сm) при некотором квазиаф-

финном отображении � : Zm → Zn

K = �−1(M) .

Теорема 2.2. Множество K ⊂ Zm является квази-

выпуклым Z-многогранником тогда и только тогда,

когда существует определяющая его система нера-

венств вида

I ∈ K ⇔ RI + t+Qp(I) ≥ 0 (5)

с целочисленными матрицами R, Q, вектором t.
Функции p = p(I) имеют вид (3).

Для доказательства достаточно подставить �(I)
в систему неравенств, определяющую выпуклый
Z-многогранник M = �(K).

Класс квазивыпуклых Z-многогранников гораз-
до шире, чем это может показаться на первый
взгляд. Можно доказать, что любое конечное
множество целых точек является квазивыпуклым
Z-многогранником. Однако, чтобы представить
некоторые множества в виде (3)–(5), потребуется
гораздо больший объем памяти компьютера, чем
при хранении многогранника в виде списка его то-
чек.

Каждый квазивыпуклый Z-многогранник явля-
ется проекцией выпуклого Z-многогранника в
(m + k)-мерном пространстве переменных (I, p).
Последний описывается системой неравенств (5) с
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добавочными неравенствами, определяющими па-
раметры p1, p2, . . . , pk:

0 ≤
(
c(i) · I + di1p1 + · · ·+ di,i−1pi−1 + ei

)
−ℓipi ≤

≤ ℓi − 1, i = 1, 2, . . . , k . (6)

Каждое i-е неравенство данной системы эквива-
лентно i-му равенству (3). Является ли проекция
квазивыпуклым Z-многогранником в общем слу-
чае? В библиотеке операций над многогранниками
PolyLib Z-многогранником называют пересечение
выпуклого многогранника и решетки. Аффинный
образ этих объектов не принадлежит тому же классу
множеств [24]. Это заставило авторов библиотеки
ISL [18] определить Z-многогранник как множе-
ство {x ∈ Zn | ∃z ∈ Zm Rx + Qz + t ≥ 0}. Автор
считает вероятным, что для квазивыпуклых Z-мно-
гогранников из определения 2.4 или эквивалентной
ему теоремы 2.2 справедливо утверждение: образ
выпуклого Z-многогранника, а также образ квази-
выпуклого Z-многогранника при аффинном отоб-
ражении �(I) = AI + b, � : Zm → Zn являются
квазивыпуклыми Z-многогранниками. Если до-
казать данную гипотезу, то окажется, что образы
выпуклых Z-многогранников при аффинных отоб-
ражениях и только они являются квазивыпуклы-
ми Z-многогранниками. Сложность доказатель-
ства можно ощутить, попытавшись представить в
виде (5) образы нескольких простых многогранни-
ков:

1) M = {(I1, I2) ∈ Z2 | I1,2 ≥ 0}, � : Z2 → Z1,
�(I1, I2) = 10I1 + 11I2;

2) M = {(I1, I2, I3) ∈ Z3 | I1,2,3 ≥ 0, I1 ≥ 10I3,
I2 ≥ 11I3, 13I3 ≥ I1 + I2}, � : Z3 → Z2,
�(I1, I2, I3) = (I1, I2).

Автору удалось доказать квазивыпуклость следу-
ющих типов множеств: конечное множество, пе-
риодическое множество (т. е. с периодической по
всем переменным характеристической функцией),
разность квазивыпуклого и конечного множества,
разность квазивыпуклого и периодического мно-
жества. Задача поиска образа легко решается, если
расширить класс рассматриваемых множеств (см.
ниже).

Определение 2.5. Функцию� : Zm → Zn с областью
определения D(�) ⊂ Zm будем называть кусочно-
аффинной, если область D(�) представима в виде
объединения конечного числа непересекающихся
выпуклых Z-многогранников, на каждом из кото-
рых функция � аффинная.

Произвольная функция с конечной областью
определения D(�) является кусочно-аффинной в
смысле данного определения. Однако число частей

D(�) может оказаться очень большим, сравнимым
с количеством элементов в D(�).
Определение 2.6. Функцию� : Zm → Zn с областью
определения D(�) ⊂ Zm будем называть кусочно-

квазиаффинной, если область D(�) представима
в виде объединения конечного числа непересе-
кающихся квазивыпуклых Z-многогранников, на
каждом из которых функция � квазиаффинная.

Замечание. Пусть область определения кусочно-
квазиаффинной функции � : Zm → Zn состоит из
ν кусочков; p(1), p(2), . . . , p(ν) — наборы парамет-
ров (3), соответствующие каждой квазиаффинной
функции, заданной на своем кусочке. Тогда � мож-
но рассматривать как кусочно-аффинную функцию
аргумента (I, p(1), . . . , p(ν)) ∈ Zm+k1+···+kν .

В приложениях многогранники обычно зависят
от параметров. В связи с этим дадим еще два опре-
деления. Здесь и далее все параметры считаются
целочисленными.

Определение 2.7. Будем говорить, что выпук-
лый/квазивыпуклый Z-многогранник D(r) ⊂ Zn

линейно зависит от вектора параметров r ∈ Zs, ес-
лиD для каждого r = r0 является сечением некото-
рого фиксированного выпуклого/квазивыпуклого
Z-многогранника в расширенном пространстве
Zn+s переменных (I, r) гиперплоскостью r = r0.

Теорема 2.3. Выпуклый Z-многогранникD линейно за-

висит от вектора параметров r ∈ Zs тогда и только

тогда, когда он описывается системой неравенств,

в которой от параметров зависят только свободные

члены, причем зависят линейно:

I ∈ D ⇔ AI + t+Br ≥ 0 ,

где A и B — постоянные матрицы; t — постоянный

вектор.

Теорема 2.4. Квазивыпуклый Z-многогранник D ли-

нейно зависит от вектора параметров r ∈ Zs тогда

и только тогда, когда он описывается системой не-

равенств

I ∈ D ⇔ AI + t+Br +Qp ≥ 0 ,

гдеA,B иQ— постоянные матрицы, t— постоянный

вектор, p – нелинейные функции вектора перемен-

ных I и вектора параметров r следующего вида:

p1 =
(
c(1) · I + g(1) · r + e1

)
÷ ℓ1;

p2 =
(
c(2) · I + g(2) · r + d21p1 + e2

)
÷ ℓ2,

p3 =
(
c(3) · I + g(3) · r + d31p1 + d32p2 + e3

)
÷

÷ ℓ3;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
pk =

(
c(k) · I + g(k) · r + dk1p1 + · · ·

· · ·+ dk,k−1pk−1 + ek)÷ ℓk,






(7)
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I, c(i) ∈ Zn, r, g(i) ∈ Zs, ℓi ∈ N, di,j , ei ∈ Z, s — число

параметров.

Определение 2.8. Будем говорить, что ККА-функ-
ция � линейно зависит от вектора параметров r,
если от r линейно зависят значения функции и
части области определения D(�).

Приведем теорему, которая следует из алгорит-
ма [3].

Теорема 2.5 (П. Фотрье). Пусть D — выпуклый

Z-многогранник, линейно зависящий от вектора па-

раметров r. Тогда функции �max(r) = lex.max
I∈D(r)

I и

�min(r) = lex.min
I∈D(r)

I являются кусочно-квазиаффин-

ными в смысле определения 2.6. Области определе-

ния D(�max) и D(�min) состоят из тех точек, для

которых многогранник D(r) не пуст и ограничен с

соответствующей стороны.

При работе с ККА-функциями часто возникают
структуры в виде объединений конечного числа не-
пересекающихся квазивыпуклых Z-многогранни-
ков. Например, к числу таких структур относятся
области определения ККА-функций.

Определение 2.9. Кусочно-квазиаффинным мно-
жеством будем называть объединение конечного
числа квазивыпуклых Z-многогранников.

Пример 2.1. Рассмотрим цикл

for (i = 0; i < N; i++)

{

x[i+a] = ...

x[2*i] = ...

... = ... x[i] ...

}

Пространство итераций цикла зависит от пара-
метра N . В одно из индексных выражений входит
другой параметр a. Предполагается, что a ≥ 0 и
N ≥ 1. Граф истинной информационной зависи-
мости [1, 2], соответствующий вхождениям масси-
ва x, состоит из дуг j → i, соединяющих итерации
цикла так, что на итерации i произошло чтение
из ячейки массива x[i], а на итерации j <= i —
последняя перед итерацией i запись в эту же ячей-
ку, т. е. j = lex.max

j′<=i,
j′+a=i или 2j′=i

j′. Область, в которой

ищется лексикографический максимум, является
ККА-множеством (объединением двух выпуклых
Z-многогранников), линейно зависящим от пара-
метров a и i. Ниже будет доказано обобщение
теоремы 2.5, согласно которому дуги такого графа
можно задать ККА-функцией j = �(i). В данном
случае

�(i) =






i− a , если i ≥ a , i%2 = 0 , i− a > i÷ 2,
0 ≤ i < N ;

i÷ 2 , если i ≥ a , i%2 = 0 , i− a ≤ i÷ 2,
0 ≤ i < N ;

i− a , если i ≥ a , i%2 6= 0 , 0 ≤ i < N ;

i÷ 2 , если i < a , i%2 = 0 , 0 ≤ i < N.

Символом «%» обозначена операция взятия остат-
ка от деления (0 ≤ k%m < m). Область опре-
деления функции �: D(�) = {i | 0 ≤ i < N ,
i ≥ a или i%2 = 0} представима в виде объеди-
нения четырех непересекающихся квазивыпуклых
Z-многогранников: D(�) = D1 ∪D2 ∪ D3 ∪D4, где

D1 = {i | i ≥ a , i%2 = 0 , i− a > i÷ 2 , 0 ≤ i < N};
D2 = {i | i ≥ a , i%2 = 0 , i− a ≤ i÷ 2 , 0 ≤ i < N};
D3 = {i | i ≥ a , i%2 6= 0 , 0 ≤ i < N} ;
D4 = {i | i < a , i%2 = 0 , 0 ≤ i < N} .

Выпишем неравенства (5) для Z-многогранни-
ков D1, D2, D3 и D4:

D1 :

i− a ≥ 0 ;
−i+ 2p ≥ 0 ;

i− a− p− 1 ≥ 0 ;
i ≥ 0 ;

−i+N − 1 ≥ 0 ;

D2 :

i− a ≥ 0 ;
−i+ 2p ≥ 0 ;

−i+ a+ p ≥ 0 ;
i ≥ 0 ;

−i+N − 1 ≥ 0 ;

D3 : i− a ≥ 0 ;
i− 2p− 1 ≥ 0 ; D4 : −i+ a− 1 ≥ 0 ;

−i+ 2p ≥ 0 ,

где p = i÷ 2.

3 Формы представления
кусочно-квазиаффинных
функций

На практике кусочно-квазиаффинные функции
удобно хранить в виде бинарных деревьев, которые
получаются на выходе параметризованного мето-
да Гомори (см. документацию к [5]). Такая фор-
ма представления ККА-функций позволяет быст-
ро вычислять значения и проводить операции над
функциями. По сути, это дерево бинарного поиска
нужного кусочка области определения ККА-функ-
ции.

Определение 3.1. Будем называть формой Фотрье [3]
представления ККА-функции � : Zm → Zn, квази-
линейно зависящей от вектора параметров r, би-
нарное дерево вложенных друг в друга операторов
if, удовлетворяющее условиям:

1. Каждый узел дерева, не являющийся листом,
состоит из
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Рис. 2 Схема программы из примера 2.1

– набора определений локальных парамет-
ров p вида (7) (возможно пустого);

– оператора ветвления
if (U) �true
else �false,
гдеU — условие неотрицательности аффин-
ной формы от аргумента функции, вектора
параметров r и набора локальных пара-
метров p данного и вышестоящих узлов до
корня; �true и �false — поддеревья по веткам
true и false.

2. Листья состоят из

– набора определений локальных парамет-
ров p вида (7) (возможно пустого);

– n-мерного вектора — значения функции, —
возвращаемого оператором return (аффин-
ная вектор-функция аргумента, парамет-
ров r и набора локальных параметров p
данного и вышестоящих узлов до корня)
или NULL, если на данной подобласти
функция не определена.

3. Областью определения такой функции будем
считать множество, на котором функция воз-
вращает значения, отличные от NULL (NULL и
возвращаемое значение 0 предполагаются раз-
личными).

В документации к [5] данному определению со-
ответствует грамматика для Quast_group (QUAST —
QUasi Affine Selection Tree).

Каждое такое дерево естественно представляет-
ся в виде программы на каком-либо языке програм-

мирования. Например, функции из примера 2.1
соответствует программа на языке Си:

ValueType æ(int i) {

if (i>=0) {

if (i<N) {

int p = i/2;

if ( i-a>=0 ) {

if ( -i+2*p>=0 ) {

if ( i-a-p>0 ) {return i-a;}

else {return p;}

}

else {return i-a;}

}

else {

if ( -i+2*p>=0 ) {return p;}

else {return NULL;}

}

}

else {return NULL;}

}

else {return NULL;}

}

Она описывается двоичным деревом, показанным
на рис. 2.

Лемма 3.1. Форма Фотрье корректно задает функ-

цию. Эта функция является кусочно-квазиаффинной

в смысле определения 2.6.

Одной ККА-функции может соответствовать
несколько различных представлений в виде деревь-
ев. Введем характеристики дерева.
Обозначения. Через NodeNum(�) и LeafNum(�)
будем обозначать число узлов «if» и число листь-
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ев дерева ККА-функции, которые не возвращают
NULL.

Определение 3.2. Сложностью S∞ представления
ККА-функции в виде дерева будем называть макси-
мальное количество вычислений неравенств в усло-
виях операторов if, необходимое для того, чтобы
посчитать значение функции в точке. Таким обра-
зом, сложность S∞ — это максимальная глубина
дерева.

Сложность приближенно показывает, насколь-
ко быстрым будет соответствующий дереву код на
каком-либо языке программирования. Наряду с
S∞ для ККА-функции � с ограниченной областью
определения можно рассматривать сложность

Sp =


 1

|D(�)|
∑

I∈D(�)

µ(I)p



1/p

,

где µ(I) — количество неравенств, проверяемых
при вычислении �(I), p ∈ R, p ≥ 1.

При выполнении операций с ККА-функциями
удобно пользоваться расширенным представлени-
ем, которое отличается от формы Фотрье лишь тем,
что в условиях операторов if разрешено использо-
вать «short-circuit» операции логического «и», «или»
и отрицания в произвольных комбинациях с нера-
венствами.

Определение 3.3. Будем называть такую форму
представления ККА-функции расширенной фор-
мой.

Например, у представления на рис. 2 можно два
верхних оператора if объединить в один:

if ((i>=0) && (i<N))

{ ... }

else return NULL.

Определение 3.4. Сложностью S∞ расширенного
представления ККА-функции также будем назы-
вать максимальное количество вычислений нера-
венств в условиях операторов if, необходимое для
того, чтобы посчитать значения функции в точке.
При этом предполагается, что логические операции
производят вычисление своих операндов слева на-
право и вычисляют минимальное число операндов,
необходимое для определения результата выраже-
ния (т. е. являются «short-circuit»).

Лемма 3.2. Для каждой расширенной формы суще-

ствует форма Фотрье, задающая ту же функцию с

такой же сложностью.

Лемма 3.3. Любую ККА-функцию можно предста-

вить в расширенной форме и, в соответствии с лем-

мой 3.2, в форме Фотрье.

Теорема 3.1. Класс функций, которые можно задать

при помощи расширенного представления, совпада-

ет с классом функций, задаваемых формой Фотрье и

равен классу ККА-функций.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы следует из лемм 3.1–
3.3.

Кусочно-квазиффинные множества удобно хра-
нить в виде древовидных структур, подобных пред-
ставлениям ККА-функций. Свяжем с произволь-
ным таким множеством M характеристическую
функцию PM , которая равна единице на M и не
определена (return NULL) во всех остальных точ-
ках. Функция PM — кусочно-квазиаффинная1.

Определение 3.5. Представлением ККА-множест-
ва M в виде дерева операторов if будем называть
представление соответствующей характеристиче-
ской ККА-функции PM .

Определение 3.6. Сложностью представления ККА-
множества M будем называть сложность представ-
ления ККА-функции PM .

Если M — квазивыпуклый Z-многогранник,
описываемый системой из m неравенств, то со-
ответствующее функции PM дерево линейно: оно
состоит из вложенных друг в друга операторов if
с возвращаемым значением NULL по ветке else.
Значит, сложность S∞ такого представления PM

равна m.

4 Операции
с кусочно-квазиаффинными
функциями

Все ККА-множества и ККА-функции в данном
разделе могут квазилинейно зависеть от внешних
параметров. Заметим, что ККА-функцию �r :
Zm → Zn, зависящую от набора r = (r1, r2, . . . , rs)
целочисленных параметров, можно рассматривать
как обычную ККА-функциюm+ s целых перемен-
ных (I, r) с областью определения D(�r) = {(I, r) ∈
∈ Zm+s | �r(I) 6= NULL}. Так же и ККА-множество
Mr, зависящее от набора параметров r, можно рас-
сматривать как обычное ККА-множество в расши-
ренном пространстве переменных-параметров. Для
многих операций смысловое отличие части пере-
менных r от I не имеет значения. Случаи, где на-
личие параметров играет существенную роль, будут
оговариваться отдельно.

1Приставку «квази» здесь опустить нельзя, так как кусочки области определения PM являются квазивыпуклыми Z-многогран-
никами.
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Чтобы посчитать функцию �r для некоторого
фиксированного набора параметров r = r0, нужно
положить в древовидном представлении �r r =
= r0. Область определения полученной функции
D(�r0) является сечением D(�r) ⊂ Zm+s гипер-
плоскостью r = r0. Чтобы определить, для каких
значений параметров r область определения �r не-
пуста, нужно вычислить проекцию D(�r) ⊂ Zm+s

на пространство параметров Zs (вычисление про-
екции сводится к вычислению образа и рассматри-
вается в п. 4.2.6). Точно так же вычисляется мно-
жество значений параметров, для которых непусто
произвольное ККА-множество.

4.1 Базисные операции

4.1.1 Суперпозиция кусочно-квазиаффинных

функций

Суперпозиция �1 ◦ �2 = �1(�2) строится сле-
дующим образом. Пусть функция �1 описывается
деревом T1, а функция �2 — T2. Каждый опера-
тор «return q2» дерева T2 заменим на конструкцию
T ′
1, которая получается из T1 заменой аргумента во

всех условиях и возвращаемых выражениях на q2.
Сложность суперпозиции подчиняется неравенству
S∞(�1 ◦�2) ≤ S∞(�1) + S∞(�2).

4.1.2 Составление из нескольких координатных

кусочно-квазиаффинных функций одной

Пусть�1, �2 — ККА-функции, действующие из
Zm в Zn1 и Zn2 с областями определения D(�1),
D(�2) соответственно. Составим из них функцию
� = (�1,�2) : Zm → Zn1+n2 с областью определе-
ния D(�) = D(�1) ∩ D(�2). Она является ККА,
так как на частях области определения — всевоз-
можных попарных пересечениях частей D(�1) и
D(�2) — функция � = (�1,�2) квазиаффинная.
Построим соответствующее ей дерево. Пусть T1
и T2 — древовидные представления функций �1 и
�2. Каждый оператор «return q1» дерева T1 заменим
на конструкцию T2, в которой вместо операторов
«return q2», возвращающих значение функции �2,
стоят операторы «return (q1, q2)», возвращающие
значение функции �. Сложность S∞ построенного
таким образом дерева не превышает суммы слож-
ностей S∞(�1) и S∞(�2).

4.1.3 Удаление недостижимых веток

В процессе выполнения операций над ККА-
функциями возникают древовидные представления
со значениями на листьях, которые никогда не воз-
вращаются функцией, потому что соответствующие
им части области определения не содержат целых

точек. Опишем преобразование, которое удаляет
все такие недостижимые ветви. Если ККА-функция
зависит от параметров линейным образом, то будем
считать эти параметры дополнительными аргумен-
тами. Таким образом, будут удалены ветви дерева,
являющиеся недостижимыми для всех значений па-
раметров.

Алгоритм. В цикле, пока в дереве � существует
поддерево φ, удовлетворяющее одному из следу-
ющих условий, выполняем:

1. Если поддерево φ не является листом и все его
листья возвращают NULL, заменим φ на лист
return NULL.

2. Пусть φ не является листом:

φ =
if (U) φtrue ,
else φfalse .

Рассмотрим путь от корня дерева � к поддере-
ву φ. Объединим в систему условия операторов
if вдоль пути. При этом если после очередной
вершины вдоль пути движение происходит по
ветке «true», то включаем условие «как есть»,
а если по ветке «false» — то включаем проти-
воположное условие. Данная система вместе с
неравенствами (6), определяющими локальные
параметры p, описывает некоторое ККА-мно-
жество. Обозначим его B.

Если условиеU или его отрицание¬U не имеют
целых решений внутри B, то в первом случае
заменяемφнаφfalse, а во втором — наφtrue. Про-
верку совместимости условия внутри B мож-
но осуществлять любым алгоритмом проверки
разрешимости в целых числах системы нера-
венств, например тем же методом отсечений
Гомори, который используется при поиске лек-
сикографического экстремума в многогранни-
ке; можно применить Омега-тест [13].

Удаление недостижимых веток и лишних условий,
выполненное в п. 2 алгоритма, приводит к эквива-
лентному дереву, все листья которого соответствуют
непустым в Zn частям области определения ККА-
функции F . Более того, благодаря п. 1 из дерева
удаляются ветви, у которых все листья возвращают
NULL. Таким образом, после применения данного
преобразования пустые ККА-множества и только
они сводятся к единственному узлу «return NULL».

Чтобы выполнить это преобразование в худ-
шем случае потребуется проверить разрешимость
в целых числах 2NodeNum(F′) систем не более чем
S∞(F

′) неравенств, где F ′ — форма Фотрье функ-
ции F .
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4.1.4 Лексикографические экстремумы множеств,

зависящих от параметров

Обозначение. S∞(lex.max D) — оценка сложности
дерева ККА-функции из теоремы 2.5 П. Фотрье [3].

Теорема 4.1 (обобщение теоремы Фотрье на квази-

выпуклые Z-многогранники). Пусть D – квазивы-

пуклый Z-многогранник, квазилинейно зависящий от

вектора параметров r = (r1, . . . , rs)
τ . Тогда функции

�max(r) = lex.max
I∈D(r)

I и �min(r) = lex.max
I∈D(r)

I являются

ККА в смысле определения 2.6. Существуют их древо-

видные представления со сложностью, не больше чем

S∞(lex.maxD̃) и S∞(lex.minD̃), где D̃ — соответ-

ствующий D выпуклый Z-многогранник в простран-

стве переменных (I, p) (см. (7)).

Задача сводится к поиску лексикографическо-
го экстремума в обычном выпуклом Z-многогран-
нике D̃ в расширенном пространстве переменных
(I, p) размерности n+ k и взятию первых n компо-
нент результата.

Лемма 4.1. Функция LM : Z2n → Zn, LM(I, J) =
= lex.max {I, J} является кусочно-аффинной, и

для нее существует представление со сложностью

S∞(LM) = 2n− 1.
Теорема 4.2 (обобщение теоремы Фотрье на ККА-

множества). Пусть M ⊂ Z
n – ККА-множество,

квазилинейно зависящее от вектора параметров r =
= (r1, . . . , rs)

τ . Тогда функции �max(r) = lex.max
I∈M(r)

I

и �min(r) = lex.max
I∈M(r)

I являются ККА в смысле опре-

деления 2.6. Сложность S∞ представления функции

�max(r) подчиняется неравенству:

S∞(�max) ≤

≤ (ν − 1)(2n− 1) +
ν∑

i=1

S∞(lex.max Di) , (8)

где Di — квазивыпуклые Z-многогранники, состав-

ляющие ККА-множество M , i = 1, 2, . . . , ν, ν =
= LeafNum(M), S∞(lex.max Di)— сложность пред-

ставления ККА-функции из теоремы 4.1. Для �min в

неравенстве (8) нужно lex.max поменять на lex.min.

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем для максимума. Со-
гласно теореме 4.1 вычислим лексикографические
максимумы внутри всех многогранниковDi. Полу-
чим ν ККА-функций f1, f2, . . . , fν вектора пара-
метров r. Искомая функция

�max(r) = lex.max{f1(r), f2(r), . . . , fν(r)}
является суперпозицией функций LM(I1, I2, . . .
. . . , Iν) = lex.max{I1, I2, . . . , Iν} и F (r) =
= (f1(r), f2(r), . . . , fν(r)). Первая является кусоч-
но-аффинной в силу леммы 4.1, вторая — поскольку

составлена из ККА-функций. Суперпозиция ККА-
функций тоже является ККА. Оценим сложность
S∞ ее представления. Сложность суперпозиции не
больше суммы сложностей ее компонент. Функцию
LM(I1, . . . , Iν) можно представить как суперпози-
цию (ν − 1) функций lex.max от двух аргументов,
поэтому S∞(LM(I1, I2, . . . , Iν)) ≤ (ν − 1)(2n − 1).
В итоге получим

S∞(�max) ≤ S∞(LM) + S∞(F ) ≤

≤ (ν − 1)(2n− 1) +
ν∑

i=1

S∞(lex.maxDi) .

4.2 Небазисные операции

4.2.1 Поточечные операции над

кусочно-квазиаффинными функциями

Поточечные операции над ККА-функциями,
например сложение �1 : Zm → Z

n и �2 : Zm → Z
n,

являются суперпозицией составной функции � =
= (�1,�2) и соответствующей операции: �1+�2 =
= Sum ◦ �, где функция Sum : Z2n → Zn действует
по правилу Sum(J1, J2) = J1 + J2. Сложность пред-
ставления результата не превосходит суммы слож-
ностей деревьев �1 и �2.

4.2.2 Объединение, пересечение, разность

и дополнение кусочно-квазиаффинных

множеств

Характеристические функции объединения, пе-
ресечения и дополнения ККА-множеств получают-
ся в результате поточечных операций над характе-
ристическими функциями аргументов: PM1∪M2 =
= PM1 ∨ PM2 , PM1∩M2 = PM1PM2 , PM = ¬PM .
Разность выражается через остальные операции.

Если множество зависит от параметров, то счи-
тается, что оно пустое для тех параметров, для ко-
торых не определено. В некоторых задачах это не
так, и тогда приходится еще применять операцию
пересечения со множеством допустимых значений
параметров.

4.2.3 Прообраз кусочно-квазиаффинного множества

при кусочно-квазиаффинном отображении

Характеристическая функция прообраза ККА-
множестваB ⊂ Zn при ККА отображении� : Zm →
→ Zn выражается через известные операции по
формуле P�−1(B) = PB ◦ �. Значит, S∞(�

−1(B)) ≤
≤ S∞(B) + S∞(�).
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4.2.4 Ограничение кусочно-квазиаффинной функции

на множество в области значений аргумента

и в области значений функции

Ограничение �|A ККА-функции � : Zm → Zn

на ККА-множество A ⊂ Zm вычисляется по фор-
муле �|A = E ◦ ā, где ā : Zm → Zn+1 — составная
функция ā = (�, PA); E : Zn+1 → Zn — оператор
проектирования на Z

n: E(J, k) = J , J ∈ Z
n, k ∈ Z.

Отсюда S∞(�|A) ≤ S∞(A) + S∞(�).

Определение 4.1. Ограничением функции� на мно-
жествоB в области значений будем называть функ-
цию �1, действующую так же, как и � с областью
определения D(�1) = {I ∈ D(�) | �(I) ∈ B}. Бу-
дем обозначать такое ограничение: B|�.

Ясно, что B|� = �|�−1(B) = E ◦ (�, PB ◦ �).
Заметим, что функцию (�, PB ◦ �) можно соста-
вить так, чтобы ее сложность не превышала сум-
мы S∞(B) + S∞(�). Следовательно, S∞(B|�) ≤
≤ S∞(B) + S∞(�).

4.2.5 Обращение кусочно-квазиаффинной функции

Произвольно взятая ККА-функция � : Zm →
→ Zn может оказаться неинъективной и, следова-
тельно, необратимой. Однако даже в этом случае
у нее существуют правые обратные функции �−1

такие, что для всех значений параметров и всех то-
чек J из области значений функции � (т. е. образа
области определения) выполняется равенство:

�(�−1(J)) = J .

У точки J из области значений � может быть
несколько прообразов, следовательно, и правых
обратных функций существует множество. Мно-
гие из них имеют очень большую сложность. Рас-
смотрим две правых обратных функции: лекси-
кографически минимальную и лексикографически
максимальную:

�−1
min(J) = lex.min

K∈D(�);
�(K)=J

K ; �−1
max(J) = lex.max

K∈D(�);
�(K)=J

K. (9)

Предполагается, что область определения функ-
ции � ограничена для всех значений параметров.
Таким образом, лексикографические экстремумы
существуют для всех J из образа �.

Теорема 4.3 Функции �−1
min и �−1

max являются ККА.

Сложность представления �−1
max подчиняется нера-

венству:

S∞(�
−1
max) ≤

≤ (ν − 1)(2m− 1) +
ν∑

i=1

S∞(lex.maxDi) , (10)

где Di – квазивыпуклые Z-многогранники, со-

ставляющие ККА-множество M = {K ∈ D(�) |
�(K) = J}, зависящее от вектора параметров J ,

i = 1, 2, . . . , ν, ν = LeafNum(M) = LeafNum(�),
S∞(lex.max Di) — сложность представления ККА-

функции из теоремы 4.1. Для �min в неравенстве (10)
нужно lex.max поменять на lex.min.

Данное утверждение непосредственно получа-
ется, если применить теорему 4.2 к формулам (9).

Если область D(�) не ограничена, то кусочно-
квазиаффинную правую обратную функцию мож-
но найти, сделав замену I = R(r) = (r1 − r2, r2 −
− r3, . . . , rn − rn+1) и перейдя к неотрицательным
переменным r (условия неотрицательности должны
быть записаны в древовидном представлении функ-
цииR). Тогда искомая правая обратная к�функция
получается в результате суперпозицииR◦(�◦R)−1,
где (� ◦ R)−1 — лексикографически минимальная
правая обратная к � ◦R.

4.2.6 Образ кусочно-квазиаффинного множества

при кусочно-квазиаффинном отображении

Определение 4.2. Образом �(B) множества B ⊂ Zm

при отображении � : Zm → Zn будем называть
множество всех целых точек �(I) ∈ Zn таких, что
I ∈ B.

Заметим, что образом отрезка [1; 5]Z при отобра-
жении�(x) = 2x является множество {2, 4, 6, 8, 10},
а не отрезок [2, 10]. Отображения, не действующие в
Zn, например, �(x) = x/2, x ∈ Z, здесь не рассмат-
риваются, хотя для многих остальных операций
такое обобщение возможно.

Сведем задачу к поиску прообраза множества B
при правом обратном отображении (�|B)−1 к огра-
ничению �|B . Тогда �(B) = ((�|B)−1)−1(B) и
S∞(�(B)) = S∞((�|B)−1). В качестве (�|B)−1 мож-
но взять любую ККА правую обратную функцию к
�|B, например лексикографически максимальную
(минимальную).

4.2.7 Проверка на пустоту и равенство

для всех значений параметров

Кусочно-квазиаффинное множество пусто при
всех значениях параметров тогда и только тогда, ко-
гда после преобразования удаления недостижимых
веток его представление превращается в единствен-
ный узел «return NULL». Доказательство следует из
свойств алгоритма преобразования.

Кусочно-квазиаффинные множества M1 и M2
равны при всех значениях параметров тогда и толь-
ко тогда, когда (M1 rM2) ∪ (M2 rM1) = ∅.

Кусочно-квазиаффинная функция � тожде-
ственно равна нулю на своей области определения
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для всех значений параметров тогда и только тогда,
когда ККА-множество {I ∈ Zm | �(I) 6= 0} пустое.

Кусочно-квазиаффинные функции�1 и�2 рав-
ны при всех значениях параметров тогда и толь-
ко тогда, когда совпадают их области определения
D(�1) = D(�2) и �1 − �2 ≡ 0.

4.2.8 Поиск параметров, при которых выполняется

проверка на пустоту и равенство

Для определения множества значений парамет-
ров, для которых ККА-множество непусто, нужно
вычислить его проекцию в расширенном простран-
стве переменных-параметров на подпространство
параметров (см. п. 4.2.6). В результате получит-
ся древовидное представление множества значений
параметров, для которых существует хотя бы одно
значение переменной, принадлежащее множеству.

Задача о поиске параметров, для которых со-
впадают два множества, сводится к предыдущей,
так как M1 = M2 ⇔ (M1 r M2) ∪ (M2 r M1) = ∅.
При этом считается, что множество пустое для тех
параметров, для которых оно не определено. Если
оба множества пусты, то они совпадают.

Для поиска параметров, при которых ККА-
функция � тождественно равна нулю на своей
области определения, нужно спроектировать ККА-
множество {I ∈ Z

m | �(I) 6= 0}на подпространство
параметров. При этом считается, что � = 0 для тех
значений параметров, для которых D(�) = ∅. Если
в контексте задачи это не так, то нужно пересечь
результат со множеством значений параметров, для
которых D(�) 6= ∅.

Задача о поиске параметров, для которых совпа-
дают две функции, сводится к предыдущей, так как
�1 = �2 ⇔ D(�1) = D(�2) и �1 − �2 = 0.

5 Заключение

Разработанная библиотека операций предостав-
ляет унифицированный интерфейс для исследова-
ния ККА-функций и ККА-множеств. В ОРС [20]
они применяются для уточнения зависимостей, при
генерации кода на общую и распределенную па-
мять, отображении гнезд циклов на многокон-
вейерную архитектуру, проверке применимости
преобразований циклов (перестановка, слияние,
разрезание). Идет работа над реализацией алгорит-
ма вычисления целых точек в произвольном ККА-
множестве, зависящем от параметров, с использо-
ванием порождающих функций Барвинка (см. [10]
и ссылки там). Это позволит на этапе компиляции
определять число различных ячеек памяти, к ко-
торым происходит обращение в данном операторе

программы; количество итераций в цикле; число
кеш-промахов; количество процессорных элемен-
тов, необходимых для запуска цикла на ПЛИС;
объем динамически выделяемой памяти и т. п.

В заключение автор приносит искреннюю бла-
годарность Аркадию Валентиновичу Климову за
ряд критических замечаний и помощь в работе над
статьей.
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МЕТОДОЛОГИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ СОЗДАНИЯ

ИНФОРМАЦИОННЫХ СИСТЕМ ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ

ИНДИКАТОРОВ ТЕМАТИЧЕСКИХ ВЗАИМОСВЯЗЕЙ

НАУКИ И ТЕХНОЛОГИЙ∗

В. А. Минин1, И. М. Зацман2, М. Г. Кружков3, Т. П. Норекян4

Аннотация: Анализируется зарубежный опыт вычисления индикаторов тематических взаимосвязей науки
и технологий. Цель анализа заключается в разработке принципов создания отечественных информаци-
онных систем для вычисления индикаторов взаимосвязей с учетом исторически сложившейся в нашей
стране структуры наследуемых научных и патентных информационных ресурсов. Этот вид информа-
ционных систем является новым для российской научно-технической сферы. Их создание необходимо
для мониторинга и оценивания программ научных исследований и принятия решений на всех этапах
программной деятельности. В статье предлагается методология определения индикаторов тематических
взаимосвязей в отечественной научно-технической сфере как основа создания информационных систем,
предназначенных для вычисления их значений.

Ключевые слова: взаимосвязи науки и технологий; классификация научных направлений; международная
патентная классификация; рубрицирование научных документов

1 Введение

1 ноября 2012 г. на заседании Правительства РФ
был рассмотрен проект «Государственной програм-
мы РФ «Развитие науки и технологий» на 2013–
2020 годы», включающей шесть подпрограмм. Для
подпрограммы номер 2 «Прикладные проблемно-
ориентированные исследования и развитие научно-
технического задела в области перспективных тех-
нологий» предлагается установить два следующих
индикатора5, характеризующих достижение цели
Государственной программы6 в части проблемно-
ориентированных исследований:

(1) коэффициент изобретательской активности
(число отечественных патентных заявок на
изобретения, поданных в России в расчете на
10 тыс. чел. населения);

(2) число патентных заявок на изобретения, по-
данных отечественными заявителями в России

из организаций — участников Государствен-
ной программы [1, с. 48].

Из названий этих двух индикаторов следует, что
в процессе оценивания научно-технического заде-
ла в области перспективных технологий в этой про-
грамме учитывается только изобретательская ак-
тивность. Второй, но не менее важный аспект, а
именно: цитируемость в описаниях изобретений
публикаций, являющихся непосредственными ре-
зультатами научных исследований и разработок, —
не нашел своего отражения в списке индикато-
ров этой программы. Здесь важно отметить, что
современные методологии, реализуемые в инфор-
мационных системах индикаторного оценивания
процессов трансформации знаний в новые техно-
логии, состоят из двух основных компонентов [2]:

(1) индикаторное оценивание тематических взаи-
мосвязей результатов исследований и разрабо-
ток с технологической модернизацией (что да-

∗Работа выполнена при поддержке РГНФ, грант № 12-02-12019в.
1Российский фонд фундаментальных исследований, minin@rfbr.ru
2Институт проблем информатики Российской академии наук, iz ipi@a170.ipi.ac.ru
3Институт проблем информатики Российской академии наук, magnit75@yandex.ru
4Институт проблем информатики Российской академии наук, izzittami@gmail.com
5Финансовые индикаторы программы, например удельный вес внебюджетных средств во внутренних затратах на исследования

и разработки, в статье не рассматриваются.
6Целью всей программы является «формирование конкурентоспособного и эффективно функционирующего сектора иссле-

дований и разработок и обеспечение его ведущей роли в процессах технологической модернизации российской экономики» [1,
с. 9].

70



Методологические основы создания информационных систем для вычисления индикаторов взаимосвязей

ет возможность получать экспертные оценки
инновационно-технологического потенциала
направлений научных исследований);

(2) индикаторное оценивание изобретательской
активности в процессе исследований и раз-
работок (как правило, оценивание ведется по
направлениям технологического развития).

Таким образом, в Государственной программе
РФ «Развитие науки и технологий» на 2013–2020 гг.
используется только второй компонент, но пол-
ностью отсутствует первый. Одна из причин за-
ключается в том, что в нашей стране отсутствуют
те информационные системы, которые могли бы
вычислять индикаторы взаимосвязей научных на-
правлений и технологий, сопоставляя накоплен-
ные научные и патентные информационные ресур-
сы [3, 4].

Возможно, по этой причине разработчики про-
граммы и ограничились традиционным индикатор-
ным оцениванием изобретательской активности в
процессе исследований и разработок в рамках этой
программы, хотя имеющийся зарубежный опыт,
описанию которого посвящен третий раздел статьи,
свидетельствует о ключевой роли количественных
индикаторов взаимосвязей для многоаспектного
оценивания научно-технического задела в области
перспективных технологий в интересах принятия
решений на всех этапах программной деятельности.

Для изменения сложившейся ситуации Россий-
ский гуманитарный научный фонд (РГНФ) начал
в 2012 г. финансирование инициативного проекта
по гранту № 12-02-12019в с целью создания экспе-
риментального образца информационной системы,
предназначенного для индикаторного оценивания
взаимосвязей результатов научных исследований
с развитием информационных технологий (ИТ).
Основной целью статьи является описание имею-
щего задела и полученных в 2012 г. результатов этого
проекта.

2 Проблемы
программно-целевого
планирования
в научно-технической сфере

В течение 2005–2011 гг. сформировалось новое
направление исследований «Методы и технологии

информационного мониторинга в научно-техниче-
ской сфере». Результаты, полученные специали-
стами ЦЭМИ РАН и ИПИ РАН, опубликованы
в подразд. 5.4 монографии «Мезоэкономика раз-
вития» [5], двух книгах [6, 7] и 19 статьях [2–4,
8–23], в том числе в трех зарубежных публикаци-
ях. В этих работах была сформулирована проблема
информационного мониторинга, анализа и оцени-
вания научной деятельности, в том числе программ
научных исследований1 (далее по тексту — пробле-
ма мониторинга), а также оценивания влияния их
результатов на социально значимые сферы деятель-
ности, в том числе на создание новых технологий.

В процессе постановки этой проблемы учитыва-
лись методические документы и нормативно-пра-
вовые акты, предписывающие переход к програм-
мно-целевым методам бюджетного планирования,
ориентированным на повышение результативности
использования бюджетных расходов. В частности,
постановление Правительства РФ от 22 мая 2004 г.
№ 249 «О мерах по повышению результативно-
сти бюджетных расходов» (далее — постановление
№ 249) предусматривает переход на среднесрочное
бюджетирование, ориентированное на результаты
(СБОР), во всех социально значимых сферах дея-
тельности, в том числе в научно-технической сфе-
ре. Основные принципы СБОР сформулированы в
Концепции реформирования бюджетного процесса
в РФ в 2004–2006 гг., одобренной постановлением
№ 249.

С точки зрения разработки информационных
систем мониторинга ключевым методическим до-
кументом служат рекомендации по подготовке До-
кладов о результатах и основных направлениях дея-
тельности субъектов бюджетного планирования на
2006–2008 гг. [24]. Согласно этим рекомендациям
используемые системы индикаторов и показателей
должны соответствовать следующим 9 требовани-
ям, которые были уточнены в процессе постановки
проблемы мониторинга следующим образом:

(1) адекватность: показатель (индикатор2) дол-
жен характеризовать прогресс в достижении
цели или решении задачи; используемые ком-
плексы показателей (индикаторов) должны
охватывать все существенные аспекты дости-

жения цели и/или решения задач ПД ;

(2) точность: погрешности измерения не долж-
ны приводить к искаженному представлению
о результатах, эффективности и результатив-
ности ПД;

1Далее наряду со словосочетанием «программа научных исследований» будет использоваться термин «программная деятель-
ность» (кратко — ПД). Отличие ПД от программ заключается в том, что кроме периода действия программы рассматривается стадия
формирования и стадия оценивания результатов программы после ее завершения.

2Термин «показатель» используется в этой статье как родовой по отношению к термину «индикатор». Более подробно вопрос о
соотношении этих терминов, включая их дефиниции, рассмотрен в работе [10].
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(3) объективность: не допускается использование
показателей, улучшение отчетных значений
которых возможно при ухудшении реально-
го положения дел; используемые показатели
должны в наименьшей степени создавать сти-
мулы к искажению результатов ПД;

(4) достоверность: способ сбора и обработки ис-
ходной информации должен допускать воз-
можность проверки точности как собранных,
так и обработанных данных в процессе неза-
висимого мониторинга и оценивания ПД;

(5) однозначность: определение показателя (инди-
катора) должно обеспечивать одинаковое пони-

мание существа измеряемой характеристики;

(6) экономичность: получение отчетных данных
должно производиться с минимально воз-
можными затратами, применяемые показате-
ли должны в максимальной степени основы-
ваться на уже существующих процессах сбора
информации о ПД;

(7) сопоставимость: выбор показателей следует
осуществлять исходя из необходимости не-
прерывного накопления данных и обеспече-
ния их сопоставимости за отдельные периоды
с показателями, используемыми для оценки
прогресса в решении сходных (смежных) за-
дач, а также с показателями, используемыми в
международной практике;

(8) своевременность и регулярность: отчетные дан-
ные о ПД должны поступать со строго опреде-
ленной периодичностью и с незначительным
временным лагом между моментом сбора ин-
формации и моментом использования резуль-
татов ее обработки;

(9) уникальность: показатели достижения цели
ПД не должны представлять собой объеди-
нение нескольких показателей, характеризу-
ющих решение отдельных относящихся к этой
цели задач ПД.

Перечисленные требования представляют со-
бой в совокупности методический фактор, который
приобретает особую актуальность для оценивания
ПД в тех случаях, когда на основе значений инди-
каторов планируется формировать и реализовывать
стратегию в сфере науки, в том числе распределять
бюджетные средства по фундаментальным и техно-
логически ориентированным научным направле-
ниям. С позиции разработчиков информационных
систем и технологий мониторинга, с помощью ко-
торых должны вычисляться значения индикаторов

ПД, отсутствуют необходимые теоретические осно-
вы их разработки, учитывающие все 9 требований,

начиная с требования адекватности.
Лакуны в современной системе знаний о мо-

ниторинге ПД анализировались в отечествен-
ных и зарубежных исследованиях неоднократ-
но [22, 23, 25, 26], а результаты этих исследований
обсуждались на семинарах.

Например, в материалах семинара по методиче-
ским вопросам оценивания федеральных научно-
исследовательских программ США, состоявшегося
4–5 декабря 2003 г., приведена сводная таблица из
24 нерешенных задач [25]. Решение некоторых из
них требует проведения фундаментальных и при-
кладных научных исследований.

В эту таблицу включены следующие две пробле-
мы, иллюстрирующие необходимость дальнейшего
развития теоретических основ мониторинга:

(1) отсутствуют модели и методы мониторинга,
анализа и оценивания научно-исследователь-
ских программ, обеспечивающие проверку
точности данных, используемых для оценки
результативности этих программ, т. е. не вы-
полняется требование достоверности;

(2) между экспертами Административно-бюджет-
ного управления и федеральных агентств
США нередко возникают конфликты из-
за различного понимания смысла индикато-
ров результатов, эффективности реализации
и результативности научно-исследовательских
программ (не выполняется требование одно-

значности).

Ряд актуальных задач мониторинга и оценива-
ния ПД был рассмотрен в процессе международ-
ной экспертизы итогов мониторинга и оценивания
рамочных программ ЕС [26]. Лакуны в системе
знаний о мониторинге ПД и, как следствие, неаде-

кватность комплексов индикаторов, используемых
для оценивания конкретных программ, стали пред-
метом анализа и в отечественных исследованиях.
Был проведен анализ комплекса индикаторов од-
ной из отечественных научных программ и пока-
зана неполнота используемого в этой программе
набора индикаторов результатов, эффективности
и результативности [23]. В процессе анализа рас-
сматривались три основные категории результатов
ПД [22, 24, 26]1:

(1) непосредственные результаты исследователь-
ских программ (outputs), например публика-
ции и доклады по итогам выполнения проек-

1См. также Акт Конгресса США о результатах и результативности государственного управления (Government Performance and
Results Act of 1993), принятый 5 января 1993 г.
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Методологические основы создания информационных систем для вычисления индикаторов взаимосвязей

тов программ (к непосредственным результа-
там относится только факт публикации или
выступления с докладом, но не их содержа-
ние);

(2) целевые ожидаемые и фактически полученные
конечные результаты (outcomes), которые мо-
гут быть заданы как для программы в целом,
так и для отдельных ее тематических направ-
лений исследований и проектов (к целевым
результатам относятся запланированные ито-
ги программ в целом, например увеличение
доли молодых ученых среди исследователей,
и/или содержательные итоги работ тематиче-
ских направлений и проектов программ, на-
пример выявление закономерностей распро-
странения некоторого вида организмов или
синтез нового вещества);

(3) социально-экономические, технологические
и иные изменения, связанные с итогами реа-
лизации проектов программ (impacts&
linkages), которые представляют собой эффект
от применения (влияния) непосредственных
или целевых результатов на развитие как самой
сферы науки, так и других социально значи-
мых сфер деятельности общества — развитие
сфер образования и здравоохранения, техно-
логического и экономического развития, мо-
дернизации правовой сферы и т. д. (далее по
тексту — результаты влияния).

Было показано, что анализируемый комплекс
индикаторов оценивания программы не содержит
индикаторов результатов влияния [23]. В резуль-
тате проведенного анализа были сформулированы
две новые задачи:

– разработка методов и моделей проектирования
новых индикаторов ПД с целью повышения
степени адекватности комплексов индикато-
ров, используемых для оценивания конкретных
программ;

– создание информационных систем для вы-
числения уже спроектированных индикаторов
взаимосвязей науки и технологий.

Что касается первой задачи, то методы проек-
тирования новых индикаторов были рассмотрены
в работах [27, 28]. Эти методы были разработаны
на основе семиотических моделей [29–34]. В дан-
ной статье предлагается подход к решению второй
задачи. При этом предполагается, что некоторые
индикаторы взаимосвязей науки и технологий уже
спроектированы и разработчики информационных
систем мониторинга могут использовать описания
этих индикаторов в процессе разработки техноло-
гий вычисления их значений. Это предположение

обосновано тем, что за рубежом исследования вза-
имосвязей науки и технологий ведутся уже не один
десяток лет (см. следующий раздел статьи) и ряд ин-
дикаторов спроектирован и опробован на практике.
Однако это не означает, что проектирование новых
индикаторов оценивания взаимосвязей перестало
быть актуальной задачей.

3 Взаимосвязи науки
и технологий

Один из наиболее сложных аспектов в иссле-
довании взаимосвязей науки и технологий состоит
в индикаторном оценивании процессов переноса
знаний, в том числе отраженных в научных публи-
кациях, из разных областей исследований в сферу
технологического развития. Причина пристального
внимания к индикаторному оцениванию процессов
переноса знаний заключается в том, что финанси-
рование научных исследований, ориентированных
на развитие научно-технического задела в области
перспективных технологий, связано, с одной сто-
роны, с большим риском. С другой стороны, есть
риск упустить новые прорывные решения и по-
терять конкурентоспособность [35]. Это касается
конкурентоспособности как отдельных предприя-
тий в конкретной технологической сфере, так и
государства в целом [36].

Поэтому и возникла потребность в решении за-
дачи оценивания взаимосвязей науки и техноло-
гий в процессе создания информационных систем
мониторинга как инструментов обеспечения стра-
тегического планирования и управления финанси-
рованием исследований, ориентированных на тех-
нологическое развитие. При решении этой задачи
один из самых сложных вопросов заключается в
том, как зафиксировать факт передачи и использо-
вания в технологической сфере результатов науч-
ных исследований [35].

В силу указанных причин и стали разрабаты-
ваться индикаторы оценивания взаимосвязей, а
также методы и алгоритмы определения их значе-
ний. Один из предложенных подходов заключается
в том, что процессы передачи знаний от науки к
технологиям отслеживаются с помощью научных
публикаций, цитируемых экспертами в отчетах о
патентном поиске и/или авторами изобретений в
их описаниях, что конечно не отражает весь спектр
взаимосвязей науки и технологий.

По мнению Тийссена с соавторами, основная
сложность в отслеживании всего спектра заключа-
ется в том, что явные процессы переноса знаний
являются многочисленными, а неявные — труд-
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но идентифицируемыми [37]. Тем не менее в
процессе исследования этой проблемы за послед-
ние 30 лет наблюдается явный прогресс, так как
был предложен ряд индикаторов, характеризующих
взаимосвязи науки и технологий на макроуровне
(определяется интегральная интенсивность цити-
рования результатов всех тех научных исследова-
ний, которые связаны с развитием технологий, см.
табл. 1) [38] и более детальные взаимосвязи отдель-
ных научных дисциплин и видов технологий [39].

В 1985 г. в процессе сопоставительного анализа
статей по биологии и библиографических ссылок на
статьи в массивах описаний изобретений по био-
технологиям были экспериментально зафиксиро-
ваны взаимосвязи между научными публикациями
и развитием биотехнологий. В процессе анали-
за различались патентные ссылки, т. е. ссылки на
ранее выданные патенты, и непатентные ссылки,
среди которых выделялись ссылки на статьи из жур-
налов, включенных в Указатель научного цитиро-
вания (Science Citation Index или SCI), и ссылки на
статьи из других журналов. Было обработано более
6500 патентных и непатентных ссылок, извлечен-
ных из описаний 399 патентов [39].

Позже, в конце прошлого века, было проведе-
но широкомасштабное исследование взаимосвязей
науки и технологий с использованием более одного
миллиона непатентных ссылок, извлеченных из де-
сятилетнего массива описаний изобретений США
и Европейского патентного ведомства (ЕПВ). Было
показано экспериментально, что 75% научных ста-

тей, цитируемых в этих массивах описаний изо-
бретений по широкому спектру технологий, были
подготовлены по результатам, полученным в не-

коммерческом секторе научной сферы. Это дало воз-
можность авторам исследования сделать вывод о
сильной зависимости технологического развития от
степени государственной поддержки науки в США
и европейских странах [40].

В конце прошлого века Мэнсфилд провел серию
экспериментальных исследований, взяв в качестве
исходных данных сведения об итогах работы ряда
американских компаний. Его работы содержат эм-
пирические данные о другом аспекте взаимосвязей
результатов научных исследований и технологиче-
ских инноваций. На основе анализа этих данных он
пришел к выводу, что 10% технологических новшеств

не были бы изобретены или же были бы созданы с
большой задержкой, если бы они были сделаны без
использования результатов соответствующих ака-
демических исследований [41–43].

Один из основных вызовов в современных ис-
следованиях взаимосвязей науки и технологий со-
стоит в том, чтобы разработать методологию ко-
личественного и качественного оценивания этих

взаимосвязей как для целых областей знаний, так
и для отдельных направлений исследований. Да-
же при наличии качественных экспертных оценок
вклада тех или иных научных направлений в техно-
логическое развитие все равно необходимо вычис-
лять количественные индикаторы взаимосвязей с
целью верификации качественных оценок.

Проведенный анализ зарубежного опыта пока-
зывает, что вычисление индикаторов взаимосвязей
науки и технологий требует автоматизированной
обработки больших объемов слабоструктуриро-
ванных полнотекстовых описаний изобретений и
сопоставления результатов обработки патентной
информации с названиями источников научных
публикаций (журналов или материалов конферен-
ций) и с названиями самих статей, хранящихся в
научных электронных библиотеках. Это сопоста-
вление дает возможность определить тематику того
научного направления, к которому относятся на-
учные публикации, цитируемые в описаниях изо-
бретений. В процессе обработки тысяч и миллио-
нов описаний изобретений используются сложные
алгоритмы парсинга, с помощью которых анализи-
руются патентные тексты, в которых выделяются
и структурируются библиографические ссылки на
научные публикации [38].

4 Информационные ресурсы
для определения взаимосвязей

Для сопоставления результатов обработки опи-
саний изобретений с научной информацией ис-
пользуются те патентные информационные ресур-
сы, в которых цитируются научные публикации.
После идентификации каждой научной публика-
ции в описании изобретения определяется источ-
ник публикации и ее тематика, что и дает воз-
можность устанавливать тематические взаимосвязи
между научными направлениями и технологиями.

Тематика каждого научного направления задает-
ся в виде одной или нескольких рубрик выбранной
системы классификации областей знаний. Тема-
тика каждой анализируемой технологии задается
в виде списка рубрик Международной патентной
классификации (МПК). Наиболее часто исполь-
зуются списки рубрик МПК из номенклату-
ры, разработанной Фраунгоферовским институтом
системотехники и инновационных исследований
(Fraunhofer Gesellschaft-Institute fur Systemtechnik
und Innovationsforschung — FhG-ISI). Примеры
списков рубрик МПК из номенклатуры FhG-ISI
приведены в табл. 1 для пяти видов технологий.
Последний столбец содержит данные интегральной
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Таблица 1 Коды МПК и интегральные интенсивности цитирования для
различных технологий

Название технологий Коды МПК
Интегральная
интенсивность
цитирования

Биотехнологии C07G; C12M, N, P, Q, R, S 138,43
Фармацевтические A61K 83,71
Полупроводниковые H01L 56,44
Оптические G02; G03B, C, D, F, G, H; H01S 21,89
Информационные G06; G11C; G10L 20,39

интенсивности цитирования результатов тех науч-
ных исследований, которые связаны с развитием
технологий, указанных в первом столбце. Инте-
гральная интенсивность цитирования определена в
табл. 1 как число цитируемых научных публикаций
на 100 описаний изобретений [38].

В номенклатуре FhG-ISI предметная область
ИТ, для которой планируется разработать экспе-
риментальный образец информационной системы,
предназначенной для индикаторного оценивания
тематических взаимосвязей, описывается следую-
щими тремя рубриками МПК (см. табл. 1):

G06 — «Вычисление; счет» (эта рубрика МПК
включает оптические вычислительные устройства,
обработку цифровых данных с помощью компью-
теров, аналоговые и гибридные компьютеры);

G11C — «Запоминающие устройства статиче-
ского типа»;

G10L — «Анализирование или синтезирование
речи; распознавание речи».

Таким образом, экспериментальный образец
информационной системы должен содержать па-
тентные информационные ресурсы по трем рубри-
кам МПК: G06, G11C и G10L. Используя эти ресур-
сы, система должна будет по запросам экспертов
определять индикаторы тематических взаимосвя-
зей для предметной области ИТ, т. е. для выбранно-
го экспертом научного направления (дисциплины)
будет вычисляться частота цитируемости публика-
ций этого направления в описаниях изобретений
по ИТ, имеющих коды рубрик G06, G11C и G10L.

Используемые за рубежом подходы к опреде-
лению количественных индикаторов тематических
взаимосвязей науки и технологий основаны, как
правило, на следующих исходных положениях.

Во-первых, эти индикаторы трактуются как час-
тотные оценки, пропорциональные числу публика-
ций по тем научным направлениям, которые ци-
тируются в описаниях изобретений, относящихся
к рассматриваемой технологии. Так как научные
публикации из одной области знаний или одного
научного направления могут цитироваться в опи-

саниях изобретений из разных рубрик МПК, то
в этом случае результат количественного оценива-
ния является векторной величиной, а для несколь-
ких областей знаний или научных направлений —
матрицей (табл. 2) [44, с. 420]. При получении
этих оценок учитывается тот факт, что цитирова-
ние научных справочников и классических научных
трудов в описаниях изобретений, скорее всего, бу-
дет указывать на хрестоматийные, а не на новые
научные результаты. Кроме того, достоверность
частотных оценок во многом будет зависеть от сте-
пени представительности используемых массивов
патентных и научных информационных ресурсов.

Во-вторых, рассматриваемые частотные оценки
отражают тематические взаимосвязи научных ре-
зультатов с технологиями, но не отражают обратных
связей (в частности, влияния результатов техноло-
гических разработок на инициирование фундамен-
тальных и прикладных исследований и получение
в итоге новых научных результатов).

В-третьих, если в отдельно взятом описании
изобретения нет ссылок на научные публикации,
то это не должно интерпретироваться как отсут-
ствие связей этого отдельно взятого изобретения с
научными результатами, так как не все случаи пе-
редачи знаний обязательно эксплицируются в виде
цитируемых научных публикаций [45].

Авторы «Третьего европейского отчета по науч-
но-технологическим индикаторам» отмечают осо-
бое положение такой области знаний, как матема-
тика [44, с. 421]. С одной стороны, в описаниях
изобретений к патентам (далее по тексту — в патен-
тах) редко встречаются ссылки на математические
публикации (см. табл. 2), с другой стороны, очевид-
но, что математические методы и модели являются
необходимыми во многих сферах технологий (про-
изводства).

Остановимся на этом примере процентных ин-
дикаторов, определенных с использованием науч-
ных и патентных информационных ресурсов, более
подробно. Набор индикаторов представляет со-
бой матрицу чисел, характеризующих взаимосвязи
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Таблица 2 Индикаторы взаимосвязей сфер технологий (производства) и областей знаний

Сферы технологий
(производства)

Науки
о Земле
и других
планетах

Сельско-
хозяйст-
венные
науки

Химия
Меди-

цинские
науки

Техни-
ческие
науки

Науки
о жизни

Физика
Матема-

тика

Междис-
ципли-
нарные

проблемы
Биотехнологии 0,1 4,4 2,0 21,3 0,2 52,8 0,1 0,0 19,1
Фармацевтические
и косметические средства

0,0 2,5 5,7 42,4 0,2 34,0 0,1 0,0 14,9

Технологии тонкого
органического синтеза

0,0 2,8 10,8 28,8 0,2 40,6 0,1 0,0 16,5

Сельское хозяйство
и химическое производство
пищевых продуктов

0,1 33,4 2,1 4,2 0,8 48,1 0,0 0,0 11,2

Контрольно-измерительные
технологии

0,4 1,5 6,3 29,0 6,6 32,4 10,3 0,0 13,3

Нефтехимическая
промышленность
и химическая
переработка сырья

0,2 8,1 10,6 32,0 1,1 33,3 1,1 0,0 13,6

Технологии производства
пищевых продуктов

0,0 15,6 3,9 15,6 3,9 41,7 0,6 0,0 18,7

Полупроводниковая
промышленность

0,5 0,5 13,1 1,9 23,8 0,3 58,7 0,0 1,1

Телекоммуникационные
технологии

0,6 1,9 1,0 2,5 77,0 0,7 15,7 0,2 0,3

Ядерная техника и технологии 1,6 0,0 8,1 17,7 37,1 4,8 24,2 0,0 6,5
Информационные технологии 1,2 1,0 1,2 6,8 71,1 5,4 11,4 0,2 1,7
Космическая техника 0,0 0,0 20,0 0,0 50,0 0,0 30,0 0,0 0,0
Оптическая промышленность 0,2 0,0 12,0 0,7 22,5 1,7 61,2 0,0 1,4
Медицинские технологии 0,0 1,1 2,8 51,7 4,0 23,4 6,8 0,0 9,9
Технологии обработки
поверхностей
и лакокрасочные технологии

1,7 0,6 32,8 1,7 16,9 2,8 39,0 0,0 4,5

Технологии химии
полимеров

0,2 4,3 42,6 13,3 3,1 26,0 1,0 0,0 9,3

Аудиовизуальные технологии 0,0 0,0 0,0 2,9 63,8 0,0 32,6 0,0 0,7
Металлургическая
промышленность
и производство материалов

3,4 0,0 29,9 3,4 34,0 2,7 19,7 0,0 6,8

Электротехническая
промышленность

0,0 0,4 23,3 3,6 25,7 0,4 42,2 0,0 4,4

Химическое машиностроение 2,9 2,9 42,7 9,7 18,4 9,7 4,9 0,0 8,7
Примечание 1. Междисциплинарные проблемы позиционируются как самостоятельная область знаний.

Примечание 2. Данные таблицы получены в результате обработки европейских патентных заявок, поданных в период времени
1992–1996 гг.

Примечание 3. Сумма значений процентных индикаторов по строкам может быть меньше 100%, так как в первой строке таблицы
перечислены не все области знаний.

сфер технологий (производства) и областей зна-
ний, определенную на основе информационных
ресурсов ЕПВ. Эта матрица получена в результате
выборки и редуцирования данных из упомянутого
европейского отчета [44].

В первой строке табл. 2 приведены области зна-
ний. В первой колонке перечислены 20 сфер тех-

нологий (производства). Каждый столбец табл. 2,
кроме первого, содержит вектор частотного распре-
деления научных публикаций одной из 9 перечис-
ленных областей знаний по 20 сферам технологий.
Для вычисления каждого значения индикатора счи-
талось число тех научных публикаций этой области
знаний, которые цитировались в патентах, относя-
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щихся к указанной в начале строки сфере техноло-
гий.

Например, строка «Биотехнологии» содержит
число 52,8. Это число говорит о том, что в обрабо-
танном массиве патентов ЕПВ по биотехнологиям
52,8% всех научных цитат являются ссылками на
научные публикации по наукам о жизни. Стро-
ка «Телекоммуникационные технологии» содержит
числа 0,6 и 0,2, которые говорят о том, что в па-
тентах этого вида технологий 0,6% всех цитат явля-
ются ссылками на научные публикации по наукам
о Земле и 0,2% — ссылками на математические
публикации.

Очевидно, что каждая из областей знаний мо-
жет быть структурирована более детально и для
нее может быть получена своя матрица индикато-
ров, определенных с использованием научных и
патентных информационных ресурсов. Пример бо-
лее детальной структуризации с индикаторами вза-
имосвязей теоретических и прикладных научных
дисциплин с ИТ, вычисленными с использование
патентов США и ЕПВ, был рассмотрен в работе [46].

Отметим, что данные диаграмм, приведенных в
этой работе, и табл. 2 иллюстрируют существенные
отличия в цитировании научных публикаций для
разных теоретических и прикладных дисциплин.
Существуют отличия и в региональном разрезе, на-
пример доля научных публикаций по компьютер-
ной науке, на которые есть ссылки в патентах США
по ИТ, равна 2,35%, что на 2,2% меньше, чем до-
ля научных публикаций по компьютерной науке,
на которые есть ссылки в европейских патентах по
ИТ [46].

Таким образом, ретроспективное сопоставление
научных и патентных информационных ресурсов
является основой для индикаторного оценивания
взаимосвязей результатов науки и развития техно-
логий. При этом вычисление значений индика-
торов не является итоговым этапом методологии
оценивания этих взаимосвязей. Заключительным
этапом методологии является экспертная оценка
вычисленных значений индикаторов. При этом
мнения экспертов далеко не всегда будут соответ-
ствовать вычисленным значениям индикаторов.

Естественно, возникает вопрос о том, что если
используемая методология индикаторного оцени-
вания взаимосвязей имеет объективную основу в
виде ретроспективных научных и патентных ин-
формационных ресурсов, то зачем нужен заверша-
ющий этап — экспертиза вычисленных значений
индикаторов. Причина кроется в том, что значе-
ния полученных индикаторов являются объектив-
ными, но только косвенными мерами взаимосвязей
науки и технологий. Поэтому для их верификации
и используются субъективные, но прямые методы

экспертизы, включающие содержательный анализ
сопоставляемых научных и патентных информа-
ционных ресурсов. Если косвенные объективные
оценки, вычисленные на основе накопленных ин-
формационных ресурсов, совпадают с субъектив-
ными и прямыми согласованными экспертными
оценками, то только в этом случае они могут слу-
жить надежной основой для выбора приоритетных
направлений ориентированных научных исследо-
ваний, являющихся ключевыми для создания пер-
спективных технологий.

Таким образом, сопоставление научных и
патентных информационных ресурсов является
ключевым этапом методологии индикаторного оце-
нивания процессов трансформации знаний в новые
технологии.

5 Предлагаемая методология
индикаторного оценивания

Как отмечалось ранее, современные методоло-
гии оценивания процессов трансформации знаний
в новые технологии состоят из двух основных ком-
понентов: (1) индикаторного оценивания взаимо-
связей результатов исследований и разработок с
технологической модернизацией и (2) индикатор-
ного оценивания изобретательской активности в
процессе исследований и разработок. В России до
настоящего времени используется только второй
компонент, но полностью отсутствует первый, так
как в нашей стране нет информационных систем
для индикаторного оценивания взаимосвязей.

Важно отметить, что отечественные патентные
информационные ресурсы не удовлетворяют тре-
бованиям зарубежных вариантов методологии оце-
нивания процессов трансформации знаний в новые
технологии (по полноте и структуре ресурсов), что
исключает возможность копирования зарубежных
вариантов [3, 4]. Поэтому актуальной является
задача разработки нового варианта методологии,
который учитывал бы исторически сложившуюся
структуру и наполнение отечественных патентных
информационных ресурсов.

Приведем описание предлагаемого варианта ме-
тодологии определения индикаторов тематических
взаимосвязей науки и технологий в интересах вы-
бора направлений ориентированных научных ис-
следований.

Предлагаемый вариант методологии включает
следующие 8 основных этапов.

1. Определение временн‚ого периода для вычис-
ления ретроспективного тренда количествен-
ных индикаторов, выбор отечественных систем
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классификации областей знаний1, составление
списков анализируемых технологических об-
ластей, формирование перечня индикаторов,
которые необходимы в интересах выбора на-
правлений ориентированных научных исследо-
ваний.

2. Формирование массивов патентных информа-
ционных ресурсов по анализируемым техноло-
гическим областям (с использованием списков
рубрик МПК из номенклатуры FhG-ISI) для
определенного временного отрезка вычисления
ретроспективного тренда количественных ин-
дикаторов.

3. Формирование базы данных научных публика-
ций, цитируемых в описаниях изобретений, в
виде их библиографических описаний (далее по
тексту — указатель цитирования), которая со-
здается на основе сформированных массивов
патентных информационных ресурсов по ана-
лизируемым технологическим областям. Для
каждой публикации указывается идентифика-
тор изобретения в виде номера патента и/или
заявки на выдачу патента и все индексы МПК
этого изобретения.

4. Автоматизированная структуризация библио-
графических описаний с одновременной нор-
мализацией и пополнением нормативных спис-
ков отечественных и иностранных журналов
(для статей), названий конференций (для на-
учных докладов и сообщений) и названий из-
дательств (для книг и трудов конференций с
учетом того, что труды ряда конференций пуб-
ликуются в периодических изданиях) с целью
обеспечения автоматизированного рубрициро-
вания.

5. Автоматизированное рубрицирование библио-
графических описаний цитируемых научных
публикаций с использованием названий жур-
налов, издательств, конференций и названий

статей, а также с использованием выбранной
системы классификации областей знаний.

6. Вычисление индикаторов тематических взаи-
мосвязей как частотных оценок, полученных в
процессе сопоставления рубрик МПК описаний
изобретений, в которых встретились ссылки на
научные публикации, и рубрик системы класси-

фикации областей знаний, к которым относятся
цитируемые научные публикации, а также визу-
ализация вычисленных значений индикаторов.

7. Получение экспертных оценок для вычислен-
ных значений индикаторов взаимосвязей на

основе аналитических исследований и содер-
жательного анализа сопоставляемых научных и
патентных информационных ресурсов.

8. Проверка согласованности экспертных оценок
и вычисленных значений индикаторов, фикса-
ция тех пар рубрик МПК и системы класси-
фикации областей знаний, в которых мнения
экспертов не согласованы между собой (и/или
не согласуются с вычисленными значениями
индикаторов), и для всех случаев несогласован-
ности — дополнение базы данных цитируемых
научных публикаций аннотациями и другими
дополнительными полями (с последующим пе-
реходом на этап 5).

Сопоставим предлагаемый вариант методоло-
гии с европейским вариантом [47]. Для перво-
го этапа отметим одно принципиальное отличие.
В предлагаемом варианте имеется возможность вы-
бора систем классификации областей знаний, ко-
торая отсутствует в европейском варианте. С точ-
ки зрения принятия решений по финансированию
направлений ориентированных исследований эта
возможность позволяет применять ту систему клас-
сификации областей знаний, которая используется
при принятии решений (например, ГРНТИ, клас-
сификатор направлений фундаментальных науч-
ных исследований РАН, классификаторы РФФИ,
РГНФ и т. д.).

В европейском варианте применяется толь-
ко одна система классификации областей знаний
(SCI-ISI Journal Classification System), по рубрикам
которой распределены журналы Указателя научно-
го цитирования SCI. Эта система классификации
используется в процессе рубрицирования цитиру-
емых научных публикаций, которые идентифици-
руются с помощью пяти полей: (1) фамилия первого
автора; (2) источник публикации; (3) год публика-
ции; (4) том; (5) номер первой страницы публика-
ции. Используя название источника публикации, с
помощью этой системы классификации определя-
ется тематическая рубрика публикации [47, с. 407].

На третьем этапе отметим второе принципиаль-
ное отличие. В предлагаемом варианте методологии
предусмотрено формирование указателя цитирова-
ния. При этом в указатель включаются и затем
используются все научные публикации, цитируемые
в описаниях отобранных изобретений (в европей-
ском варианте рассматриваются только так назы-
ваемые «front-page публикации», которые цитиру-
ются на первых страницах описаний отобранных
изобретений).

1Основным критерием для выбора системы классификации областей знаний является ее использование в процессе принятия
решений по финансированию направлений ориентированных научных исследований.
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На пятом этапе отметим еще одно важное от-
личие. В европейском варианте для определения
тематической рубрики публикации используется
только название источника публикации, а в пред-
лагаемом варианте используются и названия ис-
точников, и названия цитируемых научных публи-
каций. Ключевые слова из названий публикаций
используются для уточнения рубрики публикации
в тех случаях, когда одному источнику соответству-
ет несколько рубрик. С этой целью для каждой
рубрики системы классификации областей знаний,
которая используется при принятии решений, пла-
нируется формировать ее терминологический пор-
трет, используемый в процессе уточнения рубрики
публикации.

Еще одно принципиальное отличие касается
восьмого этапа методологии, где появляется воз-
можность существенно снизить область несогла-
сованных экспертных оценок для индикаторов за
счет использования аннотаций научных публика-
ций. Ключевые слова аннотаций планируется ис-
пользовать в тех случаях, когда одни названия ис-
точников и цитируемых научных публикаций дают
несогласованные экспертные оценки и/или эти
оценки не согласованы с полученными значени-
ями индикаторов.

6 Заключение

Предлагаемый вариант методологии позволит
вычислять значения количественных индикаторов
взаимосвязей науки и технологий как для целых
областей знаний, так и для отдельных направлений
исследований в целях идентификации технологи-
чески ориентированных научных направлений.

Впервые в нашей стране появляется возможность
в процессе идентификации ориентированных науч-
ных направлений использовать объективную основу,
а именно: накопленные научные и патентные ин-
формационные ресурсы.

Предлагаемый вариант методологии обладает
рядом следующих принципиальных отличий от за-
рубежных аналогов:

– выбор именно тех систем классификации обла-
стей знаний, которые используются в процессе
принятия решений;

– использование всех научных публикаций, ци-
тируемых в описаниях отобранных изобрете-
ний, для определения значений индикаторов
взаимосвязей науки и технологий (одновремен-
но планируется вычислять и варианты индика-
торов с использованием только «front-page пуб-
ликаций», что даст возможность сопоставить

полученные отечественные результаты с зару-
бежными);

– формирование и применение терминологи-
ческих портретов рубрик отобранных систем
классификации областей знаний;

– использование ключевых слов из названий пуб-
ликаций для уточнения рубрики публикации в
тех случаях, когда одному источнику публика-
ции приписано несколько рубрик систем клас-
сификации областей знаний;

– использование ключевых слов из аннотаций
публикаций в тех случаях, когда названия
источников и цитируемых научных публика-
ций дают несогласованные экспертные оценки
и/или эти оценки не согласованы с полученны-
ми значениями индикаторов.

В соответствии с предлагаемым вариантом ме-
тодологии разработаны: концепция и архитектура
информационной системы, предназначенной для
индикаторного оценивания взаимосвязей науки и
технологий; архитектуры функциональных подси-
стем, обеспечивающих реализацию методологии;
основные проектные решения для функциональ-
ных подсистем и видов обеспечения этой системы.

Разрабатываемая информационная система ин-
дикаторного оценивания взаимосвязей науки и тех-
нологий не имеет аналогов в российской научно-
технической сфере. Ее создание необходимо для
проведения мониторинга, многоаспектного оце-
нивания программ научных исследований и про-
гнозирования научно-технологического развития
страны.
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СТРАТЕГИИ ВЫРАВНИВАНИЯ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ТЕКСТОВ:

СЕМАНТИЧЕСКИЕ АСПЕКТЫ∗

Е. Б. Козеренко1

Аннотация: Данная статья посвящена проблемам проектирования и разработки лингвистически мотиви-
рованных механизмов выравнивания параллельных текстов и выявления грамматических (функциональ-
но-семантических) соответствий для формирования статистических портретов языковых употреблений,
которые в дальнейшем будут встроены в гибридные модели машинного перевода. Гибридными назы-
ваются такие модели, в которых для обработки естественного языка применяются как статистические
механизмы, так и механизмы, основанные на правилах. Представленный в данной работе подход
заключается в использовании исходной расширяемой грамматики, которая в процессе развития до-
полняется соответствиями, извлеченными из параллельных текстов. В качестве исходной грамматики
используется когнитивная трансферная грамматика (КТГ), основанная на трансфемах (двуязычных фра-
зовых структурах), в которой представлены когнитивные и функциональные характеристики фразовых
структур.

Ключевые слова: выравнивание; параллельные тексты; синтаксис; семантика; фразовые структуры;
гибридные модели; машинный перевод

1 Введение

В данной работе проблема выравнивания парал-
лельных текстов рассматривается в связи с задачей
создания лингвистически достоверных механизмов
для построения модулей обучения в системах ма-
шинного перевода и извлечения знаний из текстов.
Современный этап исследований в области обра-
ботки естественного языка характеризуется стре-
мительной «гибридизацией» подходов и моделей.
Включение статистических характеристик в систе-
мы, основанные на правилах, позволяет отразить
динамику и разнообразие языковых форм и зна-
чений, порождаемых в процессе речевой деятель-
ности.

Основная цель исследований, проводимых ав-
тором данной работы, — извлечение из парал-
лельных текстов на разных языках таких фразовых
структур, которые выражают одинаковые значения,
и включение их в систему правил расширяемой
грамматики для решения задач машинного перево-
да и извлечения знаний из многоязычных предмет-
но-ориентированных текстов. Расширяемая грам-
матика, которая при этом используется, содержит
когнитивные и функциональные характеристики
фразовых структур и базируется на формализме
КТГ [1]. Основным конструктивным элементом
КТГ являются трансфемы (двуязычные фразовые
структуры), которые задаются лексиконом нетер-
минальных символов. Этот лексикон динамиче-

ски пополняется новыми структурами в процессе
выравнивания параллельных текстов. Формализм
КТГ отражает парадигматические свойства рас-
сматриваемых языков, т. е. язык как систему, тогда
как выравниваемые параллельные тексты являют-
ся реализацией речи, т. е. языка как деятельности.
Ключевыми аспектами этой деятельности являют-
ся динамика и синтагматика. Основной единицей
анализа синтагматических свойств параллельных
текстов является предложение.

Выравнивание по предложениям и словам про-
водится с использованием статистических методов.
На первом этапе получаем параллельные корпуса,
выравненные по предложениям, на следующем эта-
пе производится пословное выравнивание. Далее
проводится выравнивание по фразам.

В статистической исследовательской парадиг-
ме термин фраза означает произвольный сег-
мент предложения, выделенный статистическим
инструментом и вовсе не являющийся нетерми-
нальным символом (синтаксической единицей) ка-
кой-либо формальной грамматики. В отличие от
такого подхода, в представленных исследованиях
фраза — это синтаксически значимая единица в
составе предложения, которая рассматривается в
парадигматическом и синтагматическом аспектах.
При этом сочетаются подходы КГТ и категори-
альной грамматики SUG (Semiotic Universal Gram-

mar) [2, 3].
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Основные проблемы выравнивания параллель-
ных текстов и, соответственно, обучения ста-
тистических процессоров естественного языка
обусловлены наличием значительных трансформа-
ций предложений исходного и целевого текстов,
поскольку каждый язык использует свои специфи-
ческие механизмы описания референтной ситуа-
ции. Переводческие трансформации исследуются
в теории и практике перевода, структурной и при-
кладной лингвистике. Усилия исследователей на-
правлены на выявление наиболее типичных (час-
тотных) и значимых трансформаций в изучаемых
параллельных текстах и развитии типологии транс-
формаций, представленных в исходном формализ-
ме КТГ. Таким образом, необходимо разработать
и применить такие стратегии и инструменты, ко-
торые обеспечивают наиболее адекватные средства
для описания и выявления сопоставимых языковых
структур.

Важным проектным решением, которое выте-
кает из опыта исследований и разработок, являет-
ся различие между задачами машинного перевода
методом трансфера, исполняемого на уровне
трансфем (синтаксических структур с функцио-
нально-семантической мотивацией) [1], и задачей
извлечения знаний из текстов на разных языках.
Для извлечения знаний создается метод многоязыч-
ной обработки, который основан на принципе ин-

терлингвы (языка-посредника). В рассматриваемых
проектах в роли интерлингвы используется язык
расширенных семантических сетей (РСС) [4]. Со-
ответственно, семантически-ориентированное вы-
равнивание параллельных текстов проводится в
двух режимах: (1) сопоставления на уровне транс-

фем и (2) сопоставления на уровне концептов и от-

ношений. Обе стратегии рассматриваются в разд. 2
и 3. В разд. 4 обсуждаются современные подхо-
ды к проблеме выравнивания и анализа параллель-
ных текстов. Функционально-семантические мето-
ды выравнивания с примерами и статистическими
данными приводятся в разд. 5. В заключительном
разделе представлены направления дальнейших ис-
следований.

2 Выравнивание на основе
трансфем

Трансфема — это единица когнитивного пере-
носа, устанавливающая функционально-семанти-
ческое соответствие между структурами исходного
языка Ls и структурами целевого языка LT . Для
выравнивания параллельных текстов трансфемы
задаются как правила переписывания, в которых

в левой части стоит нетерминальный символ, а в
правой — выравненные пары цепочек терминаль-
ных и нетерминальных символов, принадлежащих
исходному и целевому языкам (например, русскому
и английскому):

T → 〈ρ, α ∼〉 ,

где T — нетерминальный символ, ρ и α — це-
почки терминальных и нетерминальных символов,
принадлежащих русскому и английскому языкам,
∼ — символ соответствия между нетерминальны-
ми символами, входящими в ρ, и нетерминальными
символами, входящими вα. При выравнивании па-
раллельных текстов на основе когнитивной транс-
ферной грамматики процесс деривации начинается
с пары связанных исходных символовSρ иSα, далее
на каждом шаге связанные нетерминальные сим-
волы попарно переписываются с использованием
двух компонентов единого правила.

Для автоматического извлечения правил из па-
раллельных текстов на основе когнитивной транс-
ферной грамматики необходимо предварительно
выравнять тексты по предложениям и словам.
Извлекаемые правила опираются на пословные вы-
равнивания таким образом, что вначале иденти-
фицируются исходные фразовые пары с исполь-
зованием такого же критерия, как и большинство
статистических моделей перевода, основанных на
фразовом подходе [5], а именно: должно быть хо-
тя бы одно слово внутри фразы на одном языке,
выравненное с некоторым словом внутри фразы на
другом языке, но никакое слово внутри фразы на
одном языке не может быть выравнено ни с каким
словом за пределами парной ей фразы на другом
языке.

При выравнивании параллельных текстов ста-
вятся следующие цели:

– извлечь фразовые структуры, выражающие
одинаковые значения в разных языках — транс-

фемы;

– усилить и расширить исходную грамматику;

– разработать типологию соответствийM (от ан-
глийского слова match — пара, соответствие);

– исследовать контекстные характеристики
трансфем T и межъязыковых соответствийM .

Первоочередной задачей при выявлении пере-
водческих трансформаций в параллельных текстах
является выявление наиболее предпочтительных
для каждого языка (русского, английского, фран-
цузского) способов конфигурирования фраз (по-
следовательностей категориальных вершин). Эти
предпочтения задаются в виде частотных характе-
ристик для каждого типа соответствий, которые
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затем в виде гибридных правил включаются в рас-
ширяемую грамматику. Особое внимание уделяет-
ся ситуациям категориального сдвига (конверсиям)
при переводе фраз с одного языка на другой. Кате-
гория фразовой структуры определяется категорией
ее головной вершины. Таким образом, когда в про-
цессе трансфера происходит конверсия и категория
головной вершины изменяется, новое категориаль-
ное значение присваивается всей фразовой струк-
туре. Так, имя существительное, модифицирующее
другое существительное в английском языке, ста-
новится в целом ряде случаев прилагательным при
переводе на русский язык (например, stone wall —
каменная стена); неличная форма глагола, игра-
ющая роль глагольного модификатора, становится
личной глагольной формой в придаточном обстоя-
тельственном предложении и т. д.

В ходе исследований было выявлено 34 типа
основных трансформаций, наиболее статистически
значимыми являются глагольно-именные транс-
формации, пассивизация (при этом в русском,
английском и французском языках существует не-
сколько способов оформления пассива), топика-
лизация, падежный сдвиг (например, именитель-

ный — дательный и т. п.), преобразования личных
форм глагола в неличные и наоборот. Были
исследованы синонимичные способы выражения
одинаковых функционально-семантических значе-
ний — это явление в литературе часто обозначают
термином перифраза (paraphrasing) — как в пределах
одного языка, так и в языковых парах.

Динамика выравнивания реализуется в соот-

ветствиях M , которые фиксируются посредством
механизма категориальной грамматики SUG [2, 3].

В целом процесс выравнивания организуется в
два этапа: предварительный и семантически-ори-
ентированный. На этапе предварительного вы-
равнивания выполняются следующие процедуры с
использованием специального набора инструмен-
тальных систем: выравнивание по предложени-
ям — ABBYY aligner [6]; выравнивание по сло-
вам — Verbalizator (tokenizer), Berkeley aligner [7];
выравнивание поддеревьев — Cognitive Dwarf [8];
выравнивание по структурам и формирование кон-
кордансов: Sketch Engine [9].

Семантически-ориентированный этап вырав-
нивания параллельных текстов проводится в двух
режимах: (1) сопоставления на уровне трансфем,
при этом выявляются языковые структуры, выра-
жающие сходные функциональные значения в па-
раллельных текстах, и (2) сопоставления на уровне
концептов и отношений.

Режим выравнивания первого типа базируется
на понятиях трансфемы T (transfeme) и соответ-

ствия M (match).

Определение. Трансфема T — это единица пара-
дигматического плана, относящаяся к языку как
системе, соответствие M — единица синтагматиче-
ского плана, относящаяся к речи (дискурсу); таким
образом, трансфемы T реализуются в соответстви-
ях M .

Соответствие M может быть шире, чем транс-
фема T , и часто включает контекст.

Функционально-семантическое выравнивание
на основе трансфем включает:

– выявление фразовых структур, управляемых
головными вершинами;

– выравнивание головных вершин с учетом регу-
лярных соответствий и трансформаций.

Функционально-семантическое выравнивание
осуществляется на основе формализма КТГ [1]:

GCT =

= {TL1, TL2 , NL1, NL2 , PCA, PCT , SL1 , SL2 ,M,D} ,

где TL1 и TL2 — множества терминальных символов
языков L1 и L2; NL1 и Nl2 — множества нетерми-
нальных символов языков L1 и L2; PCA и PCT —
правила анализа и синтеза на основе когнитивного
трансфера; SL1 и SL2 — пара исходных символов
языков L1 и L2, с которых начинается процесс
анализа и выравнивания предложений; M — функ-
ция установления соответствия между языковыми
структурами L1 и L2; D — функция, приписыва-
ющая значения вероятности каждому правилу из
множеств PCA, PCT . Ядром формализма КТГ явля-
ется лексикон трансфем, который относится к мно-
жеству нетерминальных символов.

3 Выравнивание на основе
концептов и отношений

Выравнивание на основе концептов (сущ-
ностей) и отношений (связей) параллельных и
концептуально-сопоставимых текстов на различ-
ных языках направлено на выявление языковых
реализаций структур знаний и формирования мно-
гоязычных баз знаний, которые затем будут приме-
няться в интеллектуальных аналитических систе-
мах. Такой режим выравнивания будем называть
концептуально-ориентированным, инструментом
для него служит лингвистический процессор Se-
mantix. При этом выравнивание производится по
языковым объектам, выражающим сущности (кон-
цепты), действия (предикаты) и связи. Для вы-
равнивания по сущностям сопоставляются фразы
с именными головными вершинами, для выравни-
вания по действиям — глагольные вершины (при
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этом рассматриваются как личные, так и неличные
формы глаголов), для выравнивания по связям со-
поставляются генитивные предложные и беспред-
ложные фразы.

Механизмы концептуально-ориентированного
выравнивания основаны на аппарате РСС [4], обла-
дающих достаточной выразительной мощностью
для представления естественно-языковых структур
с высокой степенью вложенности и выполняющих
роль интерлингвы (языка-посредника). Базовым
структурным элементом РСС является именован-
ный N-местный предикат, называемый фрагмен-

том. В основе РСС лежит множество вершин
(V ), из которых состоят элементарные фрагменты:
V0(V1, V2, . . . , Vk/Vk+1), где V0, V1, V2, . . . , Vk, Vk+1,
V, k > 0. Данный фрагмент представляет k-арное
отношение. Фрагментам приписываются роли,
вершина V0 соответствует имени отношения, вер-
шины V1, V2, . . . , Vk соответствуют объектам, ко-
торые объединены в отношение, а вершина Vk+1,
отделенная косой чертой (/) от всей структуры в це-
лом, соответствует вершине связи. Vk+1 называется
C-вершиной, и все эти элементы образуют РСС [4]

Все множество языковых объектов задается в ви-
де предикатно-аргументных структур. Анализ пред-
ложения производится на основе унификацион-
ной грамматики. Слова и конструкции, играющие
роль предикатов, в предложении служат «опорны-
ми» элементами, и результат анализа предложения
образует один «расширенный» предикат, соответ-
ствующий главному предикату данного предложе-
ния. Модели управления и трансформационные
свойства задаются в словаре в рамках словарных
статей глаголов. В результате трансформаций про-
исходит сдвиг моделей управления.

Особое внимание в исследованиях уделяется но-
минализации и изменению предложного управле-
ния на беспредложное, например: стрелять по ут-

кам — стрелять уток.
Таким образом, концептуально-ориентирован-

ное выравнивание — это процесс извлечения зна-
ний в многоязычном режиме и наполнения базы
знаний для создания предметно-ориентированных
интеллектуальных экспертных систем.

4 Современные подходы
к выравниванию параллельных
текстов: статистические
и лингвистические аспекты

Статистические подходы к выравниванию па-
раллельных текстов имеют целью установление

наиболее вероятного выравнивания A для двух за-
данных параллельных текстов S и T :

argmax
A

P (A|S, T ) = argmax
A

P (A,S, T ) .

В статистическом машинном переводе делается
попытка построить модель вероятности перевода
P
(
rJ
1 |eI
1

)
, которая описывает соотношения между

некоторой цепочкой rJ
1 на исходном языке и це-

почкой eI
1 на целевом языке. В статистической мо-

дели выравнивания текстов P
(
rJ
1 , a

J
1 |eI
1

)
вводится

«скрытое» выравнивание aJ
1 , задающее отображе-

ние из исходной позиции j в целевую позицию aj.
Соответствие между моделью перевода и моделью
выравнивания задается следующим образом:

P
(
rJ
1 |eI
1

)
=
∑

aJ
1

P
(
rJ
1 , a

J
1 |eI
1

)
.

Выравнивание aJ
1 может содержать выравни-

вания aj = 0 с пустым словом e0 для тех слов
исходного языка, которые не нашли ни одного со-
ответствия среди слов целевого языка. В целом
статистическая модель зависит от множества не-
известных параметров θ, которые извлекаются из
обучающей выборки. Следующее выражение пред-
ставляет зависимость модели от набора параметров:

P
(
rJ
1 , a

J
1 |eI
1

)
= pθ

(
rJ
1 , a

J
1 |eI
1

)
.

Для выявления неизвестных параметров θ
задается обучающий корпус параллельных
текстов, содержащий S пар предложений
{(rs, es) : s = 1, . . . , S}. Для каждой пары (rs, es)
переменная выравнивания обозначается как a =
= aJ

1 . Неизвестные параметры устанавливаются
посредством максимизации сходства параллельных
текстов в корпусе:

�θ = argmax
θ

S∏

s=1

∑

a

pθ (rs, a|es) .

Как правило, максимизация для таких моделей
выполняется на основе алгоритма максимизации
ожидания [19] или ему подобных. Такой алгоритм
полезен для решения проблемы оценки парамет-
ров, но не является необходимым для статисти-
ческого подхода. Следовательно, несмотря на то
что существует большое число выравниваний для
данной пары предложений, всегда можно найти
наилучшее выравнивание

�aJ
1 = argmax

aJ
1

p�θ
(
rJ
1 , a

J
1 |eI
1

)
.

Выравнивание �aJ
1 также называется выравни-

ванием Витерби для пары предложений (rJ
1 , e

I
1).
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Оценка качества выравнивания Витерби по срав-
нению с некоторым эталонным выравниванием
осуществляется вручную. Параметры моделей
статистического выравнивания оптимизируются с
учетом критерия максимального сходства, который
далеко не всегда отражает качество выравнивания.

В этой связи чрезвычайную важность приобре-
тает проблема перифразирования, и ей уделяется
все больше внимания в работах ведущих иссле-
довательских групп в области компьютерной лин-
гвистики [11–21]. Модель перифразы, описанная
в работе [19], обучалась на основе корпуса Eu-
roparl. Авторы использовали десять параллельных
корпусов между английским и каждым из следу-
ющих языков: датским, голландским, финским,
французским, немецким, греческим, итальянским,
португальским, испанским и шведским, приблизи-
тельно с 30 млн слов для каждого из этих языков
и 315 млн английских слов. Автоматические по-
словные выравнивания были получены с помощью
Giza++ [20]. Английская часть каждого парал-
лельного корпуса анализировалась с применением
парсера Bikel [11]. Были разобраны в общей слож-
ности 1,6 млн уникальных предложений. Языковая
модель на основе триграмм была обучена на этих ан-
глийских предложениях с использованием инстру-
ментария языкового моделирования SRI [12]. Этот
инструментарий поддерживает создание и оценку
разнообразных типов языковых моделей на основе
статистики N-грамм, а также ряд сопутствующих
задач, таких как статистическая разметка (тегиро-
вание) и манипуляции списками N-лучших и ре-
шетками слов.

Извлечение перифраз из двуязычных параллель-
ных корпусов было описано в работах Bannard и
Callison-Burch [17], которые выводили перифразы
с использованием методов статистического машин-
ного перевода на основе фраз [14]. Затем путем вве-
дения комплексных синтаксических меток вместо
использования только нетерминальных символов
из деревьев разбора авторы смогли добиться суще-
ственного улучшения по сравнению с основным ме-
тодом. Синтаксические ограничения значительно
улучшают качество этого метода перифразы. В ра-
боте [18] представлен новый подход к перифразе на
основе двуязычного корпуса. Автор демонстрирует,
что более высокое качество может быть достигнуто,
если ввести такое ограничение: перифраза должна
иметь тот же синтаксический тип, что и исход-
ная фраза. В работе предложены ограничения на
перифразы на двух этапах: когда они выводятся
на основе разобранных параллельных корпусов и
когда они подставляются в разобранные тестовые
предложения. Автор ввел синтаксические огра-
ничения, пометив все фразы и перифразы (даже

не входящие в число составляющих) с помощью
слеш-категорий, используемых в категориальной
грамматике CCG (комбинаторной категориальной
грамматике). Однако автор не дает ни формального
определения некоторой синхронной грамматики,
ни предлагает систему декодирования, поскольку
его система представлений не содержит иерархи-
ческих правил (деревьев разбора). Правила син-
хронной грамматики для перевода извлекаются из
пар предложений, автоматически разобранных и
выравненных по словам. Методы извлечения варь-
ируются в зависимости от того, извлекают ли они
только минимальные правила для фраз, у которых
есть доминирующие узлы в дереве разбора, или
более сложные правила, включающие фразы, не
входящие в число составляющих [21].

Главной мотивацией для использования синтак-
сических перифраз наряду с их исходными фразо-
выми соответствиями является их потенциальная
возможность в более общем виде отразить лингви-
стические трансформации, сохраняющие значение.
Система, обладающая механизмом синтаксических
перифраз, должна быть способна обучаться хорошо
оформленным обобщенным фразовым структурам,
которые можно будет применять для анализа неви-
димых данных.

5 Типология наиболее частотных
языковых трансформаций
в параллельных текстах

Для создания типологии трансформаций были
рассмотрены следующие приемы синхронного пе-
ревода:

– полный перевод лексико-грамматических
форм (ЛГФ), когда имеет место полное соответ-
ствие между структурами исходного и целевого
языков по форме, функции и значению;

– нулевой перевод (ЛГФ используются по-раз-
ному);

– частичный перевод (совпадают несколько со-
держательных функций ЛГФ);

– функциональная замена (имеет место функци-
ональная идентичность ЛГФ);

– конверсия (замена одной грамматической ка-
тегории на другую).

Фокусная выборка трансформаций формирует-
ся на основе их частотности в параллельных текстах:

– номинализация (35% в англо-русской языковой
паре);
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– пассивизация (18%–24% в русско-английском
направлении перевода);

– адъективно-адвербиальные трансформации

(12%–14% в обоих направлениях англо-рус-
ской языковой пары);

– субъектно-объектные трансформации (28% в
обоих направлениях англо-русской языковой
пары).

Рассмотрим некоторые примеры:
Косвенный объект → Субъект
Серьезными разногласиями была отмечена встре-

ча сторон. — Serious disagreements arose during the

meeting of the sides.
Прямой объект → Субъект
Новую планету назвали в честь ее открывате-

ля. — The new planet was named after its discoverer.
Предложная фраза → Субъект
На встрече договорились. — The meeting reached

the conclusion.
Функционально-семантическая мотивация

фразовых структур представлена множеством не-
терминальных символов с их частотными характе-
ристиками, например:

(“Объектный инфинитив”, 400,0)
(“Объектный be-инфинитив”, 600,0)
(“Субъектный инфинитив с причастием про-

шедшим”, 580,0)
(“Субъектный инфинитив с прилагательным”,

490,0)
(“Субъект с причастием”, 570,0)
Будем использовать типизацию соответствий и

статистические портреты трансформаций. Так, рус-
ский язык примерно на 35% более номинативен,
чем английский:

In vacuum molecules have large space in which to move

(V );
В вакууме молекулы имеют большое пространство

для движения (N );
in which to move (V ) → для движения (N ).
Наиболее продуктивные типы глагольно-номи-

нативных трансформаций коррелируют со следую-
щими функциональными значениями:

– обстоятельство цели и следствия, выраженное
инфинитивом (58%);

– сложный предикат с инфинитивом
(be + infinitive) (51%).

Эта статистика учитывается в многовариант-
ных правилах когнитивного трансфера. Соответ-
ствия, или события, составляют множество хорошо
оформленных нетерминалов, а динамически вы-
являемые контекстные структуры представляются
в нотации категориальной грамматики (SUG) [2, 3].

Для разрешения неоднозначности языковых
объектов и структур используются векторные про-
странства. Основной прием выравнивания парал-
лельных тестов по трансфемам — установление со-
ответствий между головными вершинами фразовых
структур, в настоящее время осуществляется в по-
луавтоматическом режиме, автоматическое сопо-
ставление находится в стадии разработки: вырав-
нивание по головным элементам фраз и сравнение
фразовых структур.

Трансфемы T реализуются в соответствиях M .
Будем различать два типа соответствий: прямые со-
ответствия без трансформаций Md и соответствия,
в которых имеют место трансформации M t. Соот-
ветствия Md демонстрируют прямое соответствие
категориальных значений головных элементов со-
поставляемых структур (Ss and S0), например имя
существительное в исходном тексте будет соответ-
ствовать имени существительному в целевом тек-
сте, и фразовые структуры будут подобными: NP
(именная фраза) в исходном и целевом текстах.
M — это соответствия, содержащие трансформа-
ции, например имя существительное в исходном
тексте будет соответствовать глагольному элемен-
ту в целевом тексте, и фразовые структуры будут
различаться, например: NP → VP.

Стратегии выравнивания параллельных текстов
и установления соответствий, представленные в
данной работе, учитывают возможные трансфор-
мации M t

s→o, где M — это соответствие, t — транс-
формация, s— исходный (source) язык, o— целевой
(objective) язык; SCT

M

∑
M t

s→o образует простран-
ство соответствий когнитивного трансфера (SCT

M ).

Таким образом, основная цель формирования
пространства двуязычных соответствий — обеспе-
чение обучающей выборки для машинного обуче-
ния систем автоматического перевода, основанных
на символьно-статистических (гибридных) под-
ходах.

Рассмотрим примеры представления англо-рус-
ских выравниваний параллельных текстов.

The second step of the above described process is con-

ducted in the presence of a metal catalyst.

NP (Subj) PP VP (Passive) PP (English).

Вторую (Adj, F, Sg, Acc) стадию (N, F, Sg, Acc)

вышеописанного (N, F, Sg, Acc) способа (N, M, Sg, Gen)

проводят (V, Pl, 3-d Person, Pres) в (P) присутствии

(N, Neutr, Sg, Prep) металлического (Adj, M, Sg, Gen)

катализатора (N, M, Sg, Gen).

NP (Accusative) NP (Gen) VP (Person Undefined —
Plural) PP (Russian).
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Формальное представление трансформации вы-
глядит следующим образом:

NP (Subj) PP VP (Passive) PP→
→ NP (Accusative) NP (Gen) VP

(Person Unde¦ned—Plural) PP

Было выявлено 134 типа соответствий M , ко-
торые принадлежат пространствам когнитивного
трансфера.

Методы машинного обучения [22, 23] обеспе-
чивают системе возможность извлекать значения,
которые ожидаются в рамках определенных контек-
стов, следовательно, вполне естественно использо-
вать статистические данные, извлеченные из боль-
ших массивов текстовой информации и использо-
вать их для вычисления вероятности реализации
определенного значения в соответствующем кон-
тексте.

Успех вероятностной модели зависит, поми-
мо прочего, от адекватного определения события.
Обычный тип события в вероятностной обработ-
ке естественного языка — совместное появление
одного или нескольких слов в определенном кон-
тексте. В данном случае слово означает не сло-
воформу (т. е. цепочку символов в том виде, как
она появилась в тексте), а его основу, или лемму.
Контекст, в свою очередь, определяется как упо-
рядоченное множество прилегающих слов с обе-
их сторон каждого словоупотребления, при этом
ширина такого контекстного окна задается про-
извольным целым числом. В то время как основа
лексической единицы (лексемы) может быть разум-
ным (если не идеальным) способом представления
значений, определение контекста, обычно употреб-
ляемое в статистической обработке естественного
языка, — это явное упрощение, которое затемняет
важные лингвистические отношения. Вполне ра-
зумно предположить, что вероятность слова, име-
ющего определенное значение, зависит от других
слов, расположенных поблизости. Однако этот
«мешок слов» неизбежно скрывает сложные аспек-
ты, для которых требуются более точные процедуры
выявления.

6 Заключение

В данной статье рассматривается языковая пара
русский–английский, однако проведенные экспе-
рименты показывают, что основные выводы спра-
ведливы для языков с близкой структурой, на-
пример белорусского и украинского. Процессы
синтаксических трансформаций также очень сход-
ны в ряде других европейских языков. Включение

статистических данных в системы, основанные на
правилах, позволяет отразить динамику и разно-
образие языковых форм и значений, порождаемых
в процессе речевой деятельности. Функциональная
и когнитивная мотивация правил исходной грамма-
тики позволяет увеличить точность соответствий на
23%–42% (по оценке экспертов) в зависимости от
типа сопоставляемых текстов. Дальнейшие иссле-
дования и разработки направлены на расширение
числа сопоставляемых языковых пар и формиро-
вание лингвистического ресурса размеченных па-
раллельных текстов по научной и экономической
тематике для обучения систем машинного перевода
и обработки знаний.
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ПОСТРОЕНИЕ СЕМАНТИЧЕСКИХ ВЕКТОРНЫХ ПРОСТРАНСТВ

РАЗЛИЧНЫХ ПРЕДМЕТНЫХ ОБЛАСТЕЙ∗

Ю. И. Морозова1

Аннотация: Данная работа посвящена актуальным проблемам исследования семантики лингвистических
единиц с использованием корпусных методов. В работе дается описание нового направления лингвисти-
ческих исследований — дистрибутивной семантики. Предлагается расширение существующих моделей
дистрибутивной семантики за счет перехода от описания лексем к описанию значимых словосочета-
ний. Описывается методика построения семантических векторных пространств (СВП) для различных
предметных областей.

Ключевые слова: дистрибутивная семантика; векторные пространства; значимые словосочетания; кол-
локации

1 Обзор моделей дистрибутивной
семантики

Дистрибутивная семантика — область научных
исследований, занимающаяся вычислением степе-
ни семантической близости между лингвистиче-
скими единицами на основании их дистрибутив-
ных (контекстных) признаков в больших массивах
лингвистических данных. Модели векторных про-
странств находят все более широкое применение в
исследованиях, связанных с семантическими моде-
лями естественного языка, и имеют разнообразный
спектр потенциальных и действующих приложе-
ний. Основными сферами применения дистрибу-
тивных моделей являются: разрешение лексиче-
ской неоднозначности, информационный поиск,
кластеризация документов, автоматическое фор-
мирование словарей (словарей семантических
отношений, двуязычных словарей), создание се-
мантических карт, моделирование перифраз, опре-
деление тематики документа, определение тональ-
ности высказывания, биоинформатика.

Теоретические основы данного направления
восходят к дистрибутивной методологии З. Хар-
риса [1, 2]. Близкие идеи выдвигали основопо-
ложники структурной лингвистики Ф. де Соссюр и
Л. Витгенштейн. Дистрибутивная семантика осно-
вывается на дистрибутивной гипотезе о том, что
лингвистические элементы со схожей дистрибуци-
ей имеют близкие значения [3, 4].

В качестве вычислительного инструмента и
способа представления моделей используется ли-
нейная алгебра. Информация о дистрибуции
лингвистических единиц представляется в виде

многоразрядных векторов, а семантическая бли-
зость между лингвистическими единицами вычис-
ляется как расстояние между векторами. Много-
разрядные векторы образуют матрицу, где каждый
вектор соответствует лингвистической единице
(слово или словосочетание), а каждое измерение
вектора соответствует контексту (документ, пара-
граф, предложение, словосочетание, слово).

Для вычисления меры близости между векто-
рами могут использоваться различные формулы:
расстояние Минковского, расстояние Манхеттена,
евклидово расстояние, расстояние Чебышёва, ска-
лярное произведение, косинусная мера. Наиболее
популярной является косинусная мера:

x • y
|x| • |y| =

n∑

i=1

xi • yi

√√√√
n∑

i=1

x2i •

√√√√
n∑

i=1

y2i

.

Существует множество разновидностей моделей
дистрибутивной семантики, которые различаются
по следующим параметрам:

– тип контекста (размер контекста, правый или
левый контекст, ранжирование);

– количественная оценка частоты встречаемости
слова в данном контексте (абсолютная частота,
энтропия, совместная информация и пр.);

– метод вычисления расстояния между вектора-
ми (косинус, скалярное произведение, рассто-
яние Минковского и пр.);
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– метод уменьшения размерности матрицы (слу-
чайная проекция, сингулярное разложение
и пр.).

Наиболее известными моделями дистрибутив-
ной семантики являются латентный семантический
анализ, разработанный для решения проблемы си-
нонимии при информационном поиске [5], и мо-
дель языка как гиперпространства, разработанная
как модель семантической памяти человека [6].

Концепция СВП впервые была реализована в
информационно-поисковой системе SMART [7].
Идея СВП состоит в представлении каждого до-
кумента из коллекции в виде точки в простран-
стве, т. е. вектора в векторном пространстве. Точки,
расположенные ближе друг к другу в этом простран-
стве, считаются более близкими по смыслу. Пользо-
вательский запрос рассматривается как псевдодо-
кумент и тоже представляется как точка в этом же
пространстве. Документы сортируются в порядке
возрастания расстояния, т. е. в порядке уменьше-
ния семантической близости от запроса, и в таком
виде предоставляются пользователю.

Впоследствии концепция СВП была успешно
применена для других семантических задач. Напри-
мер, в работе [8] контекстное векторное простран-
ство было использовано для оценки семантической
близости слов. Данная система достигла результата
92,5% на тесте по выбору наиболее подходящего
синонима из стандартного теста английского язы-
ка TOEFL, в то время как средний результат при
прохождении теста человеком был 64,5%.

В настоящее время ведутся активные исследо-
вания по унификации модели СВП и выработке
общего подхода к различным задачам выявления
семантических связей из корпусов текстов [9].

2 Выделение значимых
словосочетаний

Целью данной работы является применение мо-
дели СВП для построения концептуальных моделей
различных предметных областей. Развитие суще-
ствующих подходов к построению СВП заключа-
ется в использовании значимых словосочетаний
(ЗС) вместо отдельных лексем. Под ЗС понима-
ются лексические последовательности, имеющие
тенденцию к совместной встречаемости.

В лингвистике для обозначения ЗС используется
также термин «коллокация». Этот термин был впер-
вые введен в «Словаре лингвистических терминов»
О. С. Ахмановой [10]. Исследованиям коллока-
ций русского языка посвящено большое количе-
ство литературы, например монография Е. Г. Бо-

рисовой [11]. В теоретической лингвистике под
коллокациями понимают словосочетания из двух
или более слов, которые обусловливают друг друга
семантически и грамматически [12]. В корпусной
лингвистике коллокациями называют статистиче-
ски устойчивые словосочетания, причем они могут
быть как фразеологизированными, так и свобод-
ными.

Для выделения значимых словосочетаний в
компьютерной лингвистике используются различ-
ные статистические меры (меры ассоциации, меры
ассоциативной связанности, англ. association mea-
sures), вычисляющие силу связи между элементами
в составе коллокации. В литературе упоминает-
ся несколько десятков мер ассоциативной связан-
ности. Чаще других используются MI, t-score и
log-likelihood [13].

Мера MI (mutual information), введенная в ра-
боте [14], сравнивает зависимые контекстно-свя-
занные частоты с независимыми частотами слов в
тексте. Если значение MI превосходит определен-
ное пороговое значение, то словосочетание считают
статистически значимым. Мера MI вычисляется по
следующей формуле:

MI = log2
f(n, c)×N

f(n)× f)c)
,

где n — первое слово словосочетания; c — второе
слово словосочетания; f(n, c) — частота совмест-
ной встречаемости двух слов; f(n), f(c) — абсо-
лютные частоты встречаемости каждого слова по
отдельности; N — общее число словоупотреблений
в корпусе.

Мера t-score также используется при ответе на
вопрос, насколько не случайным является сочета-
ние двух или более слов в тексте. Для вычисления
t-score используется следующая формула:

t-score =
f(n, c)− f(n)× f(c)/N√

f(n, c)
.

Также достаточно часто применяется мера, из-
вестная под названием log-likelihood, или лога-
рифмическая функция правдоподобия, введенная в
работе [15]. Для вычисления log-likelihood приме-
няется следующая формула:

log-likelihood = 2
∑

f(n, c)× log2
f(n, c)×N

f(n)× f(c)
.

Применив различные меры ассоциативной свя-
занности слов к материалам научных патентов,
авторы составили частотный словарь значимых
словосочетаний для предметной области научных
патентов. Примеры выделенных значимых сло-
восочетаний: благородный металл, вспомогательное
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устройство, жесткий элемент, измерительная ячей-

ка, опорный карниз, оптический луч, система охлаж-

дения, тяжелая фракция.

3 Построение семантического
векторного пространства

Модель семантического векторного простран-
ства, которую планируется построить в ходе данно-
го исследования, обладает следующими характери-
стиками:

– тип изучаемых единиц: значимые словосочета-
ния;

– тип контекста: лексемы и словосочетания, раз-
мер контекста — предложение, ранжирование
контекста — нет;

– количественная оценка частоты встречаемости
изучаемой единицы в данном контексте: абсо-
лютная частота;

– метод вычисления расстояния между вектора-
ми: косинусная мера.

Приведем пример использования методики по-
строения СКП на основе следующего текстового
фрагмента:
Искусственный интеллект — наука и технология со-

здания интеллектуальных машин, особенно интел-

лектуальных компьютерных программ.

Компьютерная лингвистика — направление искус-

ственного интеллекта, которое ставит своей целью

использование математических моделей для описания

естественных языков.
Дискретная математика — область математики,

занимающаяся изучением дискретных структур, ко-

торые возникают как в пределах самой математики,

так и в ее приложениях. Конструктивная матема-

тика — близкое к интуиционизму течение в матема-

тике, изучающее конструктивные построения.

Построим контекстные векторы для ЗС «искус-

ственный интеллект», «компьютерная лингвисти-

ка», «дискретная математика», «конструктивная

математика» и слов, встречающихся в текстовом
фрагменте более одного раза. В таблице использу-
ются сокращенные обозначения: c1 — искусствен-
ный интеллект; c2 — компьютерная лингвистика;
c3 — дискретная математика; c4 — конструктивная
математика; c5 — интеллект, интеллектуальный;
c6 — математика, математический; c7 — изучать,
изучение.

Применив формулу вычисления косинусной
меры между контекстными векторами, получим

c1 c2 c3 c4 . . .
c1 0 1 0 0 . . .
c2 1 0 0 0 . . .
c3 0 0 0 0 . . .
c4 0 0 0 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

следующие коэффициенты семантической бли-
зости между рассматриваемыми ЗС:

«дискретная математика» и «конструктивная

математика» — 0,95;
«искусственный интеллект» и «компьютерная

лингвистика» — 0,7;
«компьютерная лингвистика» и «дискретная ма-

тематика» — 0,52;
«компьютерная лингвистика» и «конструктивная

математика» — 0,4;
«искусственный интеллект» и «дискретная ма-

тематика» — 0,36;
«искусственный интеллект» и «конструктивная

математика» — 0,29.

4 Заключение

В работе были рассмотрены основные направле-
ния и модели нового направления исследований в
компьютерной лингвистике — дистрибутивной се-
мантики. На основании автоматической обработки
больших массивов лингвистических данных воз-
можно создавать различные лингвистические ре-
сурсы: семантические словари, многоязычные сло-
вари, семантические карты предметных областей.
В качестве математической модели используются
многоразрядные векторы и матрицы линейной ал-
гебры, что представляет собой удобный формализм
для компьютерной реализации. В рамках данно-
го направления предлагается разработать методику
построения семантических векторных пространств
для различных предметных областей, где в каче-
стве изучаемых единиц будут выступать значимые
словосочетания, выделенные из текстов с исполь-
зованием мер ассоциативной связанности слов.
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ОЦЕНКА СЕМАНТИЧЕСКОЙ АДЕКВАТНОСТИ ТЕКСТОВ

ИНФОРМАЦИОННЫМ МЕТОДОМ

Л. А. Кузнецов1, В. Ф. Кузнецова2

Аннотация: Рассматривается проблема автоматизации проверки знаний обучаемых сравнением ответов
учащихся с эталонными ответами, хранящимися в базе данных. Для оценки степени соответствия ответа
эталону разрабатывается оригинальная методология, опирающаяся на теорию информации. Приведены
некоторые результаты, иллюстрирующие применение методологии для автоматической оценки близости
англоязычных текстов — изложений, написанных студентами.

Ключевые слова: семантическое подобие текстов; вероятностная модель текста; теория информации;
энтропия; взаимная информация текстов; автоматизация оценки знаний

1 Введение

Актуальной задачей внедрения современных
информационных технологий в сферу образования
является разработка средств автоматизации оцен-
ки знаний обучаемых. Разработка инструментов
автоматической оценки уровня знаний позволила
бы решить многочисленные и хорошо известные
проблемы аттестации обучаемых на всех этапах из-
менения их статуса.

Базой для разработки таких инструментов явля-
ются методы интеллектуальной обработки инфор-
мации, содержащейся в информационных объек-
тах, представленных на естественном языке. Эти
методы позволяют автоматически оценивать се-
мантическую близость информационных объектов.
В настоящее время в информационно-поисковых
системах при классификации текстов, при провер-
ке текстов на плагиат [1, 2] применяются статисти-
ческие подходы на основе векторно-пространст-
венной модели текста, предложенной Г. Солтоном
с соавторами в 1975 г. [3]. В ней текст представляет-
ся вектором частот входящих в него слов, а оценка
близости текстов равна косинусу угла между векто-
рами текстов.

Такой подход не позволяет использовать для
оценки степени близости содержательные морфо-
логические и синтаксические характеристики есте-
ственного языка, посредством которых и отражает-
ся семантика объектов. В нем сравнение базируется
на количественной оценке частот слов в текстах и
поэтому фактическая близость текстов устанавли-
вается последующим субъективным анализом. На
его основе не представляется возможным автомати-
зировать процесс оценки степени семантического

подобия информационных объектов (текстов), в
частности он не может быть применен при оценке
знаний.

В данной работе рассматривается задача оцен-
ки семантической близости текстов, которая при
положительном решении могла бы использовать-
ся в качестве основы систем автоматизированной
проверки уровня знаний, усвоенных обучаемыми.
Сейчас распространена система проверки знаний
на основе тестов, что объясняется простотой ее ав-
томатизации. Пятьдесят лет назад тестирующие
установки такого типа изготовлялись на релейных
схемах, а в настоящее время та же примитивная
идеология перенесена на компьютеры. Очевидно,
что традиционный письменный экзамен, при кото-
ром обучающийся дает полноценный ответ, обес-
печивает более качественную проверку уровня
знаний по сравнению с тестовой системой, но в
настоящее время он не применяется, например
при проведении ЕГЭ, из-за значительных трудо-
затрат квалифицированных проверяющих для
«ручной» проверки.

Автоматизация приема полноценных ответов
обучаемых упирается в проблему разработки ме-
тодологии автоматической оценки семантической
близости информационных объектов, представлен-
ных на естественном языке. Настоящая статья по-
священа оригинальной методологии [4] автомати-
ческой оценки семантической близости текстов,
опирающейся на представление текста в виде веро-
ятностно-статистической модели, в рамках которой
на основе морфологической и синтаксической де-
тализации текстов для отражения содержащейся в
них информации вводится система семантических
компонентов.

1Липецкий государственный технический университет, kuznetsov.leonid48@gmail.com
2Липецкий государственный технический университет, kuznetsov@stu.lipetsk.ru
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Ниже иллюстрируется методология формали-
зации принципиальной базовой идеи сопоставле-
ния семантического содержания информационных
объектов, представленных на естественном языке.
Максимально простая трактовка ее содержатель-
ного существа состоит в следующем. При субъ-
ективной (интеллектуальной) оценке подобия со-
держания текстов не считаются слова и вообще не
обращается внимание на конкретные слова, а ин-
туитивно сопоставляется: о ком (чем) идет речь,
что он делает (с ним делается), когда, где, как,
при каких условиях и т. п. Ответ на любой из по-
добных вопросов, извлекаемый из текста, назовем
для определенности семантическим компонентом.
При субъективном анализе фактически сопостав-
ляются семантические компоненты текста, кото-
рые представляются в нем случайными наборами
слов. Предлагаемая методология автоматической
оценки адекватности текстов базируется на фор-
мальном представлении такой же схемы.

Принципиальным является вероятностный
подход к наполнению сопоставляемых семантиче-
ских компонентов текста, отражающих: кто, что,
где, когда, как и т. д., которые могут быть представ-
лены случайными наборами конструкций языка.
В большинстве структурированных языков могут
быть введены формальные правила соотнесения
семантических компонентов текста с морфоло-
гическими (существительными, глаголами, при-
лагательными и т. д.) и синтаксическими (под-
лежащими, сказуемыми, обстоятельствами и т. д.)
компонентами языка. Правила морфологической и
синтаксической структуризации текстов, т. е. отне-
сения слов к конкретным морфологическим и син-
таксическим компонентам, представлены в грам-
матиках языков, которые во многих случаях уже
имеют автоматизированные версии.

Предлагаемая методология базируется на фор-
мировании множества семантических компонен-
тов на основании одного из текстов, принимаемого
(условно) за эталонный. При формализации се-
мантические компоненты классифицируются слу-
чайными событиями. Содержание семантических
компонентов формируется из отдельных элементов
исследуемого текста — слов или составных кон-
струкций, которые трактуются элементарными
случайными событиями (исходами). Система
семантических компонентов (множество случай-
ных событий) определяет семантическую структуру
текста (алгебру вероятностной модели). Множе-
ство всех слов (исходов) текста, алгебра и вероят-
ности случайных событий образуют вероятностную
модель информационного объекта, представлен-
ного на естественном языке. Для конкретного тек-
ста модель отражает его вероятностно-статистиче-

ский образ. Другие сравниваемые тексты (копии)
структурируются по введенной системе семанти-
ческих компонентов (алгебре) и определяются их
вероятностно-статистические образы. Количество
информации в вероятностных образах объектов
оценивается энтропией, а количество совместной
(совпадающей) информации в образах двух объ-
ектов, оценивается взаимной информацией. Ме-
тодология базируется на сопоставлении содержа-
ния семантических компонентов текстов, которые
представляются случайными событиями, и поэто-
му степень их подобия (количество взаимной ин-
формации) является вероятностной мерой, изменя-
ющейся от нуля при полном несовпадении текстов
до количества информации в каждом из них при
полном совпадении.

Представление сравниваемых текстов в виде ве-
роятностно-статистических образов [4] позволяет
по единой шкале оценить количество информации
в текстах, количество общей информации в текстах
и количество информации, отличающей тексты,
т. е. содержащейся в одном и не содержащейся в
другом. Количественная мера информации, содер-
жащейся в объектах, и степени ее подобия вводятся
с использованием аппарата теории информации.

При использовании этой методологии для оцен-
ки знаний абстрактное количество взаимной ин-
формации требуется проградуировать в баллах по
принятой N-балльной шкале оценки знаний. Тех-
ника градуировки кратко поясняется ниже на при-
мере 100-балльной шкалы, используемой в ЛГТУ.

В примерах, иллюстрирующих адекватность ме-
ры количества взаимной информации для оценки
уровня подобия объектов и некоторые возможности
ее адаптации к особенностям конкретных инфор-
мационных объектов, используется англоязычный
материал. В качестве фактической эмпирической
основы для исследования используются результа-
ты изложения, написанного студентами на англий-
ском языке. Изложения были проверены и оце-
нены преподавателем английского языка. Тексты
изложений и эталон, прочитанный студентам пре-
подавателем, были введены в систему автоматиче-
ской оценки. Методика формально-математиче-
ской оценки изложений и полученные результаты
представлены в статье.

2 Формирование
вероятностно-статистической
модели текста

В теории вероятностей [5] вводится вероятност-
ная модель, в рамках которой отражается вся име-
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ющаяся информация об объекте и предоставляет-
ся возможность структуризации этой информации
для отражения и исследования его содержательных
особенностей, представляющих интерес. Наиболее
полная информация о случайном объекте представ-
ляется распределением вероятностей, т. е. множе-
ством элементарных исходов Ÿ = {ω1, ω2, . . . , ωn}
случайной величины и их вероятностями p(ωi). Со-
держательное существо объекта может быть введено
в модель алгеброй, т. е. структуризацией множества
реализаций Ÿ в виде системы случайных событий
Aj ∈ Ÿ, отражающих состояние или поведение ве-
роятностного объекта в представляющем интерес
смысле.

Вероятностная модель в общем случае представ-
ляется в виде:

Mω = {Ÿ,ℵ, P (Aj)} , (1)

гдеŸ = {ω1, ω2, . . . , ωn}— пространство элементар-
ных исходов; ℵ = {A1, A2, . . . , Aj , ∅,Ÿ} — алгебра
событий Aj, составленных с помощью операций
логического сложения, умножения и отрицания из
элементарных событий ωi и дополненная невоз-
можным ∅ и достоверным Ÿ событиями; P (Aj) —
вероятности событий, составляющих алгебру,
которые рассчитываются по вероятностям элемен-
тарных исходов p(ωi), i = 1, 2, . . . , nω, составля-
ющих это событие:

P (Aj) =
∑

ω∈Aj

p(ωi) . (2)

Общая вероятностная модель случайного объ-
екта трансформируется в вероятностно-стати-
стическую модель информационного объекта
приданием соответствующего содержания ее ком-
понентам. Так, множеством элементарных исходов
Ÿ = {ω1, ω2, . . . , ωn} текстового документа явля-
ются слова, составляющие текст, выбор которых
для отражения некоторого содержания достаточно
случаен. Важнейшим компонентом вероятност-
ной модели является алгебра событий ℵ, которая в
контексте статьи представляет систему семантиче-
ских компонентов, по которым «раскладывается»
содержание текста. Система семантических компо-
нентов формируется с использованием частей речи,
членов предложения, иных конструируемых из них
структур, которые отражают семантическое содер-
жание представляемого текста. В приводимых ниже
примерах используется вероятностно-статистиче-
ская морфологическая модель (ВСММ), в которой
семантические компоненты (случайные события)
Aj, определяющие структуризацию текста, отожде-
ствляются с частями речи [4]. При этом артикли,
частицы, междометия и другие служебные части

речи игнорировались и рассматривался следующий
набор случайных событий:

ℵ = (A1 = Существительное, A2 = Глагол,

A3 = Прилагательное, A4 = Наречие,

A5 = Числительное,

A6 = Неопределенное слово) . (3)

Алгебры образов эталона и ответа имеют одну
и ту же систему событий, но их вероятности мо-
гут быть различными. Вероятности событий Aj,
составляющих алгебру ℵ, вычисляются по вероят-
ностямp(ωi)отдельных слов, входящих в случайные
события, в соответствии с (2). В результате полу-
чаются вероятностно-статистические морфологи-
ческие образы эталона и ответов в виде модели (1):

Mü =
{
Ÿü,ℵ, P (Aüj )

}
;

Mï =
{
Ÿï,ℵ, P (Aïj )

}
.

}
(4)

Образы эталона Mü и ответа Mï содержат всю
информацию о сравниваемых текстах как случай-
ных объектах. В них сравниваемые тексты структу-
рируются в виде систем семантических компонен-
тов, отражающих то, о чем (или о ком) идет в них
речь, что они делают (или с ними делается), как,
каким образом, при каких условиях и т. д., и т. п.
Система семантических компонентов для эталона
и для ответа одна и та же, она может автоматически
синтезироваться при анализе эталона. Вес, уро-
вень значимости отдельных событий в контексте
определяются их вероятностями (2).

Структурированное представление образов (4)
вероятностной модели (1) может быть оформлено
в виде таблицы, подобной табл. 1 для алгебры (3).
В ней шапка отражает ℵ — систему семантиче-
ских компонентов (3), общую для эталона и ответа.
Содержание таблицы представляет наполнение се-
мантических компонентов (в примере — множество
слов Ÿ, составляющих конкретный информацион-
ный объект, ИО). Частоты отдельных слов p(ωi)
представлены в таблице, по ним определяются по-
казанные в последней строке таблицы вероятности
случайных событий P (Aj). Таким образом, табл. 1
представляет в полном объеме вероятностно-ста-
тистический морфологический образ (ВСМО) мо-
дели (1) соответствующего ИО. В общем случае
алгебра может быть расширена включением всех
существенных для отражения содержания текста
семантических компонентов. Процесс расширения
может выполняться автоматически, но это вопрос
отдельного рассмотрения.

При оценке близости текстов используется и со-
вместная энтропия текстов, которая определяется
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Таблица 1 Табличное представление вероятностной модели ИО с алгеброй (3)

Семантические компоненты
Существительное Глагол Прилагательное · · · Неопределенное
Слово Частота Слово Частота Слово Частота · · · Слово Частота
Advice p(advice) Allow p (allow) American p (American) · · · Of p(of)
Bang p(bang) Appear p (appear) British p (British) · · · For p(for)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

P (A1) P (A2) P (A3) · · · P (A6)

по общей модели вероятностного объекта «эталон–
ответ», имеющей вид:

Müï = {Ÿüï,ℵ, P (Aj)} , (5)

где Ÿüï = {Ÿü +Ÿï} — множество элементарных
событий: объединение всех слов, принадлежащих
и эталону, и ответу; ℵüï — система событий, полу-
чающаяся разделением каждого события Aj из (3)
на события:

Aüïj =
{
ωik ∈ Ÿï +Ÿü|ωik ∈ Aüj ∩ ωik ∈ Aïj

}
; (6Á)

Aüïj =
{
ωik ∈ Ÿï +Ÿü|ωik ∈ Aüj ∩ ωik 6∈ Aïj

}
; (6Â)

Aïüj =
{
ωik ∈ Ÿï +Ÿü|ωik ∈ Aüj ∩ ωik ∈ Aïj

}
, (6×)

где верхним индексом отмечен образ, в который
входит рассматриваемое слово, а нижним — образ,
в который слово не входит.

Событие (6а) составляется из слов, входящих в
событиеAj эталона и ответа, (6б) объединяет слова,
входящие в событие Aj эталона, но отсутствующие
в ответе, (6в) объединяет слова, не входящие в со-
бытиеAj в эталоне, но имеющиеся в ответе. Других
вариантов для слов, присутствующих в двух сопо-
ставляемых текстах, нет.

Таким образом, в модели (5) используется де-
тализация текста, подобная (3), но с определением
принадлежности слова к каждому тексту (эталону и
ответу):

ℵüï =
{
Aj =

[
Aüïj , Aüïj , A

ï
üj

]
, j = 1, 2, . . . , J

}
.

Для получения количественных оценок уровня
подобия ответа эталону, тексты формализуются в
виде Mü, Mï и Müï. Вся информация, содержа-
щаяся в образах вероятностных моделей текстов,
представляется в виде таблиц формата, подобно-
го табл. 1. Естественно, алгебра моделей опреде-
ляется адекватно содержанию ИО. Формирование
алгебр базируется на автоматическом анализе тек-
ста и установлении принадлежности каждого слова

к определенному событию алгебры (3). В насто-
ящее время имеются коммерческие и бесплатные
программные продукты для автоматического мор-
фологического и синтаксического анализа текстов.
Для построения ВСММ использовался1 свободно
распространяемый продукт российской компании
Cognitive Technologies — система синтаксического
анализа и машинного перевода Cognitive Dwarf [6],
ориентированная на русский и английский языки.
Система позволяет выполнять морфологический и
синтаксический разбор текста со скоростью поряд-
ка нескольких килобайт в секунду.

3 Мера семантической близости
информационных объектов

Оценка семантической близости информацион-
ных объектов — эталона и его искаженной копии,
формально представленных моделями вида (4),
может быть выполнена на основе представлений те-
ории информации. В теории информации К. Шен-
ноном [7] для оценки близости сообщения, по-
лученного приемником, сообщению, посланному
передатчиком, введена количественная мера ин-
формации и потерь информации при ее передаче.
Задача оценки уровня знаний даже в содержатель-
ном смысле подобна передаче сообщений: эталон —
это переданное обучаемому сообщение (знание), а
его ответ может трактоваться как принятое сооб-
щение (усвоенное знание). Поэтому естественно
использовать для оценки уровня адекватности (се-
мантического подобия) ответа эталону количество
их совместной (взаимной) информации, которое в
теории информации введено для оценки близости
переданного и принятого сообщений.

Количество информации, содержащееся в слу-
чайном объекте Mω (1), оценивается энтропией:

Hω = −
∑

Aj∈ℵ

P (Aj) lnP (Aj) , (7)

1Некоторые из используемых ниже количественных данных взяты из магистерской диссертации А. С. Кондаурова, выполненной
под руководством Л. А. Кузнецова.
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где обозначения совпадают с использованными
в (1).

Из (7) следует, что энтропия — мера количества
информации случайной величины A — определя-
ется распределением ее вероятностей. Вследствие
того, что P (A) ≤ 1 и lnP (A) ≤ 0, для получения
положительной величины в (7) используется минус.

Образы эталона и ответа (4) позволяют оценить
количество информации в каждом из них значени-
ями энтропии, а именно:

Hü = − ∑
Aüj ∈ℵ

P (Aüj ) lnP (A
ü
j ) ;

Hï = − ∑
Aïj ∈ℵ

P (Aïj ) lnP (A
ï
j ) .





(8)

Образ общего объекта «эталон–ответ» позволя-
ет вычислить совместную энтропию двух текстов в
виде:

Hüï = −
∑

Aj∈ℵ

[
P (Aüïj) lnP (A

ü
ïj) +

+ P (Aïüj) lnP (A
ï
üj)− P (Aüïj ) lnP (A

üï
j )

]
. (9)

На основании значений энтропии (8), (9) опреде-
ляется совместная или взаимная информация:

Iüï = Hü +Hï −Hüï . (10)

В данном контексте совместная информация
может трактоваться как количество информации
из эталона, содержащееся в ответе. Вследствие
симметрии (10) можно говорить и о количестве ин-
формации из ответа, содержащемся в эталоне.

Нетрудно проверить, что получаемое в соответ-
ствии с (10) количество совместной информации
согласуется с интуитивными представлениями. Для
этого можно рассмотреть два предельных варианта:
(1) полное совпадение ответа и эталона и (2) полное
их несовпадение.

Если эталон и ответ полностью совпадают, то
в (8) Aüj = Aïj для всех j и, следовательно, Hü =
= Hï. Далее, из (6) видно, что в этом случае
события Aüïj будут совпадать с событиями Aüj =

= Aïj и P (Aüïj ) = P (Aüj ) + P (A
ï
j ) для всех Aüïj ,

следовательно, Hüï = 0. Поэтому при полном
совпадении эталона и ответа количество взаимной
информации (10) будет Iüï = Hü + Hï, т. е. оно
равно ее содержанию в эталоне и ответе, который
совпадает с эталоном.

Другой крайний случай получается при пол-
ном несовпадении. При этом, очевидно, не будет
слов, принадлежащих одновременно эталону и от-
вету. Поэтому все события (6а) будут иметь нулевую
вероятность (P (Aüïj ) = 0 для всех j). В теории
информации принято считать 0 ln 0 = 0, так что

вычитаемое в правой части (9) будет равно нулю.
В этом случае будет иметь место совпадение случай-
ных событий Aïüj = Aïj , Aüïj = Aüj и будут равны
вероятности P (Aïüj) = P (Aïj ), P (A

ü
ïj) = P (Aüj ).

Поэтому из (9) следует Hüï = Hü + Hï. Под-
становка этого результата в (10) показывает, что
количество совместной информации в этом случае
получается равным нулю.

Таким образом, количество взаимной инфор-
мации по (10) при описанном способе определе-
ния совместных событий изменяется от нуля до
количества информации, содержащегося в этало-
не и ответе, что соответствует содержательному
смыслу оценки уровня адекватности ответа этало-
ну. Это является достаточным обоснованием ис-
пользования количества взаимной информации в
качестве меры соответствия информационных объ-
ектов, представленных на естественном языке.

Зададимся вопросом: а какова будет мера бли-
зости эталона и ответа, если они отличаются толь-
ко порядком слов? Ответ на этот вопрос может
быть извлечен из алгебры событий (3) и табличной
иллюстрации (см. табл. 1) образа объекта, пред-
ставленного с ее использованием. По мнению ав-
торов, широкие возможности предлагаемой мето-
дики обеспечиваются именно вариацией алгебры,
которая позволяет для разложения текста исполь-
зовать фактически любую систему морфологиче-
ских и синтаксических конструкций языка, кото-
рые, в данном применении вероятностной модели,
являются случайными событиями. Используемая
в статье алгебра (3) — частный случай, ориентиро-
ванный на наглядность представления.

Алгебра (3) не учитывает порядок следования
слов. Более того, отмечено, что предлоги и частицы
для простоты игнорировались. Поэтому по текстам,
отличающимся только порядком слов, будут синте-
зированы совпадающие образы в виде табл. 1, в ко-
торых по морфологической принадлежности будут
собраны совпадающие столбцы существительных,
прилагательных и т. д. Вероятности, вычисленные
по совпадающим таблицам, также совпадут, так что
при используемой алгебре, не учитывающей поря-
док, количество информации от него не зависит.

Однако ничто не мешает в алгебру ввести
события вида «существительное → глагол», «при-
лагательное → существительное», «предлог → су-
ществительное» и т. д., включая многословные
конструкции, которые могут оказаться полезными
в конкретном варианте последующего использова-
ния системы.

Одной из наиболее важных отличительных осо-
бенностей предлагаемой методологии является ее
формально-математическая основа, которая позво-
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ляет формализовать сам процесс синтеза автома-
тизированной системы оценки близости текстов.
В контексте сопоставления текстов алгебра пред-
ставляет собой модель текста.

Известно, что модель объекта не может с ним
совпадать, а является лишь некоторым его отра-
жением. Модели используются для оптимизации
управления объектами, и при этом они должны
адекватно отражать свойства объекта, учет которых
необходим для эффективного управления. Чтобы
приблизить модель к объекту, используется ее иден-
тификация, призванная повышать степень адекват-
ности модели объекту в разрезе решаемых с по-
мощью модели задач.

Формализация текста позволяет видеть возмож-
ность структурной идентификации модели пред-
ставления текста, т. е. алгебры (3). Формализация в
виде структуры, приведенной в табл. 1, позволяет
оценить вероятности отдельных морфологических
и синтаксических компонентов, по вероятностям
могут быть сконструированы дополнительные со-
ставные компоненты, которые добавляются в ал-
гебру. Этот процесс может быть организован в виде
итерационной процедуры последовательных при-
ближений. Критерием оптимальности алгебры и
целесообразности продолжения процесса иденти-
фикации алгебры (или, что одно и то же, обучения
системы) может быть количество взаимной инфор-
мации между эталоном и образом (ответом). При
повышении уровня детализации текста эталона бу-
дет увеличиваться количество событий (столбцов)
в табл. 1 и возрастать энтропия. Ответ будет струк-
турироваться в виде такой же таблицы, с тем же
набором случайных событий. Процесс детализации
может быть прекращен, когда величина изменения
взаимной информации в следующих одна за дру-

гой итерациях станет меньше заданного порогового
значения.

Ниже на достаточно наглядных примерах ил-
люстрируются некоторые аспекты количества вза-
имной информации как меры близости, или подо-
бия, информационных объектов, представленных
на естественном, английском, языке.

4 Пример содержательной
интерпретации формальных
конструкций

Формально-математические конструкции, ис-
пользуемые при оценке адекватности текстов, воз-
можно несколько непривычные, будут проиллю-
стрированы на очень простом примере. В качестве
эталонного текста используется предшествующий
данному разделу и выделенный полужирным кур-
сивом абзац: «Ниже на достаточно наглядных при-
мерах иллюстрируются некоторые аспекты количе-
ства взаимной информации как меры близости, или
подобия, информационных объектов, представлен-
ных на естественном, английском, языке».

Ответом будет следующий, несколько изменен-
ный вариант этого же текста: «Ниже на ярких при-
мерах иллюстрируются главные характеристики
количества взаимной информации, являющейся
мерой подобия информационных объектов, пред-
ставленных на естественном языке». Для нагляд-
ности слова, убранные из эталона, зачеркнуты од-
ной линией, а вставленные в ответ — двойной
линией.

В примере используется алгебра, содержащая
шесть случайных событий A1–A6, которые пока-
заны в шапке табл. 2, представляющей конкрети-

Таблица 2 Распределение реализаций (слов) по системе событий алгебры морфологической модели текста

Существительное, A1 Глагол1, A2 Прилагательное2, A3 Наречие, A4 Предлог, A5 Союз, A6
примерах
аспекты
количества
информации
меры
близости
подобия
объектов
языке
характеристики

иллюстрируются
представленных
являющейся

наглядных
некоторые
взаимной
информационные
естественном
английском
ярких
главные

ниже
достаточно

на
на

Или
как

Примечания:
1К глаголам отнесены причастия, являющиеся атрибутивной глагольной формой.
2К прилагательным отнесено местоимение для сокращения таблицы, имеющей иллюстративное значение для демонстрации
способа вычисления количественной оценки.
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Таблица 3 Вероятности и энтропии случайных событий (3), (6) в текстах примера

Объект Характеристика
Алгеб ра — система случайных событий

A1 A2 A3 A4 A5 A6

Эталон
Вероятность 0,210 0,048 0,143 0,048 0,048 0,048
Энтропия 0,330 0,145 0,278 0,145 0,145 0,145

Ответ
Вероятность 0,190 0,071 0,119 0,024 0,048 0
Энтропия 0,316 0,188 0,253 0,089 0,145 0

Aüï
Вероятность 0,333 0,095 0,143 0,048 0,095 0
Энтропия 0,366 0,224 0,278 0,145 0,224 0

Aüï
Вероятность 0,048 0 0,071 0,024 0 0,048
Энтропия 0,145 0 0,188 0,080 0 0,145

Aïü
Вероятность 0,028 0,024 0,048 0 0 0
Энтропия 0,089 0,089 0,145 0 0 0

зацию табл. 1. В табл. 2 представлены реализации
и их распределение по всем случайным событиям
моделей (4)–(6):

– эталон образуют слова, не зачеркнутые и за-
черкнутые одной чертой;

– ответ — слова, не зачеркнутые и зачеркнутые
двойной чертой;

– незачеркнутые слова входят в оба текста;

– слова, зачеркнутые одной чертой, входят толь-
ко в эталонный текст;

– слова, зачеркнутые двойной чертой, входят
только в ответ.

В табл. 3 приведены количественные значения
вероятностей и энтропий, вычисленных по данным
табл. 2. Вероятности реализаций (слов) вычис-
лялись в виде относительных частот: количество
вхождений слова / общее число слов.

Построчным суммированием энтропий в табл. 3
получается:

энтропия эталона — 1,188,
энтропия ответа — 0,992,
энтропия Aüï — 1,237,
энтропия Aüï — 0,827,
энтропия Aïü — 0,323.
Количество взаимной информации в текстах

примера определяется по энтропиям в виде: I =
= Hü+Hï−Hüï = Hü+Hï−Hïü −Hüï+Hüï =
= 2,266. Полученный результат приближается к
варианту совпадения текстов, что согласуется с не-
значительным уровнем искажения ответа по отно-
шению к эталону.

Завершая пример, можно отметить, что в зави-
симости от задачи вероятности могут исчислять-
ся различными способами, что может привести к
некоторым масштабным преобразованиям количе-
ственных характеристик. Может быть использован

аппарат условных вероятностей, т. е. введено отли-
чие отдельных слов по их принадлежности к от-
дельным образцам сопоставляемых текстов. В этом
случае также работает предлагаемая методология
через условные энтропии и информацию. Все мно-
гообразие возможных модификаций методологии
не представляется возможным изложить в преде-
лах одной статьи, но практически готовы работы, в
которых достаточно наглядно будут продемонстри-
рованы возможности адаптации алгебры, т. е. моде-
ли представления текста, и оценки семантической
близости слов русского языка, которые следуют из
предлагаемого подхода.

5 Проверка монотонности
информационной меры оценки
близости текстов

Важным требованием к мере оценки близости
текстов является монотонность ее изменения при
монотонном изменении уровня адекватности тек-
стов. Параметры меры фактического соответствия
реальной близости текстов могут варьироваться,
однако для эффективной практической реализации
автоматического сравнения текстов монотонность
меры должна иметь место.

Для исследования характера изменения со-
вместной информации при задаваемом монотон-
ном изменении уровня совпадения текстов вы-
полнен эксперимент планированного искажения
текста. На основе одного эталонного текста на ан-
глийском языке, состоящего из 174 слов, который
обозначается Tü, синтезирован массив его иска-
женных копий Tj, j = 1, 2, . . . , 20. Копии формиро-
вались следующим образом. Эталонный текст был
разбит на 20 частей. Первая искаженная копия T1
получена из эталонного текста путем замены 1/20
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Рис. 1 Зависимость количества совместной информации
от доли слов из эталона, сохраненных в копии

(по одному слову в каждой части) его слов на слова
из текста с другой тематикой, вторая копияT2 полу-
чается заменой в эталоне 2/20 слов и т. д. Последняя
искаженная копия не содержит ни одного слова
эталонного текста (заменено 20/20). Для каждой
искаженной копии Tj определена прямая оценка ее
соответствия эталону в виде доли слов из эталонно-
го текста, сохраненных в копии, по 100-балльной
шкале:

Q (Tü, Tj) =
mj

n
· 100 , (11)

где mj — число слов из эталонного текста Tü в
копии Tj; n — число слов в эталоне.

Для полученного массива из 20 английских текс-
тов с известными оценками (11) рассчитаны значе-
ния количества совместной информации Iüïj меж-
ду копиями Tj и эталонным текстом Tü по (10). На
рис. 1 показано соответствие между количеством
совместной информации, определенным по (10), и
оценкой (11) степени искажения эталона при фор-
мировании копии.

На рис. 1 видно, что значение совместной ин-
формации монотонно изменяется при монотонном
изменении реального уровня искажения текстов,
причем между ними существует линейная связь с
коэффициентом корреляции 0,992.

6 Сопоставление
информационной меры
с реальными оценками
преподавателя и градуировка
информационной меры
по N-балльной шкале оценок

Возможность практического использования ме-
тодологии была оценена сопоставлением реальных

оценок, выставленных преподавателем, с оценка-
ми, сформированными автоматически на основа-
нии количества взаимной информации. Исход-
ными данными для такого исследования являлись
результаты контрольной проверки знаний студен-
тов по английскому языку. Контроль осуществлял-
ся написанием изложения по обычной техноло-
гии — преподаватель прочитал эталонный текст,
который был по памяти воспроизведен студента-
ми. Целью написания изложения в соответствии
с методикой обучения языку была проверка зна-
ния орфографии и умения передачи содержания.
Изложения были проверены и оценены преподава-
телем английского языка стандартным образом на
предмет орфографии (первая оценка), полноты и
правильности передачи содержания (вторая оцен-
ка) по 100-балльной шкале. В настоящем иссле-
довании использовалась вторая оценка за полноту
и правильность изложения эталонного текста, от-
ражающая семантическую близость ответа эталону,
орфографические ошибки игнорировались (авто-
матически исправлялись).

Оценка по количеству взаимной информации
осуществлялась автоматизированной системой, ре-
ализующей изложенную выше методологию, ис-
пользующую для классификации слов Cognitive
Dwarf [6]. Эталонный текст и 22 варианта его изло-
жения студентами были введены в систему. Для тек-
стов формировались вероятностно-статистические
морфологические образы с алгеброй событий (3).
По ним определялись энтропии образов (8), (9) и
количество взаимной информации (10).

Количество взаимной информации (10) явля-
ется абстрактной величиной, поэтому для сопо-
ставления необходимо произвести его градуировку
в баллах принятой в образовательном учреждении
системы оценок. Фактически градуировка сводит-
ся к установлению однозначного соответствия
значений информационной меры (10) оценкам
по выбранной шкале. В простейшем случае это
соответствие может быть получено в виде линей-
ной регрессии y = a + bx, где x — информаци-
онная мера соответствия ответа эталону, вычисля-
емая автоматически, а y — оценка по 100-балльной
шкале, принятой в образовательном учреждении.
Для градуировки, т. е. преобразования количества
взаимной информации в реальные оценки могут
быть использованы более сложные модели, позво-
ляющие учесть конкретные содержательно-мето-
дические особенности дисциплин и регламентов.
Шкала оценок может быть произвольнойN-балль-
ной.

Для иллюстрации приведем два варианта моде-
ли градуировки автоматически формируемой оцен-
ки по принятой в университете 100-балльной шка-
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Таблица 4 Результаты расчета оценок изложений студентов

№
ответа

студента

Оценка
преподавателя

Количество
информации,

Iüï

Оценка
по количеству
информации

Векторно-пространственная
модель текста Г. Солтона

Без
взвешивания

С весами
частей речи

cos (T0, Tj)
Оценка

по cos(T0, Tj)

1 25 0,2413 41,83 35,35 0,444 32,74
2 30 0,2485 42,28 30,24 0,532 43,01
3 35 0,3365 47,68 32,31 0,589 49,54
4 45 0,3348 47,58 47,18 0,638 55,34
5 45 0,5127 58,50 50,15 0,694 61,82
6 50 0,3681 49,62 44,24 0,495 38,64
7 50 0,4157 52,55 60,10 0,730 65,94
8 53 0,5318 59,67 54,50 0,788 72,77
9 53 0,2753 43,92 43,05 0,606 51,57

10 55 0,4472 54,48 52,92 0,713 63,98
11 60 0,4954 57,44 60,40 0,617 52,83
12 60 0,4490 54,59 65,80 0,641 55,61
13 65 0,5648 61,70 70,57 0,735 66,52
14 78 0,8275 77,83 74,87 0,829 77,48
15 80 0,8549 79,52 88,53 0,846 79,43
16 80 0,4352 53,74 65,45 0,601 51,03

17 85 1,0268 90,07 90,43 0,868 82,09
18 85 1,0163 89,42 80,51 0,883 83,73
19 88 0,9875 87,66 88,62 0,867 81,94
20 88 1,0240 89,90 81,74 0,889 84,48
21 90 0,5166 58,74 83,32 0,641 55,69

22 97 1,1603 98,27 96,74 0,944 90,82

ле, результаты применения которых представлены
в табл. 4. Первый вариант имел вид регрессии y =
= a+ bx, для которой параметры a и b определялись
методом наименьших квадратов по рядам значений
оценок преподавателя (см. столбец 2 в табл. 4) и
количества взаимной информации (см. столбец 3 в
табл. 4). По этим данным получена линейная ре-
грессия: y = 27,02 + 61,41xj, где xj = Iüïj — коли-
чество взаимной информации в эталонном тексте и
j-м изложении, а y — автоматически формируемая
по нему оценка.

Второй вариант модели пересчета информаци-
онной оценки в 100-балльную отличался от первого
введением учета различной значимости в текстах
семантических компонентов. При использовании
алгебры (3) это сводится к учету различной зна-
чимости частей речи. Для иллюстрации возмож-
ностей такого варианта уточнения перед слагаемы-
ми Aj, соответствующими различным частям речи
(см. табл. 1), в (8), (9) были введены параметры βj,
значения которых определялись методом наимень-
ших квадратов в процессе получения уравнения
регрессии. Фактически эти параметры отражают
различный «вклад» семантических компонентов в
соответствие между эталоном и ответом. В ре-

зультате было получено следующее уравнение мно-
жественной регрессии: y1 = 0,8436 − 242,23A1 +
+ 451,27A2 + 131,60A3 − 262,16A4 − 110,75A5, где
y1 — оценка по 100-балльной шкале, а Aj, j =
= 1, 2, . . . , 5, — части речи (семантические компо-
ненты — случайные события алгебры (3)).

Значения оценок y и y1 приведены соответ-
ственно в четвертом и пятом столбцах табл. 4. Сред-
неквадратичное отклонение оценок y от оценок
преподавателя составляет 11,04 балла, коэффици-
ент корреляции равен 0,847. Некоторое усложне-
ние формулы перевода количества информации в
100-балльную оценку введением весовых коэффи-
циентов позволило существенно снизить уклоне-
ние оценок, сформированных автоматически, от
оценок, выставленных преподавателем. Значения
100-балльных оценок, вычисленных с использова-
нием множественной регрессии с весовыми коэф-
фициентами частей речи показаны в пятом столбце
табл. 4. Их среднеквадратичное уклонение от оце-
нок преподавателя составило 6,324 балла, а множе-
ственный коэффициент корреляции достиг 0,955.
Видно, что среднее уклонение оценки, формиру-
емой автоматически по количеству совместной ин-
формации, от оценки преподавателя уменьшилось
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Рис. 2 Сопоставление оценок преподавателя и оценок
системы: 1 — при градуировке без взвешивания частей
речи; 2 — при взвешивании частей речи

почти в два раза. Этот пример показывает воз-
можности повышения адекватности автоматически
формируемых оценок идентификацией формул пе-
ревода количества информации в баллы реальной
шкалы оценок. Кроме того, для повышения аде-
кватности автоматической оценки, следуя методи-
ке [4], может быть использован механизм вариации
алгебры, т. е. системы семантических компонен-
тов — случайных событий, отраженной в табл. 1.

На рис. 2 представлено наглядное сопоставле-
ние оценок, выставленных преподавателем, и оце-
нок y (без взвешивания) и y1 (с взвешиванием
частей речи), сформированных автоматически по
количеству взаимной информации. И на рис. 2 вид-
ны две точки, которые вносят наибольший вклад
в ошибку. В табл. 4 они выделены полужирным
шрифтом (16-я и 21-я). При детальном анализе вы-
яснилось, что оценки, выставленные преподавате-
лем, были не в полной мере адекватны содержанию
изложений. Интересно отметить, что исключение
этих точек и расчет по оставшимся 20 точкам прин-
ципиально меняет результат: среднеквадратичная
ошибка оценки y становится равной 1,593 балла, а
оценки y1 — 1, 248 балла.

Выше отмечалось, что в настоящее время мно-
гие информационно-поисковые системы базиру-
ются на векторно-пространственной модели текс-
та, предложенной Г. Солтоном с соавторами [3],
в которой мерой близости текстов служит косинус
угла между векторами, отражающими надлежащим
образом преобразованные тексты. В принятых ра-
нее обозначениях это

cos (Tü, Tj) =
(Tü, Tj)

|Tü ‖ Tj |
.

Такая мера также была вычислена для всех 22 из-
ложений и эталонного текста. Эта мера была со-
поставлена с оценками преподавателя и получена

соответствующая регрессия для перевода ее значе-
ний в 100-балльные оценки:

Q100 = −18,97 + 116,3 cos (Tü, Tj) .

Результаты вычислений представлены в 6-м и
7-м столбцах табл. 4. Среднеквадратичное отклоне-
ние прогноза оценки по этой регрессии от оценки
преподавателя составило 13,27 балла, а коэффи-
циент корреляции равен 0,769. После удаления
из массива 16-й и 21-й точек ошибка составила
2,155 балла. Уклонение оценки, автоматически
полученной по разработанной методике, от оцен-
ки преподавателя оказалось примерно в два раза
меньше. Обычно предполагается нормальное рас-
пределение для ошибки и величина ее оценивается
3σ-интервалом. В этом случае возможное мак-
симальное уклонение оценки, формируемой авто-
матически по разработанной методике, от оценки
преподавателя оценивается в 3,744 балла, в то время
как для векторно-пространственной модели оценка
ошибки дает 6,466 балла. Без удаления проблемных
16-й и 21-й точек соотношение ошибок предсказа-
ния (примерно в два раза) сохраняется.

Таким образом, из приведенного примера вид-
но, что автоматизированная проверка знаний
(оценка семантической близости текстов) не уто-
пия. Реальный путь повышения надежности и уров-
ня адекватности сопоставления текстов представ-
ляется в исследовании возможностей детализации
системы семантических компонентов, адаптации
градуировки количества информации в принятой
шкале оценок, учета синонимов. Но все эти за-
дачи укладываются в предложенную методологию,
и варианты их решения достаточно хорошо про-
сматриваются. Важно отметить, что вероятностная
модель текста и информационная мера близости
текстов содержательно соответствуют существу за-
дачи семантического сопоставления текстов и
имеют практически неограниченные возможности
детализации и повышения на этой основе достовер-
ности оценки семантической адекватности ответа
эталону.

7 Заключение
Изложена оригинальная методологическая

основа автоматизации процедуры оценки уровня
семантического подобия текстов, которая может
быть использована в автоматических системах об-
работки вербальной информации, в частности в
системах оценки уровня знаний учащихся. Систе-
мы оценки знаний, разработанные на ее основе,
смогут воспринимать реальные полноценные отве-
ты учащихся на поставленные вопросы и обеспечи-
вать автоматическую оценку уровня адекватности
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ответа содержанию эталонного ответа, хранящего-
ся в базе данных системы. Представлены примеры,
иллюстрирующие содержательную интерпретацию
формально-математического аппарата и возмож-
ности настройки перевода количества взаимной
информации в оценку по принятой в учебном заве-
дении шкале оценки знаний. Разработанная мате-
матическая основа может адаптироваться к задачам
синтеза различных моделей представления текстов,
позволяющих отразить специфику дисциплин и ме-
тодических приемов.
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ОБОБЩЕННЫЕ ДИСПЕРСИОННЫЕ ГАММА-РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

КАК ПРЕДЕЛЬНЫЕ ДЛЯ СЛУЧАЙНЫХ СУММ∗

Л. М. Закс1, В. Ю. Королев2

Аннотация: Доказана общая теорема о необходимых и достаточных условиях сходимости распределений
сумм случайного числа независимых одинаково распределенных случайных величин к однопараметри-
ческим сдвиг-масштабным смесям нормальных законов. В качестве следствия получены необходимые и
достаточные условия сходимости распределений случайных сумм независимых одинаково распределен-
ных случайных величин к обобщенным дисперсионным гамма-распределениям. Для частного случая —
специальных случайных блужданий с непрерывным временем, порожденных обобщенными дважды
стохастическими пуассоновскими процессами, — приведены оценки скорости этой сходимости.

Ключевые слова: случайная сумма; обобщенное гиперболическое распределение; обобщенное обрат-
ное гауссовское распределение; обобщенное гамма-распределение; обобщенное дисперсионное гамма-
распределение; смесь распределений вероятностей; идентифицируемые смеси; аддитивно замкнутое
семейство; оценка скорости сходимости

1 Введение

В данной работе в качестве более гибкой альтер-
нативы часто (и успешно) применяемым в прак-
тических исследованиях обобщенным гипербо-
лическим распределениям рассматривается класс
обобщенных дисперсионных гамма-распределений
и дается теоретическое обоснование использова-
нию его представителей в качестве асимптотиче-
ских аппроксимаций при решении практических
задач.

1.1 Обобщенные гиперболические
распределения

Плотность обобщенного обратного гауссовского

распределения обозначим pGIG(x; ν, µ, λ):

pGIG(x; ν, µ, λ) =

=
λν/2

2µν/2Kν

(√
µλ
) xν−1 exp

{
−1
2

(
µ

x
+ λx

)}
,

x > 0 .

Здесь ν ∈ R,

µ > 0, λ > 0, если ν < 0 ;

µ > 0, λ > 0, если ν = 0 ;

µ > 0, λ > 0, если ν > 0 ,

Kν(z) — модифицированная бесселева функция
третьего рода порядка ν:

Kν(z) =
1

2

∞∫

0

yν−1 exp

{
−z
2

(
y +
1

y

)}
dy ,

z ∈ C , Re z > 0 .

Соответствующую функцию распределения обо-
значим PGIG(x; ν, µ, λ):

PGIG(x; ν, µ, λ) =





0, x < 0 ;
x∫

0

pGIG(z; ν, µ, λ) dz, x > 0 .

Как отмечено в статье [1], обобщенное обратное
гауссовское распределение введено в 1946 г. Этье-
ном Альфеном ( �Etienne Halphen), который исполь-
зовал его для описания объема воды, проходящего
ежемесячно через гидроэлектростанции. В [1] обоб-
щенное обратное гауссовское распределение назва-
но распределением Альфена. В 1973 г. это распре-
деление было переоткрыто Гербертом Зихелем [2],
который использовал его в качестве смешивающего
закона при рассмотрении специальных смешанных
пуассоновских распределений (распределений Зихе-

ля, см., например, [3]) как дискретных распределе-
ний с тяжелыми хвостами. В 1977 г. эти распреде-
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ления снова переоткрыл О.-Э. Барндорфф-Ниль-
сен [4, 5], который, в частности, использовал их для
описания распределения размеров частиц.

Класс обобщенных обратных гауссовских рас-
пределений довольно обширен и содержит, в част-
ности, как распределения с экспоненциально убы-
вающими хвостами (гамма-распределение (µ = 0,
ν > 0)), так и распределения с хвостами, убыва-
ющими степенным образом (обратное гамма-рас-
пределение (λ = 0, ν < 0), обратное гауссовское
распределение (ν = −1/2) и его предельный при
λ → 0 случай — распределение Леви (устойчивое
распределение с характеристическим показателем,
равным 1/2, сосредоточенное на неотрицатель-
ной полуоси — распределение времени достижения
стандартным винеровским процессом единичного
уровня)).

Стандартную нормальную функцию распреде-
ления будем обозначать �(x):

�(x) =

x∫

−∞

ϕ(z) dz , ϕ(x) =
1√
2π
exp

{
−x

2

2

}
,

x ∈ R .

В 1977–1978 гг. О.-Э. Барндорфф-Нильсен [4, 5]
ввел класс обобщенных гиперболических распределе-

ний как класс специальных сдвиг-масштабных сме-
сей нормальных законов. Пусть α ∈ R, β ∈ R. Если
функцию обобщенного гиперболического распре-
деления с параметрами α, β, ν, µ, λ обозначить
PGH(x;α, β, ν, µ, λ), то по определению

PGH(x;α, β, ν, µ, λ) =

=

∞∫

0

�

(
x− β − αz√

z

)
pGIG(z; ν, µ, λ) dz, x ∈ R. (1)

Обратим внимание, что в (1) смешивание проис-
ходит одновременно и по параметру сдвига, и по
параметру масштаба, но так как эти параметры
в (1) связаны жесткой зависимостью, то факти-
чески смесь (1) является однопараметрической.

Несложно убедиться, что плотность
pGH(x;α, β, ν, µ, λ) обобщенного гиперболического
распределения имеет вид:

pGH(x;α, β, ν, µ, λ) =

=

∞∫

0

1√
z
ϕ

(
x− β − αz√

z

)
pGIG(z; ν, µ, λ) dz =

=

∞∫

0

1√
2πz
exp

{
− (x− β − αz)2

2z

}
×

× λν/2zν−1

2µν/2Kν

(√
µλ
) exp

{
−1
2

(
µ

z
+ λz

)}
dz =

=
λν/2(λ+ α2)ν/2−1/4

2
√
2πµν/2Kν

(√
µλ
)
(
µ+ (x− β)2

)1/4−ν/2 ×

×exp{α(x−β)}Kν−1/2

(√
(µ+ (x− β)2) (λ+ α2)

)
.

Класс обобщенных гиперболических распре-
делений очень широк и содержит, в частности,
(а) симметричные и скошенные (skew) распре-
деления Стьюдента (в том числе распределение
Коши), которым в представлении (1) соответ-
ствуют смешивающие обратные гамма-распреде-
ления; (б) дисперсионные гамма-распределения
(Variance Gamma (VG) distributions) (в том чис-
ле симметричные и несимметричные распределе-
ния Лапласа), которым в представлении (1) со-
ответствуют смешивающие гамма-распределения;
(в) нормальные\\обратные нормальные (NIG) рас-
пределения, которым в представлении (1) соответ-
ствуют смешивающие обратные нормальные рас-
пределения, и многие другие типы.

Обобщенные гиперболические распределения
продемонстрировали высочайшую адекватность
при их применении для описания статистических
закономерностей поведения различных характе-
ристик сложных открытых систем, в частности тур-
булентных систем и финансовых рынков. Пуб-
ликации, посвященные моделям, основанным на
обобщенных гиперболических распределениях, ис-
числяются сотнями. Достаточно упомянуть лишь
канонические работы [5–16]. Согласно расхожему
мнению, столь высокая адекватность обобщенных
гиперболических моделей может быть формально
объяснена большим числом настраиваемых пара-
метров, позволяющим подогнать какую угодно мо-
дель к каким угодно данным.

Среди статистиков хорошо известно высказы-
вание Ж. Бертрана «Give me four parameters and I
shall describe an elephant; with five, it will wave its
trunk» (цитируется по статье Л. ЛеКама [17]). Это
обстоятельство, конечно же, играет свою роль, од-
нако на самом деле модели типа (1) в большинстве
случаев адекватны по гораздо более естественным
глубоким причинам.

В прикладной теории вероятностей принято
считать, что ту или иную модель можно считать в до-
статочной мере обоснованной (адекватной) только
тогда, когда она является асимптотической аппрок-

симацией, т. е. когда существует довольно простая
предельная схема (например, схема суммирования)
и соответствующая предельная теорема, в которой
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рассматриваемая модель выступает в качестве пре-
дельного распределения [18]. В первоисточниках
упомянутые выше обобщенные гиперболические
модели вводились чисто умозрительно как распре-
деления процесса броуновского движения со слу-
чайным временем, в каждый момент имеющим то
или иное обобщенное обратное гауссовское распре-
деление. Лишь в статье [19] со ссылкой на работу
А. Реньи [20] имеется довольно расплывчатый на-
мек на то, что смеси нормальных законов могут
быть предельными для сумм случайного числа слу-
чайных величин.

Однако, как ни удивительно, несмотря на то
что свойства обобщенных гиперболических рас-
пределений изучены довольно полно, до недавне-
го времени не было дано корректного доказатель-
ства того факта, что обобщенные гиперболические
распределения выступают в качестве предельных
в простейшей схеме случайно остановленных слу-
чайных блужданий. И, стало быть, приводимая
в некоторых работах аргументация, связывающая
смешивание в модели (1) со случайным характе-
ром волатильности при применении обобщенных
гиперболических распределений в финансовой ма-
тематике, не имела строгого формального обосно-
вания. Возможно, причина этого лежит в том, что
в схеме «нарастающих» сумм, рассматривавшейся
в [20], полное решение указанной задачи невоз-
можно. Его можно получить, лишь рассматривая
случайные суммы в рамках асимптотической схемы
серий. Основополагающей работой в этом напра-
влении стала работа Б. В. Гнеденко и Х. Фахима [21].

«Асимптотическое» обоснование некоторых из
упомянутых выше моделей было дано лишь недав-
но в статьях [22, 23], где показано, что скошен-
ные распределения Стьюдента и дисперсионные
гамма-распределения могут выступать в качестве
предельных в довольно простых предельных тео-
ремах для регулярных статистик, построенных по
выборкам случайного объема, в частности в схе-
ме случайного суммирования случайных величин,
и, следовательно, могут считаться естественными

асимптотическими аппроксимациями для распре-
делений многих процессов, например, сходных с
неоднородными случайными блужданиями.

В статье [24] приведена общая теорема о необ-
ходимых и достаточных условиях сходимости рас-
пределений сумм случайного числа независимых
одинаково распределенных случайных величин к
однопараметрическим сдвиг-масштабным смесям
нормальных законов и в качестве следствия из нее
получены необходимые и достаточные условия
сходимости распределений случайных сумм неза-
висимых одинаково распределенных случайных ве-
личин к обобщенным гиперболическим распреде-

лениям. На примере довольно общего и просто
интерпретируемого частного случая — специаль-
ных случайных блужданий с непрерывным време-
нем, порожденных обобщенными дважды стоха-
стическими пуассоновскими процессами, — там
же приведены оценки скорости этой сходимости.
В данной работе результаты статьи [24] переносят-
ся на обобщенные дисперсионные гамма-распре-
деления.

1.2 Обобщенные дисперсионные
гамма-распределения

Гамма-распределение и обратное гамма-распре-
деление являются частными представителями клас-
са обобщенных гамма-распределений (ОГ-распре-
деления), важная роль которых в моделировании и
анализе стохастической структуры информацион-
ных потоков описана в книге [25]. Обобщенные
гамма-распределения были впервые описаны как
единое семейство в 1962 г. в работе [26] в качестве
семейства вероятностных моделей, включающего в
себя одновременно гамма-распределения и распре-
деления Вейбулла.

Обобщенным гамма-распределением называет-
ся распределение, определяемое плотностью веро-
ятностей вида

f(x; ν, κ, δ) =

=





|ν|
δ•(κ)

(
x

δ

)κν−1

exp

{
−
(
x

δ

)ν}
, x > 0 ;

0 , x < 0 ,

(2)

с параметрами ν ∈ R, κ, δ ∈ R+, отвечающими
соответственно за степень, форму и масштаб, где
•(κ)— эйлерова гамма-функция:

•(κ) =

∞∫

0

xκ−1e−x dx .

Семейство ОГ-распределений включает в себя
практически все наиболее популярные абсолютно
непрерывные распределения. В частности, семей-
ство ОГ-распределений содержит следующие рас-
пределения.

1. Гамма-распределение (ν = 1):

f(x;κ, θ) =
1

•(κ)
θκxκ−1e−θx, x > 0, κ > 0, θ > 0.

1.1. Показательное (экспоненциальное) рас-
пределение (ν = 1, κ = 1):

f(x; θ) = θe−θx, x > 0, θ > 0 .
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1.2. Распределение Эрланга (ν = 1, κ ∈ N):

f(x;κ, θ) =
1

•(κ)
θκxκ−1e−θx ,

x > 0 , κ > 0 , θ > 0 .

1.3. Распределение хи-квадрат (ν = 1, δ = 2):

f(x;n) =
1

2•(n/2)

(
x

2

)n/2−1

e−x/2. x > 0, n ∈ N.

2. Распределение Накагами (ν = 2):

f(x;µ, λ) =
2(λµ)µ

•(µ)
x2µ−1e−λµx2 ,

x > 0 , µ > 0 , λ > 0 .

2.1. Полунормальное распределение (распре-
деление максимума винеровского про-
цесса на отрезке [0, 1]) (ν = 2, κ = 1/2):

f(x; δ) =

√
2

πδ
exp

{
− x2

2δ2

}
, x > 0, δ > 0.

2.2. Распределение Рэлея (ν = 2, κ = 1):

f(x; δ) =
x

δ2
exp

{
− x2

2δ2

}
, x > 0, δ > 0.

2.3. Хи-распределение (ν = 2, δ =
√
2):

f(x;n) =
1

2n/2−1 • (n/2)
xn−1 exp

{
−x

2

2

}
,

x > 0 , n ∈ N .

2.4. Распределение Максвелла (распределе-
ние модулей скоростей движения молекул
в разреженном газе) (ν = 2, κ = 3/2):

f(x; δ) =

√
2

π

x2

δ3
exp

{
− x2

2δ2

}
, x > 0 , δ > 0 .

3. Распределение Вейбулла–Гнеденко (κ = 1):

f(x; η, µ) =
ηxη−1

µη exp

{
−
(
x

µ

)η}
,

x > 0 , η > 0 , µ > 0 .

4. Обратное гамма-распределение (ν = −1):

f(x;µ, λ) =
1

µλ•(λ)

(
µλ

x

)λ+1

exp

{
−µλ
x

}
,

x > 0 , λ > 0 , µ > 0 .

4.1. Распределение Леви (ν = −1, κ = 1/2):

f(x;µ) =

√
µ

2π

1

x3/2
exp

{
− µ

2x

}
, x > 0 , µ > 0 .

5. Логнормальное распределение (κ→ ∞):

f(x;µ, δ) =
1

δx
√
2π
exp

{
− (log x− µ)2

2δ2

}
,

x > 0 , µ ∈ R , δ > 0 .

Широкая применимость ОГ-распределений
обусловлена возможностью их использования в ка-
честве адекватных асимптотических аппроксима-
ций, поскольку практически все они выступают в
качестве предельных в различных предельных тео-
ремах теории вероятностей, а именно:

– показательное распределение выступает в ка-
честве предельного как в схеме максимума (ми-
нимума) (см., например, [27]), так и в схеме
геометрического суммирования, описывая рас-
пределение времени восстановления в проре-
женных процессах восстановления, выступа-
ющих моделями потоков редких событий (см.,
например, [28]);

– гамма-распределение является безгранично де-
лимым и потому выступает в качестве пре-
дельного для распределений сумм независимых
равномерно предельно малых случайных вели-
чин. При этом распределение Эрланга возника-
ет как допредельное распределение суммы не-
зависимых экспоненциально распределенных
случайных величин, что в терминах случай-
ной интенсивности может означать, что если
случайная интенсивность потока поступления
запросов имеет гамма-распределение со значи-
мым параметром формы, то при обработке этих
запросов в основном задействованы механизмы
последовательной обработки информации;

– распределение Вейбулла–Гнеденко принадле-
жит к так называемому первому типу предель-
ных распределений экстремальных порядко-
вых статистик (минимума или максимума) (см.,
например, [27]), что в терминах случайной ин-
тенсивности может означать, что если случай-
ная интенсивность потока поступления запро-
сов имеет распределение Вейбулла–Гнеденко
со значимым параметром степени, то при обра-
ботке этих запросов в основном задействованы
механизмы параллельной обработки информа-
ции;
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– полунормальное распределение (распределе-
ние модуля стандартной нормальной случай-
ной величины) возникает как предельное для
максимальных частичных сумм независимых
случайных величин (см., например, [29]);

– распределение Леви принадлежит к классу
устойчивых законов и потому является пре-
дельным для сумм независимых одинаково рас-
пределенных случайных величин. Оно также
является распределением времени достижения
стандартным винеровским процессом (процес-
сом броуновского движения) фиксированного
уровня;

– логнормальное распределение выступает в ка-
честве предельного для распределения размера
частиц при дроблении (см., например, [30]).

Эти свойства ОГ-распределений обосновывают,
в частности, целесообразность моделирования с их
помощью распределения случайной интенсивно-
сти потока запросов в информационных системах.
Это семейство также широко используется в других
прикладных задачах в самых разных областях (см.,
например, [25]).

Упомянутые выше четырехпараметрические се-
мейства скошенных распределений Стьюдента
и дисперсионных гамма-распределений являются
подклассами введенного в работе [22] пятипара-
метрического семейства распределений

W (x; a, σ, ν, κ, δ) =

∞∫

0

�

(
x− au

σ
√
u

)
f(u; ν, κ, δ) du, (3)

где f(u; ν, κ, δ)— плотность ОГ-распределения (2).
В статье [22] распределения вида (3) названы обоб-

щенными дисперсионными гамма-распределениями.
Задача поиска универсальной модели статисти-

ческих закономерностей во многих областях, в
частности в финансовой математике или в физике
плазмы, подобна задаче отыскания «философского
камня» в алхимии и поэтому не имеет точного реше-
ния. Однако, основываясь на вышеперечисленных
аналитических и асимптотических свойствах пред-
ставителей семейства ОГ-распределений и предель-
ных теоремах для сумм независимых случайных
величин как теоретико-вероятностной формали-
зации принципа неубывания неопределенности в
сложных системах [31], можно утверждать, что се-
мейство обобщенных дисперсионных гамма-рас-
пределений является практически универсальным
для многих задач. Оно представляется еще более
гибкой моделью, нежели обобщенные гиперболи-
ческие распределения, так как класс обобщенных
гамма-распределений в определенном смысле ши-

ре класса обобщенных обратных гауссовских рас-
пределений, поскольку, в отличие от последнего,
он содержит распределения вейбулловского (экс-
поненциально-степенного) типа с произвольным
показателем степени в экспоненте.

2 Критерий сходимости
распределений случайных сумм
к обобщенным дисперсионным
гамма-распределениям

Будем считать, что все случайные величины, о
которых пойдет речь ниже, заданы на одном вероят-
ностном пространстве (Ÿ, A, P). Пусть {Xn,j}j>1,
n = 1, 2, . . . ,— семейство последовательностей оди-
наково распределенных в каждой последователь-
ности (при каждом фиксированном n) случайных
величин. Пусть {Nn}n>1 — последовательность це-
лочисленных неотрицательных случайных величин
таких, что пpи каждом n > 1 случайные величины
Nn, Xn,1, Xn,2, · · · независимы. Положим

Sn,k = Xn,1 + · · ·+Xn,k .

Во избежание недоразумений полагаем
0∑

j=1

= 0.

Символ =⇒ будет обозначать слабую сходимость
(сходимость по распределению).

Расстояние Леви, которое, как известно, метри-
зует слабую сходимость в пространстве функций
распределения, будем обозначать L( · , · ),

L(F, G) = inf{ǫ : G(x− ǫ)− ǫ 6 F (x) 6

6 G(x + ǫ) + ǫ ∀ x ∈ R} .

Каждой паре функций распределения (F, H)
поставим в соответствие множество M(F |H), со-
держащее все функции распределения Q(x) с
Q(0) = 0, обеспечивающие представление характе-
ристической функции, соответствующей функции
распределения F , в виде степенн‚ой смеси характе-
ристической функции, соответствующей функции
распределения H :

∞∫

−∞

eitx dF (x) =

∞∫

0

hx(t) dQ(x) , t ∈ R ,

где

h(t) =

∞∫

−∞

eitx dH(x) , t ∈ R .

Везде далее сходимость будет подразумеваться при
n→ ∞.
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Лемма 1. Предположим, что существуют последо-

вательность натуральных чисел {kn}n>1 и функция

распределения H(x) такие, что

P (Sn,kn < x) =⇒ H(x) .

Предположим, что Nn → ∞ по вероятности. Для

того чтобы имела место сходимость

P (Sn,Nn < x) =⇒ F (x)

распределений случайных сумм к некоторой функции

распределенияF (x), необходимо и достаточно, чтобы

существовала слабо компактная последовательность

функций распределения {Q∗
n(x)}n>1 такая, что вы-

полняются условия:

(i) Q∗
n(x) ∈ M(F |H), n = 1, 2, . . .;

(ii) L(Q∗
n, Qn) −→ 0,

где Qn(x) = P(Nn < knx), x ∈ R.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Данное утверждение являет-
ся частным случаем теоремы 4.2.1 в [31].

Напомним определение идентифицируемости
смесей распределений вероятностей, предложен-
ное в работе [32]. Для целей данной статьи доста-
точно рассмотреть смеси распределений из одно-
параметрических семейств. Пусть функция H(x; y)
определена на плоскости R × R. Предположим,
что функция H(x; y) измерима по y при каждом
фиксированном x ∈ R и является функцией рас-
пределения как функция аргумента x при каждом
фиксированном y ∈ R. Пусть Q — некоторое се-
мейство функций распределения. Обозначим

F =

=



F (x) =

∞∫

−∞

H(x; y) dQ(y) , x ∈ R : Q ∈ Q



 . (4)

Семейство F называется идентифицируемым, если
из равенства

∞∫

−∞

H(x; y) dQ1(y) =

∞∫

−∞

H(x; y) dQ2(y), x ∈ R ,

с Q1 ∈ Q, Q2 ∈ Q вытекает, что Q1(y) ≡ Q2(y).
Рассмотрим некоторые достаточные условия

идентифицируемости смесей распределений из од-
нопараметрических семейств. Хорошо известно,
что в общем случае сдвиг-масштабные смеси нор-
мальных законов не являются идентифицируемы-
ми. Однако однопараметрические сдвиг-масштаб-
ные смеси нормальных законов типа (1) обладают
этим свойством, как будет показано при доказа-
тельстве теоремы 1.

Семейство функций распределения {H(x; y) :
y > 0} называется аддитивно замкнутым, если для
любых y1 > 0, y2 > 0 справедливо соотношение:

H(x; y1) ∗H(x; y2) ≡ H(x; y1 + y2) . (5)

Здесь символ ∗ обозначает свертку. Иногда свой-
ство (5) семейств распределений вероятностей на-
зывается воспроизводимостью по параметру y.

Следующий результат принадлежит Г. Тейче-
ру [32].

Лемма 2. Предположим, что множество Q состоит

из всех функций распределенияQ(y) сQ(0) = 0. Пусть

семейство функций распределения {H(x; y) : y > 0}
аддитивно замкнуто. Тогда семейство смесей (4)
является идентифицируемым.

Основным результатом данного раздела являет-
ся следующее утверждение.

Теорема 1. Предположим, что существуют после-

довательность натуральных чисел {kn}n>1 и число

α ∈ R такие, что

P (Sn,kn < x) =⇒ �(x− α) . (6)

Предположим, что Nn → ∞ по вероятности. Для

того чтобы имела место сходимость распределений

случайных сумм к некоторой функции распределения

F (x):

P (Sn,Nn < x) =⇒ F (x) ,

необходимо и достаточно, чтобы существовала

функция распределения Q(x) такая, что Q(0) = 0,

F (x) =

∞∫

0

�

(
x− αz√

z

)
dQ(z) ; (7)

P(Nn < xkn) =⇒ Q(x) . (8)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Зафиксируем вещественное
число α и положим

Hα(x; y) = �

(
x− αy√

y

)
. (9)

Убедимся, что семейство так определенных функ-
ций распределения аддитивно замкнуто по y > 0.
Действительно, функции распределения (9) соот-
ветствует характеристическая функция

∞∫

−∞

eitx dxHα(x; y) = exp

{
y

(
itα− t2

2

)}
.
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Следовательно, свертке функций распределения
Hα(x; y1) и Hα(x; y2) соответствует характеристи-
ческая функция

exp

{
y1

(
itα− t2

2

)}
exp

{
y2

(
itα− t2

2

)}
=

= exp

{
(y1 + y2)

(
itα− t2

2

)}
=

=

∞∫

−∞

eitx dxHα(x; y1 + y2) ,

что и означает аддитивную замкнутость по y > 0
семейства функций распределения (9). Таким обра-
зом, согласно лемме 2 семейство однопараметриче-
ских сдвиг-масштабных смесей нормальных зако-
нов

Fα =






∞∫

0

Hα(x; y) dQ(y) , x ∈ R : Q ∈ Q




 ,

где Q — множество всех функций распределе-
ния Q(y) с Q(0) = 0, идентифицируемо. В свою
очередь, это означает, что для любой функции
распределения F (x) множество M(F |Hα) содер-
жит не более одного элемента. Действительно,
обозначим hα(t) = exp{itα − t2/2} (характери-
стическая функция hα(t) соответствует функции
распределения �(x−α)). Тогда hy

α(t) = exp{y(itα−
− t2/2)}, и, стало быть, характеристические функ-

ции
∞∫
0

hy
α(t) dQ(y), фигурирующие в определении

множества M(F |Hα), соответствуют функциям

распределения
∞∫
0

Hα(x; y) dQ(y), составляющим се-

мейство F . При этом условие (7) означает, что Q ∈
∈ M (F (x)|�(x − α)). Теперь остается сослаться на
лемму 1, в которой роль условий (i) и (ii) играют
соответственно (7) и (8). Теорема доказана.

Замечание 1. Условие (6) выполняется в следующей
довольно общей ситуации. Предположим, что слу-
чайные величиныXn,j имеют конечные дисперсии.
Также предположим, что величиныXn,j могут быть
представлены в виде

Xn,j = X
∗
n,j + αn ,

где αn ∈ R, a X∗
n,j — случайная величина с EX∗

n,j =

= 0,DX∗
n,j = σ

2
n <∞, так чтоEXn,1 = αn иDXn,1 =

= σ2n. Предположим, что αnkn → a и knσ
2
n → 1 при

n → ∞. Тогда вследствие хорошо известного ре-
зультата о необходимых и достаточных условиях
сходимости к нормальному закону распределений
сумм независимых случайных величин с конечны-
ми дисперсиями в схеме серий (см., например, [18])

можно заметить, что соотношение (6) имеет место
тогда и только тогда, когда выполнено условие Лин-
деберга: для любого ε > 0

lim
n→∞

knE(X∗
n,1)

2
I(|X∗

n,1| > ε) = 0

(здесь I(A) — индикаторная функция множества
(события)A), т. е. квадратичные хвосты распределе-
ний слагаемых должны убывать достаточно быстро.

Следствие 1. Предположим, что существуют после-

довательность натуральных чисел {kn}n>1 и число

α ∈ R такие, что имеет место сходимость (6).
Предположим, что Nn → ∞ по вероятности. Для

того чтобы имела место сходимость распределений

случайных сумм к обобщенным дисперсионным гамма-

распределениям:

P
(
Sn,Nn < x

)
=⇒W (x;α, σ, ν, κ, δ) , (10)

необходимо и достаточно, чтобы

P(Nn < xkn) =⇒ F (x; ν, κ, δ) , (11)

гдеF (x; ν, κ, δ)— функция распределения обобщенного

гамма-распределения, соответствующая плотности

f(x; ν, κ, δ) (см. (16)).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определения обобщенно-
го дисперсионного гамма-распределения вытека-
ет, что множество M (W (x;α, σ, ν, κ, δ)|�(x − α))
состоит из единственного элемента F (x; ν, κ, δ).
Поэтому, применяя теорему 1 с F (x) =
= W (x;α, σ, ν, κ, δ), замечаем, что в рассматрива-
емом случае условие (8) принимает вид (11). Теоре-
ма доказана.

Замечание 2. В соотношениях (6), (10) и (11) пре-
дельные функции распределения непрерывны, по-
этому в этих соотношениях сходимость по распре-
делению эквивалентна равномерной сходимости
функций распределения.

3 Оценки скорости сходимости
распределений случайных сумм
к обобщенным дисперсионным
гамма-распределениям

В данном разделе будет использоваться специ-
альная и довольно естественная конструкция слу-
чайных блужданий, удовлетворяющая комплексу
условий, указанному в замечании 1.

Пусть ξ1, ξ2, . . . — независимые одинаково рас-
пределенные случайные величины с Eξ1 = 0, Dξ1 =
= 1, β3 = E|ξ1|3 < ∞, a ∈ R, n — натуральное
число.
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Положим

Xn,j =
ξj√
n
+
α

n
. (12)

В терминах случайных блужданий случайные ве-
личины Xn,j, определенные соотношением (12),
могут быть интерпретированы как элементарные
приращения процесса, при этом рассматриваемая
их конструкция (12) предполагает одинаковый поря-

док малости элементарных трендов и дисперсий, что
характерно, например, для приращений винеров-
ского процесса со сносом. Обозначим

Sn =

n∑

j=1

Xn,j


= 1√

n

n∑

j=1

ξj + α


 .

В силу классической центральной предельной тео-
ремы имеем:

lim
n→∞

sup
x∈R

∣∣P(Sn < x)− �(x− α)
∣∣ = 0 ,

т. е. так определенные случайные величины Xn,j

удовлетворяют условию (6) с kn = n.
В книге [31] и статьях [33, 34] предложено мо-

делировать эволюцию неоднородных хаотических
стохастических процессов, в частности динамику
цен финансовых активов, с помощью обобщенных
дважды стохастических пуассоновских процессов
(обобщенных процессов Кокса). Этот подход полу-
чил дополнительное обоснование и развитие в [3,
29, 35, 36]. В работах [36, 37] этот подход успешно
применен к моделированию процессов плазмен-
ной турбулентности. В соответствии с указанным
подходом поток информативных событий, в ре-
зультате каждого из которых появляется очередное
«наблюденное» значение рассматриваемой харак-
теристики, описывается с помощью точечного слу-
чайного процесса вида M(˜(t)), где M(t), t ≥ 0, —
однородный пуассоновский процесс с единичной
интенсивностью, а ˜(t), t ≥ 0, — независимый от
M(t) случайный процесс, обладающий следующи-
ми свойствами: ˜(0) = 0, P(˜(t) < ∞) = 1 для
любого t > 0, траектории ˜(t) не убывают и непре-
рывны справа. Процесс M(˜(t)), t ≥ 0, называется
дважды стохастическим пуассоновским процессом
(процессом Кокса). В частности, если процесс ˜(t)
допускает представление

˜(t) =

t∫

0

λ(τ) dτ , t > 0 ,

в котором λ(t) — положительный случайный про-
цесс с интегрируемыми траекториями, то λ(t) мож-
но интерпретировать как мгновенную стохастиче-
скую интенсивность процесса Кокса.

В соответствии с такой моделью в каждый мо-
мент времени t распределение случайной вели-
чины M(˜(t)) является смешанным пуассонов-
ским. С практической точки зрения для описания
статистических закономерностей поведения интен-
сивности потока информативных событий удобно
использовать такую гибкую модель, как обобщен-
ное гамма-распределение. Для большей нагляд-
ности рассмотрим случай, когда в рассматрива-
емой модели время t остается фиксированным, а
˜(t) = nUν,κ,δ, где n — вспомогательный параметр,
Uν,κ,δ — случайная величина, имеющая обобщен-
ное гамма-распределение F (x; ν, κ, δ) и независи-
мая от стандартного пуассоновского процессаM(t),
t > 0. При этом асимптотика n → ∞ может интер-
претироваться как то, что (случайная) интенсив-
ность потока информативных событий считается
очень большой, а при использовании подобных
моделей в задачах финансовой математики рас-
пределение случайной величины Uν,κ,δ довольно
естественно отождествляется со статистическими
закономерностями поведения (случайной) вола-
тильности. Для каждого натурального n положим

Nn =M (nUν,κ,δ) .

Очевидно, что так определенная случайная величи-
на Nn имеет смешанное пуассоновское распреде-
ление:

P(Nn = k) = P (M(nUν,κ,δ) = k) =

=

∞∫

0

e−nz (nz)
k

k!
f(z; ν, κ, δ) dz k = 0, 1, . . . (13)

Обозначим An(z) ≡ An(z; ν, κ, δ) = P(Nn < nz),
z > 0 (An(z) = 0 при z < 0). Несложно видеть, что

An(z) =⇒ F (x; ν, κ, δ) (n→ ∞) .

Действительно, как известно, если š(x; ℓ)— функ-
ция распределения Пуассона с параметром ℓ > 0 и
E(x; c) — функция распределения с единственным
единичным скачком в точке c ∈ R, то

š(ℓx; ℓ) =⇒ E(x; 1) (ℓ→ ∞) .

Так как для x ∈ R

An(x) =

∞∫

0

š(nx;nz) dF (z; ν, κ, δ) ,

то по теореме Лебега о мажорируемой сходимости
при n→ ∞
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An(x) =⇒
∞∫

0

E(xz−1; 1) dF (z; ν, κ, δ) =

=

x∫

0

dF (z; ν, κ, δ) = F (x; ν, κ, δ) ,

т. е. так определенные случайные величины Nn

удовлетворяют условию (11) с kn = n. Впредь будем
считать, что при каждом n > 1 случайная величи-
на Nn независима от последовательности {ξj}j>1,
что гарантирует независимость случайных величин
Nn, Xn,1, Xn,2, . . .

Таким образом, в силу непрерывности функ-
ции обобщенного дисперсионного гамма-распре-
деления W (x;α, σ, ν, κ, δ) из следствия 1 вытекает,
что

Dn ≡

≡ sup
x∈R

∣∣∣∣∣∣
P




Nn∑

j=1

Xn,j < x


−W (x;α, σ, ν, κ, δ)

∣∣∣∣∣∣
−→

−→ 0 (n→ ∞)

(см. замечание 2).
Скорость стремления Dn к нулю описывается

следующим утверждением.

Теорема 2. Для любого n > 1 справедлива оценка

Dn 6 0,4532
β3√
n
EU−1/2

ν,κ,δ + 0,1210
α2

n
.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как уже было показано, рас-
пределение случайной величины Nn является сме-
шанным пуассоновским (см. (13)). Следовательно,
по теореме Фубини

P




Nn∑

j=1

Xn,j < x


 = P




M(nUν,κ,δ)∑

j=1

Xn,j < x


 =

=

∞∫

0

P




M(nz)∑

j=1

Xn,j < x


 f(z; ν, κ, δ) dz .

При этом

EXn,j =
α

n
; DXn,j =

1

n
; E|Xn,j − EXn,j |3 =

β3

n3/2
.

Таким образом, при каждом z ∈ (0,∞)

E
M(nz)∑

j=1

Xn,j = αz ;

D
M(nz)∑

j=1

Xn,j = nz

(
α2

n2
+
1

n

)
= z

(
1 +

α2

n

)
.

Из (1) вытекает, что

Dn = sup
x

∣∣∣∣∣

∞∫

0

f(z; ν, κ, δ)

[
P




M(nz)∑

j=1

Xn,j < x



−

− �
(

x− αz√
z(1 + α2/n)

)
+�

(
x− αz√
z(1 + α2/n)

)
−

− �
(
x− αz√

z

)]
dz

∣∣∣∣∣ 6 I1 + I2 , (14)

где

I1 =

∞∫

0

f(z; ν, κ, δ) sup
x

∣∣∣∣∣P




M(nz)∑

j=1

Xn,j < x



−

− �
(

x− αz√
z(1 + α2/n)

)∣∣∣∣∣ dz ;

I2 =

∞∫

0

f(z; ν, κ, δ) sup
x

∣∣∣∣∣�
(

x− αz√
z(1 + α2/n)

)
−

− �
(
x− az√

z

)∣∣∣∣∣ dz .

В дальнейшем понадобится следующее утвержде-
ние.

Лемма 3. Пусть случайные величины X1, X2, . . . оди-

наково распределены. ПустьNℓ — пуассоновская слу-

чайная величина с параметром ℓ > 0. Предположим,

что случайные величины Nℓ, X1, X2, . . . независимы в

совокупности. Обозначим

Sℓ = X1 + · · ·+XNℓ
.

Тогда

sup
x

∣∣∣∣P(Sℓ < x)− �
(
x− ESℓ√
DSℓ

) ∣∣∣∣ 6

6
0,4532√

ℓ

E |X1 − EX1|3

(DX1)3/2
.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 3 приведено в рабо-
те [38] (см. также [3, с. 144]).

Продолжим доказательство теоремы 2. Рассмот-
рим I1. Применяя лемму 3, получаем

I1 6 0,4532
β3√
n

∞∫

0

f(z; ν, κ, δ)√
z

dz =

= 0,4532
β3√
n
EU−1/2

ν,κ,δ . (15)

ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 7 выпуск 1 2013 113



Л. М. Закс, В. Ю. Королев

Рассмотрим I2. Сформулируем еще одно вспо-
могательное утверждение.

Лемма 4. Пусть b ∈ R, 0 < c <∞, 0 < d <∞. Тогда

sup
y

|�(y)− �(cy)| 6
1√
2πe

∣∣∣∣max
{
c,
1

c

}
− 1
∣∣∣∣ ; (16)

√
1 + d− 1 6

d

2
. (17)

Элементарное д о к а з а т е л ь с т в о неравенств (16)
и (17) можно получить, например, с помощью фор-
мулы Лагранжа.

Продолжим доказательство теоремы 2. В лем-
ме 4 положим

y =
x− αz√
z(1 + α2/n)

, c =

√

1 +
α2

n
.

Тогда c > 1 и в силу утверждения (16) леммы 4
имеем:

I2 6
1√
2πe



√

1 +
α2

n
− 1


 .

При этом в силу утверждения (17) леммы 4

√

1 +
α2

n
− 1 6

α2

2n
.

Окончательно получаем:

I2 6
α2

2
√
2πen

. (18)

Подставляя (15) и (18) в (14), получаем утверждение
теоремы. Теорема доказана.

Для симметричных обобщенных дисперсион-
ных гамма-распределений (т. е.α = 0) оценку, пред-
ставленную в теореме 2, можно уточнить не только
за счет того, что в таком случае обнуляется второе
слагаемое в правой части, но и за счет уменьшения
коэффициента при первом слагаемом. Аналогом
леммы 3 здесь может служить следующее утвержде-
ние.

Лемма 5. В условиях леммы 3 справедливо неравен-

ство:

sup
x

∣∣∣∣∣P(Sℓ < x)− �
(
x− ESℓ√
DSℓ

)∣∣∣∣∣ 6
0,3041√

ℓ

E|X1|3
(EX21 )

3/2
.

Д о к а з а т е л ь с т в о этого утверждения приведено
в [39] (см. также [3, теорема 2.4.3]).

Если в случае α = 0 в доказательстве теоремы 2
вместо леммы 3 воспользоваться леммой 5, то в
результате получится следующее утверждение.

Следствие 2. Пусть в дополнение к условиям тео-

ремы 2 α = 0. Тогда для любого n > 1 справедлива

оценка

Dn 6 0,3041
β3√
n
EU−1/2

ν,κ,δ .
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ОБ ОЦЕНКАХ ФУНКЦИЙ КОНЦЕНТРАЦИИ РЕГУЛЯРНЫХ

СТАТИСТИК, ПОСТРОЕННЫХ ПО ВЫБОРКАМ СЛУЧАЙНОГО

ОБЪЕМА∗

В. Е. Бенинг1, Н. К. Галиева2, В. Ю. Королев3

Аннотация: Приведены оценки функций концентрации (ф.к.) регулярных статистик, построенных по
выборкам случайного объема.

Ключевые слова: функция концентрации; случайная сумма; асимптотически нормальная статистика;
распределение Стьюдента; распределение Лапласа

1 Введение

Асимптотическим свойствам распределений
сумм случайного числа случайных величин (с.в.)
посвящено много работ (см., например, [1–6]). Та-
кого рода суммы находят широкое применение в
страховании, экономике, биологии и т. п. [3, 5, 6].
Однако в математической статистике и ее при-
ложениях часто встречаются статистики, которые
не являются суммами наблюдений. Примерами
могут служить ранговые статистики, U-статисти-
ки, линейные комбинации порядковых статистик
(L-статистики) и т. п. При этом в статистике час-
то возникают ситуации, когда размер выборки не
является заранее определенным и может рассмат-
риваться как случайный. Например, при испыта-
нии на надежность число отказавших приборов за
определенное время является случайной величи-
ной. Вообще, в подавляющем большинстве ситу-
аций, связанных с анализом и обработкой экспе-
риментальных данных, можно считать, что число
случайных факторов, влияющих на наблюдаемые
величины, само является случайным и изменяет-
ся от наблюдения к наблюдению. Поэтому вместо
различных вариантов центральной предельной тео-
ремы, обосновывающих нормальность предельного
распределения в классической статистике, в таких
ситуациях следует опираться на их аналоги для вы-
борок случайного объема. Это делает естественным
изучение асимптотического поведения распределе-
ний статистик достаточно общего вида, основан-
ных на выборках случайного объема. Примерами

могут служить работы [7, 8], в которых рассматри-
вались асимптотические свойства распределений
выборочных квантилей, построенных по выборкам
случайного объема.

В данной работе получены оценки для функций
концентрации статистик, построенных по выбор-
кам случайного объема. Эти оценки непосред-
ственно зависят от скорости сходимости функций
распределения таких статистик к предельному за-
кону.

В работе приняты следующие обозначения: R —
множество вещественных чисел; N — множество
натуральных чисел; �(x) и ϕ(x) — соответственно
функция распределения и плотность стандартного
нормального закона.

В разд. 2 рассмотрены случаи предельных рас-
пределений Стьюдента и Лапласа, получены ап-
проксимации для функций концентрации в этих
случаях.

Как известно, ф.к. с.в. Z называется функция
(см., например, [9, с. 53])

QZ(λ) = sup
x∈R

P(x 6 Z 6 x+ λ) , λ > 0 . (1)

Очевидно, ф.к. QZ(λ) — неубывающая функция λ,
удовлетворяющая неравенству

0 6 QZ(λ) 6 1

для любогоλ > 0. Из ее определения следует оценка

sup
x∈R

P(Z = x) = QZ(0) 6 QZ(λ) , λ > 0 ,
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позволяющая оценить максимальную вероятность
отдельного значения с.в.Z. Из определения (1) ф.к.
следует, что для любого числа a ∈ R и любого b > 0
справедливы тождества:

QZ+a(λ) ≡ QZ(λ) ; QbZ(λ) ≡ QZ

(
λ

b

)
.

Применениям функций концентрации к пробле-
мам слабой сходимости посвящены гл. 3 и 4 кни-
ги [10].

Лемма 1.1 Пусть ξ и η — две с.в., тогда

sup
λ>0

|Qξ(λ)−Qη(λ)| 6 4 sup
x∈R

|P(ξ < x)− P(η < x)| .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим

δ = sup
x∈R

|P(ξ < x)− P(η < x)| .

Тогда для любого λ > 0 имеем:

Qξ(λ) =

= sup
x∈R

[P(ξ = x+ λ) + P(ξ < x+ λ)− P(ξ < x)] =

= sup
x∈R

[(P(η = x+ λ) + P(η < x+ λ)− P(η < x)) +

+ (P(ξ = x+ λ)− P(η = x+ λ)) + (P(ξ < x+ λ)−
− P(η < x+ λ)) + (P(η < x)− P(ξ < x))] 6

6 sup
x∈R

|P(η = x+ λ) + P(η < x+ λ)− P(η < x)|+

+ sup
x∈R

|P(ξ = x+ λ)− P(η = x+ λ)|+

+ sup
x∈R

|P(ξ < x+ λ)− P(η < x+ λ)|+

+ sup
x∈R

|P(η < x) − P(ξ < x)| 6

6 Qη(λ) + 2δ + sup
y∈R

|P(ξ = y)− P(η = y)| . (2)

Далее, для любого y ∈ R имеем:

|P(ξ = y)− P(η = y)| = |(P(ξ 6 y)−
− P(ξ < y))− (P(η 6 y)− P(η < y))| 6

6 |P(ξ 6 y)− P(η 6 y)|+ |P(ξ < y)− P(η < y)| =

=

∣∣∣∣limǫ↓0 P(ξ < y + ǫ)− lim
ǫ↓0
P(η < y + ǫ)

∣∣∣∣+

+ |P(ξ < y)− P(η < y)| =

=

∣∣∣∣limǫ↓0 [P(ξ < y + ǫ)− P(η < y + ǫ)]

∣∣∣∣+

+ |P(ξ < y)− P(η < y)| 6

6 lim
ǫ↓0

|P(ξ < y + ǫ)− P(η < y + ǫ)|+ δ 6

6 lim
ǫ↓0
sup

y
|P(ξ < y + ǫ)− P(η < y + ǫ)|+ δ 6 2δ .

Поэтому

sup
y∈R

|P(ξ = y)− P(η = y)| 6 2δ . (3)

Более того, пример двух случайных величин ξ и η та-
ких, что P(ξ = 0) = P(ξ = 1) = 1/2 и P(η = 1/2) = 1
показывает, что оценка (3) неулучшаема.

Используя соотношения (3) и (2), получим:

Qξ(λ) 6 Qη(λ) + 4δ .

Точно так же убеждаемся, что справедливо нера-
венство

Qη(λ) 6 Qξ(λ) + 4δ .

Лемма доказана.

Замечание 1.1. Если функцию концентрации опре-
делить как

“Qξ(λ) = sup
x∈R

P(x 6 ξ < x+ λ) , λ > 0,

то, как несложно убедиться, аналог неравенства,
устанавливаемого леммой 1.1, будет иметь вид:

sup
λ>0

| “Qξ(λ) − “Qη(λ)| 6 2 sup
x∈R

|P(ξ < x)− P(η < x)|,

т. е. коэффициент в правой части будет в два раза
меньше.

Напомним определение унимодальности рас-
пределения вероятности по Хинчину (см., напри-
мер, [11, с. 186] или [10, с. 12], [12, с. 118]). Соглас-
но этому определению, с.в. ξ имеет унимодальное
(одновершинное) распределение, если существует
точка x0 такая, что функция распределения (ф.р.)
Fξ(x) случайной величины ξ выпукла при x < x0,
а функция 1 − Fξ(x) выпукла при x > x0. При
этом точка x0 называется модой случайной вели-
чины ξ. Точка x0 может быть точкой разрыва ф.р.
Fξ(x), но вне точки x0 одновершинность предпола-
гает существование у ф.р. Fξ(x) плотности, которая
монотонна в интервалах x < x0 и x > x0. Неслож-
но убедиться, что любая унимодальная функция
распределения непрерывна всюду, быть может, за
исключением моды.

Лемма 1.2. Пусть ξ — с.в. с симметричным унимо-

дальным распределением. Тогда для λ > 0

Qξ(λ) = P
(
|ξ| < λ

2

)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о . В условиях леммы достаточно
показать, что

argmax
x∈R

P(x 6 ξ 6 x+ λ) = −λ
2
.
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Пусть Fξ(x) — ф.р. с.в. ξ. В силу симметричности
распределения с.в. ξ ее мода равна нулю. Пусть
0 < a < λ/2. Тогда точки ±λ/2, −λ/2 + a и λ/2 + a
являются точками непрерывности функции рас-
пределения Fξ(x). Поэтому имеем:

P
(
−λ
2

6 ξ 6
λ

2

)
− P

(
−λ
2
+ a 6 ξ 6

λ

2
+ a

)
=

= Fξ

(
λ

2

)
− Fξ

(
−λ
2

)
− Fξ

(
λ

2
+ a

)
+

+ Fξ

(
−λ
2
+ a

)
= Fξ

(
−λ
2
+ a

)
− Fξ

(
−λ
2

)
+

+ Fξ

(
λ

2

)
− Fξ

(
λ

2
+ a

)
= 1− Fξ

(
λ

2
− a

)
− 1 +

+ Fξ

(
λ

2

)
+ Fξ

(
λ

2

)
− Fξ

(
λ

2
+ a

)
=

[
Fξ

(
λ

2

)
−

− Fξ

(
λ

2
− a

)]
−
[
Fξ

(
λ

2
+ a

)
− Fξ

(
λ

2

)]
=

= 2Fξ

(
λ

2

)
−
[
Fξ

(
λ

2
− a

)
+ Fξ

(
λ

2
+ a

)]
. (4)

Здесь третье равенство имеет место в силу симмет-
ричности распределения с.в. ξ. Поскольку распре-
деление с.в. ξ симметрично и унимодально, ф.р.
Fξ(z) вогнута при z > 0, т. е. для любых 0 < x < y <
<∞ и α ∈ (0, 1)
Fξ (αx+ (1− α)y) > αFξ(x) + (1− α)Fξ(y) . (5)

Положим в неравенстве (5) x = λ/2−a, y = λ/2+a,
α = 1/2. Получим:

2Fξ

(
λ

2

)
> Fξ

(
λ

2
− a

)
+ Fξ

(
λ

2
+ a

)
.

Продолжая (4), можно заметить, что для рассмат-
риваемых значений a справедливо неравенство:

P
(
−λ
2

6 ξ 6
λ

2

)
− P

(
−λ
2
+ a 6 ξ 6

λ

2
+ a

)
>

> 0 . (6)

В силу симметричности распределения случай
−λ/2 < a < 0 рассматривается аналогично. В слу-
чае a > λ/2 неравенство (6) имеет место в силу
вогнутости Fξ(x) при x > 0, а в случае a < −λ/2 не-
равенство (6) выполнено в силу выпуклости Fξ(x)
при x < 0. Лемма доказана.

Замечание 1.2. Заметим, что если с.в. ξ имеет не-
прерывное симметричное унимодальное распреде-
ление, то Qξ(0) = 0.

ПустьX1, X2, . . .— независимые одинаково рас-
пределенные с.в. с EX1 = µ, 0 < DX1 = σ2 и E|X1−
− µ|3 = β3 <∞. Для натурального n обозначим

Sn = X1 + · · ·+Xn .

Теорема 1.1. Для любого n ∈ N имеет место неравен-

ство

sup
λ>0

∣∣∣∣QSn(λ)− 2�
(

λ

2σ
√
n

)
+ 1

∣∣∣∣ 6 1,8992
β3

σ3
√
n
.

Д о к а з а т е л ь с т в о . В лемме 1.1 положим P(ξ <
< x) = �(x),

η = ηn =
Sn − nµ

σ
√
n

,

так что

QSn(λ) = sup
x∈R

P(x 6 Sn 6 x+ λ) =

= sup
x∈R

P
(
x− nµ

σ
√
n

6 ηn 6
x− nµ+ λ

σ
√
n

)
=

= sup
y∈R

P
(
y 6 ηn 6 y +

λ

σ
√
n

)
= Qηn

(
λ

σ
√
n

)
.

При этом в силу неравенства Берри–Эссеена
(см. [13])

sup
x∈R

∣∣P(ηn < x)− �(x)| 6 0,4748
β3

σ3
√
n
.

Теперь утверждение теоремы следует из лемм 1.1
и 1.2 в силу симметричности и унимодальности
нормального распределения. Теорема доказана.

Следствие 1.1. Для любыхλ > 0 иn ∈ N имеют место

неравенства

2�

(
λ

2σ
√
n

)
− 1− 1,8992 β3

σ3
√
n

6 QSn(λ) 6

6 2�

(
λ

2σ
√
n

)
− 1 + 1,8992 β3

σ3
√
n
.

Будем говорить, что статистика Tn (т. е. измери-
мая функция от наблюдений X1, . . . , Xn) асимпто-
тически нормальна, если существуют δ > 0, ν ∈ R

и µ ∈ R такие, что для любого x ∈ R справедливо
соотношение:

P (δnν(Tn − µ) < x) −→ �(x) , n→ ∞ . (7)

Предположим, что известна оценка скорости схо-
димости в (7) вида

sup
x∈R

∣∣P (δnν(Tn − µ) < x) − �(x)
∣∣ 6

C

nγ , (8)

где C > 0, γ > 0.
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Теорема 1.2. Предположим, что статистикаTn удо-

влетворяет соотношению (8). Тогда для любогоn ∈ N

имеет место неравенство:

sup
λ>0

∣∣∣QTn(λ)− 2�
(
λδnν

2

)
+ 1
∣∣∣ 6
4C

nγ .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим P(ξ < x) = �(x),
η = ηn = δn

ν(Tn − θ). Тогда

QTn(λ) = sup
x∈R

P(x 6 Tn 6 x+ λ) =

= sup
x∈R

P (δnν(x − µ) 6 ηn 6 δnν(x+ λ− µ)) =

= sup
y∈R

P (y 6 ηn 6 y + λδnν) = Qηn (λδn
ν) .

Теперь утверждение теоремы вытекает из лемм 1.1
и 1.2. Теорема доказана.

Следствие 1.2. Для любыхλ > 0 иn ∈ N имеют место

неравенства:

2�

(
λδnν

2

)
− 1− 4C

nγ 6 QTn(λ) 6

6 2�

(
λδnν

2

)
− 1 + 4C

nγ .

2 Статистики, построенные
по выборкам случайного объема

Рассмотрим с.в. N1, N2, . . . и X1, X2, . . ., задан-
ные на одном и том же вероятностном простран-
стве (Ÿ,A,P). В статистике с.в.X1, X2, . . . Xn имеют
смысл наблюдений,n— неслучайный объем выбор-
ки, а с.в. Nn — случайный объем выборки, завися-
щий от натурального параметра n ∈ N. Например,
если с.в. Nn имеет геометрическое распределение
вида

P(Nn = k) =
1

n

(
1− 1

n

)k−1

, k ∈ N ,

то ENn = n и, значит, среднее значение случайного
объема выборки равно n.

Предположим, что при каждом n > 1 с.в. Nn

принимают только натуральные значения, т. е.Nn ∈
∈ N, и независимы от последовательности с.в.
X1, X2, . . . Всюду далее считаем с. в. X1, X2, . . .
независимыми одинаково распределенными и
имеющими ф.р. F (x). Обозначим через Tn =
= Tn(X1, . . . , Xn) некоторую статистику, т. е. дей-
ствительную измеримую функцию от наблюдений

X1, . . . , Xn. Для каждого n > 1 определим с.в. TNn,
полагая

TNn(ω) ≡ TNn(ω)(X1(ω), . . . , XNn(ω)(ω)) , ω ∈ Ÿ .

Таким образом, TNn — это статистика, построенная
на основе статистики Tn по выборке случайного
объема Nn.

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 2.1. Предположим, что для некоторых µ ∈
∈ R, C > 0, σ > 0, ν ∈ R и симметричной унимо-

дальной ф.р. G(x) статистика TNn удовлетворяет

соотношению:

sup
x∈R

∣∣P (σnν(TNn − µ) < x) −G(x)
∣∣ 6

C

nγ .

Тогда для любого n ∈ N имеет место неравенство:

sup
λ>0

∣∣∣QTNn
(λ)− 2G

(
λσnν

2

)
+ 1
∣∣∣ 6
4C

nγ .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Непосредственно следует из
доказательства теоремы 1.2.

Следствие 2.1. Для любых λ > 0 и n ∈ N имеют

место неравенства

2G

(
λσnν

2

)
− 1− 4C

nγ 6 QTNn
(λ) 6

6 2G

(
λσnν

2

)
− 1 + 4C

nγ .

2.1 Распределение Стьюдента

В работе [14] показано, что если случайный объ-
ем выборкиNn имеет отрицательное биномиальное
распределение с параметрами p = 1/n и r > 0, т. е.
(при r = 1 имеем геометрическое распределение)

P(Nn = k) =
(k + r − 2) · · · r
(k − 1)!

1

nr

(
1− 1

n

)k−1

, k ∈ N ,

то для асимптотически нормальной статистики Tn

справедливо предельное соотношение [14, след-
ствие 2.1]:

P
(
σ
√
n(TNn − µ) < x

)
−→ G2r

(
x
√
r
)
, n→ ∞ ,

где G2r(x) — функция распределения Стьюдента с
параметром γ = 2r, т. е. имеющего плотность вида

pγ(x) =
•(γ + 1/2)√
πγ•(γ/2)

(
1 +

x2

γ

)−(γ+1)/2

, x ∈ R ,

где •(·) — эйлерова гамма-функция, а γ > 0 — па-
раметр формы (если параметр γ натурален, то он
называется числом степеней свободы). В рассмат-
риваемой ситуации он может быть произвольно
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мал, что соответствует типичному тяжелохвосто-
му распределению. Отметим, что распределение
Стьюдента является симметричным унимодальным
непрерывным распределением. Если γ = 2, т. е. r =
= 1, то ф.р. G2(x) выражается в явном виде:

G2(x) =
1

2

(
1 +

x√
2 + x2

)
, x ∈ R .

При γ = 1 (r = 1/2) имеем распределение Коши:
G1(x) = 1/2 + (1/π) arctg x.

Если для ф.р. статистикиTn справедлива оценка
скорости сходимости вида

sup
x∈R

∣∣P
(
σ
√
n(Tn − µ) < x

)
− �(x)

∣∣ 6
C0√
n
,

C0 > 0 , n ∈ N , (9)

где C0 — величина, не зависящая от n, то, как по-
казано в работе [15] (также см. [16, теорема 6.11]),
при r ∈ (0, 1/2) справедлива оценка скорости схо-
димости статистики TNn вида

sup
x∈R

∣∣P
(
σ
√
n(TNn − µ) < x

)
−G2r(x

√
r)
∣∣ 6

C1
nr ,

n ∈ N .

Для случая r = 1/2 неравенство имеет вид:

sup
x∈R

∣∣∣∣P
(
σ
√
n(TNn − µ) < x

)
−

− 1
π
arctg

(
x
√
r
)
− 1
2

∣∣∣∣ 6 C2
logn√
n
, n > 1 .

Если же r > 1/2, то

sup
x∈R

∣∣∣P
(
σ
√
n(TNn − µ) < x

)
−G2r

(
x
√
r
)∣∣∣ 6

C3√
n
,

n ∈ N .

В частности, если r = 1, т. е. если Nn имеет геомет-
рическое распределение с параметром 1/n, то

sup
x∈R

∣∣∣∣∣P
(
σ
√
n(TNn − µ) < x

)
− x

2
√
2 + x2

− 1
2

∣∣∣∣∣ 6

6
C3√
n
, n ∈ N .

Здесь Ci, i = 1, 2, 3, — величины, не зависящие
от n, но, возможно, зависящие от r и других пара-
метров задачи. В работе [17] на примере статистики
Tn = (1/n)(X1 + · · · + Xn) показано, что порядки
убывания правых частей в неравенствах, приведен-
ных выше, неулучшаемы.

Учитывая эти неравенства и теорему 2.1, непо-
средственно получаем следующее утверждение.

Теорема 2.2. Предположим, что для некоторых µ ∈
∈ R, C0 > 0 и σ > 0 ф.р. статистики Tn удовлетво-

ряет соотношению (9). Тогда при r ∈ (0, 1/2) и любом

n ∈ N имеет место неравенство:

sup
λ>0

∣∣∣ “QTNn
(λ) − 2G2r

(λσ
√
rn

2

)
+ 1
∣∣∣ 6
4C1
nr

.

Если r = 1/2, то

sup
λ>0

∣∣∣ “QTNn
(λ) − 2

π
arctg

(
λσ

√
n

2
√
2

)∣∣∣ 6 4C2
logn√
n
,

n > 1 .

Если r > 1/2, то

sup
λ>0

∣∣∣ “QTNn
(λ) − 2G2r

(
λσ

√
rn

2

)
+ 1
∣∣∣ 6
4C3√
n
.

В частности, если r = 1, т. е. еслиNn имеет геомет-

рическое распределение с параметром 1/n, то

sup
λ>0

∣∣∣ “QTNn
(λ) − λσ

√
n√

8 + λ2σ2n

∣∣∣ 6
4C3√
n
.

2.2 Примеры

ПустьX1, X2, . . .— независимые одинаково рас-
пределенные случайные величины с EX1 = µ и
0 < DX1 = σ2. Для натурального n обозначим

Tn =
1

n
(X1 + · · ·+Xn) .

Тогда, используя неравенство (5) и теорему 2.2, при
r ∈ (0, 1/2) имеем:

sup
λ>0

∣∣∣ “QTNn
(λ)−2G2r

(
λσ

√
rn

2

)
+1
∣∣∣ 6
4C1
nr , n ∈ N .

Если r = 1/2, то

sup
λ>0

∣∣∣ “QTNn
(λ) − 2

π
arctg

(
λσ

√
n

2
√
2

)∣∣∣ 6 4C2
logn√
n
,

n > 1 .

Если r > 1/2, то

sup
λ>0

∣∣∣ “QTNn
(λ)−2G2r

(
λσ

√
rn

2

)
+1
∣∣∣ 6
4C3√
n
, n ∈ N .
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В частности, если r = 1, т. е. если Nn имеет геомет-
рическое распределение с параметром 1/n, то

sup
λ>0

∣∣∣∣∣
“QTNn

(λ)− λσ
√
n√

8 + λ2σ2n

∣∣∣∣∣ 6
4C3√
n
, n > 1 .

Рассмотрим теперь U-статистики. Пусть
X1, X2, . . .— независимые одинаково распределен-
ные наблюдения и h(x1, x2)— симметричная изме-
римая функция двух переменных такая, что

Eh(X1, X2) = 0 , E|h(X1, X2)|p <∞ , p >
5

3
.

Определим U-статистику:

Un =
∑

16i<j6n

h(Xi, Xj) .

Предположим также, что

τ2 ≡ Eg2(X1) > 0, E|g(X1)|3 <∞ ,

где
g(x) = E(h(X1, X2)|X1 = x) .

Тогда из теоремы 2.2 и теоремы 2.1 работы [18] при
r ∈ (0, 1/2) получаем неравенство:

sup
λ>0

∣∣∣∣ “QUNn
(λ) − 2G2r

(
λ
√
r

2(n− 1)√nτ

)
+ 1

∣∣∣∣ 6

6
4C1
nr , n ∈ N .

Если r = 1/2, то

sup
λ>0

∣∣∣∣∣
“QUNn

(λ) − 2
π
arctg

(
λ

2
√
2n(n− 1)τ

)∣∣∣∣∣ 6

6 4C2
logn√
n
, n > 1 .

Если r > 1/2, то

sup
λ>0

∣∣∣∣ “QUNn
(λ) − 2G2r

(
λ
√
r

2(n− 1)√nτ

)
+ 1

∣∣∣∣ 6

6
4C3√
n
, n ∈ N .

В частности, если r = 1, т. е. если Nn имеет геомет-
рическое распределение с параметром 1/n, то

sup
λ>0

∣∣∣∣∣
“QTNn

(λ) − λ√
λ2 + 8(n− 1)2nτ2

∣∣∣∣∣ 6
4C3√
n
,

n > 1 .

Рассмотрим теперь L-статистики. Пусть
X1, X2, . . .— независимые одинаково распределен-
ные наблюдения с ф.р. F (x) и пусть J(s) — из-
меримая функция, заданная на интервале (0, 1) и
удовлетворяющая условию Липшица. Рассмотрим
числа вида

cin = J

(
i

n+ 1

)
, i = 1, . . . , n ,

и определим L-статистику

Ln =
1

n

n∑

i=1

cinX(i:n) ,

где X(1:n) 6 · · · 6 X(n:n) — вариационный ряд, по-
строенный по выборке X1, . . . , Xn. Предположим
также, что

E|X1|3 <∞ ;

σ2J ≡
∞∫

−∞

J(F (x))J(F (y))(min(F (x), F (y)) −

− F (x)F (y)) dxdy > 0

Тогда из теоремы 2.2 и теоремы 3.1.2 работы [19]
при r ∈ (0, 1/2) получаем неравенство:

sup
λ>0

∣∣∣∣ “QLNn
(λ) − 2G2r

(
λ
√
rn

2σJ

)
+ 1

∣∣∣∣ 6
4C1
nr/2

,

n ∈ N .

Если r = 1/2, то

sup
λ>0

∣∣∣∣∣
“QLNn

(λ) − 2
π
arctg

(
λ
√
n

2
√
2σJ

)∣∣∣∣∣ 6 4C2
logn√
n
,

n > 1 .

Если r > 1/2, то

sup
λ>0

∣∣∣∣ “QLNn
(λ) − 2G2r

(
λ
√
rn

2σJ

)
+ 1

∣∣∣∣ 6
4C3√
n
, n ∈ N .

В частности, если r = 1, т. е. если Nn имеет геомет-
рическое распределение с параметром 1/n, то

sup
λ>0

∣∣∣∣∣∣
“QTNn

(λ) − λ
√
n√

λ2n+ 8σ2J

∣∣∣∣∣∣
6
4C3√
n
, n > 1 .
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2.3 Распределение Лапласа

Рассмотрим распределение Лапласа с ф.р.˜γ(x)
и плотностью

λs(x) =
1

s
√
2
exp

{
−
√
2|x|
s

}
, s > 0, x ∈ R .

В работе [20] была построена последовательность
с.в. Nn(m), зависящая от параметра m ∈ N следу-
ющего вида. Пусть Y1, Y2, . . .— независимые одина-
ково распределенные с.в., имеющие непрерывную
ф.р. Определим с.в.

N(m) = min

{
i > 1: max

16qj6qm
Yj < max

m+16qk6qm+i
Yk

}
.

Хорошо известно, что так определенные с.в. имеют
распределение вида

P(N(m) > k) =
m

m+ k − 1 , k > 1 . (10)

Пусть теперь N (1)(m), N (2)(m), . . . — независимые
одинаково распределенные с.в., имеющие распре-
деление (10). Определим с.в.

Nn(m) = max
16qj6qn

N (j)(m) .

Как показано в работе [20],

lim
n→∞

P
(
Nn(m)

n
< x

)
= e−m/x , x > 0 ,

и для асимптотически нормальной статистики Tn

справедливо соотношение:

P
(
σ
√
n(TNn(m) − µ) < x

)
−→ ˜1/m(x) , n→ ∞ ,

где ˜1/m(x) — функция распределения Лапласа с
параметром s = 1/m. Отметим, что распределе-
ние Лапласа является симметричным унимодаль-
ным непрерывным распределением. Если для ф.р.
статистики Tn справедлива оценка скорости сходи-
мости типа (9), то в работе [21] получена оценка
скорости сходимости ф.р. статистики TNn(m)

sup
x∈R

∣∣∣P
(
σ
√
n(TNn(m) − µ) < x

)
− ˜1/m(x)

∣∣∣ 6
C4√
n
,

n ∈ N .

Учитывая это неравенство и теорему 2.1, непосред-
ственно получаем следующее утверждение.

Теорема 2.3. Предположим, что для некоторых µ ∈
∈ R, C0 > 0 и σ > 0 ф.р. статистики Tn удовлетво-

ряет соотношению (9). Тогда при любом n ∈ N имеет

место неравенство:

sup
λ>0

∣∣∣∣ “QTNn(m)
(λ)− 2˜1/m

(
λσ

√
n

2

)
+ 1

∣∣∣∣ 6
4C4√
n
.

2.4 Примеры

ПустьX1, X2, . . .— независимые одинаково рас-
пределенные случайные величины с EX1 = µ и
0 < DX1 = σ2. Для натурального n обозначим

Tn =
1

n
(X1 + · · ·+Xn) .

Тогда, используя неравенство (5) и теорему 2.3, име-
ем оценку:

sup
λ>0

∣∣∣∣ “QTNn(m)
(λ)− 2˜1/m

(
λσ

√
n

2

)
+ 1

∣∣∣∣ 6
4C4√
n
.

Рассмотрим теперь U-статистики. Пусть
X1, X2, . . .— независимые одинаково распределен-
ные наблюдения и h(x1, x2)— симметричная изме-
римая функция двух переменных такая, что

Eh(X1, X2) = 0 , E|h(X1, X2)|p <∞ , p >
5

3
.

Определим U-статистику

Un =
∑

16i<j6n

h(Xi, Xj) .

Предположим также, что

τ2 ≡ Eg2(X1) > 0 , E|g(X1)|3 <∞ ,

где

g(x) = E(h(X1, X2)|X1 = x) .

Тогда из теоремы 2.3 и теоремы 2.1 работы [18]
получаем неравенство

sup
λ>0

∣∣∣∣ “QUNn(m)
(λ) − 2˜1/m

(
λ

2τ(n− 1)√n

)
+ 1

∣∣∣∣ 6

6
4C4√
n
.

Рассмотрим теперь L-статистики. Пусть
X1, X2, . . .— независимые одинаково распределен-
ные наблюдения с ф.р. F (x) и пусть J(s) — из-
меримая функция, заданная на интервале (0, 1) и
удовлетворяющая условию Липшица. Рассмотрим
числа вида

cin = J

(
i

n+ 1

)
, i = 1, . . . , n ,
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и определим L-статистику

Ln =
1

n

n∑

i=1

cinX(i:n) ,

где X(1:n) 6 · · · 6 X(n:n) — вариационный ряд, по-
строенный по выборке X1 . . . , Xn. Предположим
также, что

E|X1|3 <∞ ;

σ2J ≡
∞∫

−∞

J(F (x))J(F (y))(min(F (x), F (y)) −

− F (x)F (y)) dxdy > 0 .

Тогда из теоремы 2.3 и теоремы 3.1.2 работы [19]
получаем неравенство:

sup
λ>0

∣∣∣∣ “QLNn(m)
(λ)− 2˜1/m

(
λ
√
n

2σJ

)
+ 1

∣∣∣∣ 6
4C4√
n
.
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ОБ АБСОЛЮТНЫХ КОНСТАНТАХ В НЕРАВЕНСТВЕ

БЕРРИ–ЭССЕЕНА И ЕГО СТРУКТУРНЫХ

И НЕРАВНОМЕРНЫХ УТОЧНЕНИЯХ∗

И. Г. Шевцова1

Аннотация: Для равномерного расстояния –n между функцией распределения (ф.р.) стандартного
нормального закона и ф.р. нормированной суммы n независимых случайных величин (с.в.) X1, . . . , Xn с
EXj = 0, EX2

j = σ2j , j = 1, . . . , n, при всех n ≥ 1 приведены оценки

–n ≤ min{0,5583ℓn, 0,3723(ℓn + 0,5τn), 0,3057(ℓn + τn)},

–n ≤ min{0,4690ℓn, 0,3322(ℓn + 0,429τn), 0,3031(ℓn + 0,646τn)}, если X1
d
= · · · d

= Xn,

где ℓn =
n∑

j=1

E|Xj |3, τn =
n∑

j=1

σ3j ,
n∑

j=1

σ2j = 1. Получены уточненные результаты для случая симметричного

распределения слагаемых. Также показано, что в неравенстве Нагаева–Бикялиса (неравномерном аналоге
неравенства Берри–Эссеена) абсолютная константа не превосходит 21,82 в общем случае и 17,36 в случае
одинаково распределенных слагаемых.

Ключевые слова: центральная предельная теорема; оценка скорости сходимости; нормальная аппрокси-
мация; неравенство Берри–Эссеена; неравенство Нагаева–Бикялиса; абсолютная константа

Обозначим F3 множество всех ф.р. F с.в. X
с EX = 0 и E|X |3 <∞. Через F3, s обозна-
чим множество всех симметричных ф.р. из F3.
Пусть X1, X2, . . . , Xn — независимые с.в. с ф.р.
F1, . . . , Fn ∈ F3 соответственно. Положим σ2j =

= EX2j , β3, j = E|Xj|3, j = 1, . . . , n,
n∑

j=1

σ2j = 1, ℓn =

=
n∑

j=1

β3, j, τn =
n∑

j=1

σ3j , Fn(x) = P(X1 + · · · +Xn <

< xBn). Пусть φ(x) и �(x) — соответственно плот-
ность и ф.р. стандартного нормального закона,

–n(x) = |Fn(x)− �(x)| , x ∈ R ;

–n = sup
x

|Fn(x)− �(x)| , n = 1, 2, . . .

В работе [1] с использованием техники преобра-
зования смещения формы и новой оценки точности
аппроксимации характеристической функции пер-
выми членами ее разложения в ряд Тейлора для всех
n ≥ 1 были получены оценки:

–n ≤ min{0,5584ℓn, 0,36266(ℓn + 0,54τn),
0,3129(ℓn + 0,922τn)} , F1, . . . , Fn ∈ F3 ;

–n ≤ min{0,4693ℓn, 0,3322(ℓn + 0,429τn),
0,3031(ℓn + 0,646τn)} , F1 = · · · = Fn ∈ F3 ;

–n ≤ min{0,3425(ℓn + 0,63τn),
0,2895(ℓn + τn)} , F1, . . . , Fn ∈ F3, s ;

–n ≤ min{0,29489(ℓn + 0,587τn) ,
0,2730(ℓn + 0,732τn)} , F1 = · · · = Fn ∈ F3, s .

С помощью алгоритма, использованного в [1], и
оценки

|f ′(t)| ≤ σ sin

(
σ|t| ∧ π

2

)
, t ∈ R ,

для производной характеристической функции
f(t) = EeitX с EX = 0, σ2 ≡ EX2 <∞, вытекающей
из результатов работ [2, 3], указанные результаты
можно уточнить и получить следующие оценки,
справедливые при всех n ≥ 1:

–n ≤ min{0,5583ℓn, 0,3723(ℓn + 0,5τn),
0,3057(ℓn + τn)} , F1, . . . , Fn ∈ F3 ;

∗Работа поддержана грантом МК–2256.2012.1, а также Российским фондом фундаментальных исследований (проекты 12-01-
31125-а, 11-01-00515а, 11-07-00112а, 12-07-00115а).

1Факультет вычислительной математики и кибернетики Московского государственного университета им. М. В. Ломоносова;
Институт проблем информатики Российской академии наук, ishevtsova@cs.msu.su
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–n ≤ min{0,4690ℓn, 0,3322(ℓn + 0,429τn),
0,3031(ℓn + 0,646τn)} , F1 = · · · = Fn ∈ F3 ;

–n ≤ min{0,34245(ℓn + 0,63τn),
0,2873(ℓn + τn)} , F1, . . . , Fn ∈ F3, s ;

–n ≤ min{0,29353(ℓn + 0,593τn),
0,2730(ℓn + 0,729τn)} , F1 = · · · = Fn ∈ F3, s .

Кроме того, исправляя неточность, допущен-
ную в [4], и используя приведенные выше неравен-
ства, можно показать, что справедливы следующие
неравномерные оценки:

sup
x∈R

(1+|x|3)–n(x) ≤ min{21,82ℓn, 18,19(ℓn+τn)} ,

F1, . . . , Fn ∈ F3 ;

sup
x∈R

(1 + |x|3)–n(x) ≤ min{17,36ℓn,

15,70(ℓn + 0,646τn)} , F1 = · · · = Fn ∈ F3 .

Более того, исправленный метод работы [4] позво-
ляет построить монотонно убывающую функцию
C(t) с lim

t→∞
C(t) = 1 + e = 3,71 . . . и такую, что

sup
|x|≥t

|x|3–n(x) ≤ C(t)ℓn, t ≥ 0, n ≥ 1,

F1, . . . , Fn ∈ F3 .

В частности, для C(t) справедливы верхние оценки
C(0) ≤ 21,26, C(4) ≤ 17,19, C(5) ≤ 12,35, C(10) ≤
≤ 7,36 для любых F1, . . . , Fn ∈ F3;
C(0) ≤ 16,90, C(4) ≤ 14,58, C(5) ≤ 11,56, C(10) ≤
≤ 5,85, если F1 = · · · = Fn ∈ F3.

С помощью методов, использованных в данной
работе, можно получить аналогичные равномерные
и неравномерные оценки для случая, когда слага-
емые обладают моментами порядка лишь 2 + δ с
некоторым 0 < δ ≤ 1.
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ANALYTICAL MODELING OF INVARIANT MEASURE DISTRIBUTIONS IN STOCHASTIC SYSTEMS
WITH DISCONTINUOUS CHARACTERISTICS

I. N. Sinitsyn

IPI RAN, sinitsin@dol.ru

Based on normal approximation and statistical linearization, exact and approximate algorithms for distibutions with
invariant measure analytical modeling in nongaussian stochastic systems (StS) with discontinuous characteristics
are developed. Peculiarities in Poisson StS are considered. Test examples confirm the practical accuracy of
algorithms.

Keywords: analytical modeling; autocorrelated noise; distribution with invariant measure; method of normal ap-
proximation; method of statistical linearization; Poisson stochastic system; Pugachev integrodifferential equations,
stochastic regime; stochastic system in Ito sense

PROBABILITY AND STATISTICAL MODELING OF INFORMATION FLOWS IN COMPLEX
FINANCIAL SYSTEMS BASED ON HIGH-FREQUENCY DATA

V. Yu. Korolev1, A. V. Chertok2, A. Yu. Korchagin3, and A. K. Gorshenin4

1Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics, M. V. Lomonosov Moscow State University; IPI RAN,
vkorolev@cs.msu.su
2Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics, M. V. Lomonosov Moscow State University; Euphoria
Group LLC, a.v.chertok@gmail.com
3Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics, M. V. Lomonosov Moscow State University,
sasha.korchagin@gmail.com
4IPI RAN, a.k.gorshenin@gmail.com

A microstructure model is proposed for information flows in complex financial systems and stochastic nature of
intensities of flows of claims which determines market price formation. The outer information flow with random
intensity is considered separately within the proposed and statistically verified multiplicative model. This model
makes it possible to analyze characteristics related to the intensities of the flows of claims and instant relation
between the forces of buyers and sellers without modeling of exogenous information background which is practically
impossible to predict. Also, the generalized price process model is proposed which makes account of all the available
information on flows of claims and admits further analytical interpretation.

Keywords: financial markets; information flows; market price formation; intensity of the flow of claims; limit order
book; mixture of probability distributions; generalized price

STATIONARY CHARACTERISTICS OF THE QUEUEING SYSTEM WITH LIFO SERVICE,
PROBABILISTIC PRIORITY, AND HYSTERIC POLICY

T. A. Milovanova1 and A. V. Pechinkin2

1People’s Friendship University of Russia, tmilovanova77@mail.ru
2IPI RAN, apechinkin@ipiran.ru

Consideration is given to single server queueing system with LIFO service discipline, probabilistic priority, and
single-threshold hysteric policy. Expressions for main stationary characteristics, including stationary waiting and
sojourn times distributions in terms of Laplace–Stieltjes transform, are obtained.

Keywords: queueing system; last-in-first-out; probabilistic priority; hysteretic policy
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ON CONVERGENCE IN THE SPACE Lp OF THE WORKLOAD MAXIMUM FOR A CLASS
OF GAUSSIAN QUEUEING SYSTEMS

O. V. Lukashenko1 and E. V. Morozov2

1Institute of Applied Mathematical Research of Karelian Research Center, Russian Academy of Sciences;
Petrozavodsk State University, lukashenko-oleg@mail.ru
2Institute of Applied Mathematical Research of Karelian Research Center, Russian Academy of Sciences;
Petrozavodsk State University, emorozov@karelia.ru

A class of queueing systems fed by an input containing linear deterministic component and a random component
described by a centered Gaussian process is considered. The variance of the input is a regularly varying at infinity
function with exponent 0 < V < 2. The conditions are found under which the maximum of stationary workload
(remaining work) over time interval [0, t] converges in the space Lp as t → ∞ (and under an appropriate scaling)
to an explicitly given constant a. Asymptotics of the workload maximum in nonstationary regime is also given. The
asymptotics of the hitting time of an increasing value b by the workload process is obtained.

Keywords: Gaussian queue; workload maximum; fractional Brownian motion; asymptotical analysis; regular
varying

ALGORITHMS FOR INDUCTIVE GENERATION OF SUPERPOSITIONS FOR APPROXIMATION
OF EXPERIMENTAL DATA

G. I. Rudoy1 and V. V. Strijov2

1Moscow Institute of Physics and Technology, rudoy@forecsys.ru
2Dorodnicyn Computing Centre of RAS, strijov@ccas.ru

The paper presents an algorithm which inductively generates admissible nonlinear models. An algorithm to
generate all admissible superpositions of given complexity in finite number of iterations is proposed. The proof of
its correctness is stated. The proposed approach is illustrated by a computational experiment on synthetic data.

Keywords: symbolic regression; nonlinear models; inductive generation; models complexity

STATISTICAL TECHNIQUES OF BANS DETERMINATION OF PROBABILITY MEASURES
IN DISCRETE SPACES

A. A. Grusho1, N. A. Grusho2, and E. E. Timonina3

IPI RAN, mkrivenko@ipiran.ru

The method of statistical bans determination of probability measures in the discrete spaces is suggested. Consistency
of the constructed estimates is shown. The application of the received estimates for testing the statistical hypotheses
in the discrete spaces is constructed. It is shown that estimates of bans can generate consistent sequences of criteria
in some sense.

Keywords: consistent sequences of criteria; bans of probability measures in the discrete spaces; consistency of
estimates

OPERATIONS ON THE TREE REPRESENTATIONS OF PIECEWISE QUASI-AFFINE FUNCTIONS

S. A. Guda

Faculty of Mathematics, Mechanics and Computer Science, Southern Federal University, gudasergey@gmail.com

The piecewise quasi-affine (PQAF) functions and PQAF-sets are considered. Tree representation of PQAF-
function and PQAF-set and its complexity are introduced. The algorithms of union, intersection, empty check,
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sum, image/preimage calculation, inversion, composition, and comparison are given. The algorithms are provided
with complexity estimates of the resulting objects. A theorem about the type and complexity of lexicographical
extrema in the PQAF-set, depending on the parameters, has been proved.

Keywords: piecewise quasi-affine function; quasi-affine selection tree; lexicographical extremum; Z-polytope

METHODOLOGICAL BASIS FOR THE CREATION OF INFORMATION SYSTEMS
FOR THE CALCULATION OF INDICATORS OF THEMATIC LINKAGES
BETWEEN SCIENCE AND TECHNOLOGY

V. A. Minin1, I. M. Zatsman2, M. G. Kruzhkov3, and T. P. Norekyan4

1RFBR, minin@rfbr.ru
2IPI RAN, iz ipi@a170.ipi.ac.ru
3IPI RAN, magnit75@yandex.ru
4IPI RAN, izzittami@gmail.com

International experience of indicators’ calculation of thematic linkages between science and technology is analyzed.
The purpose of the analysis is to develop creation principles of information systems for calculating indicators of
linkages with an allowance for structure of inherited scientific and patent information resources, which have been
historically formed in Russia. This type of information systems is new to the Russian scientific and technical sphere.
Their creation is necessary for evaluation of R&D programs and decision-making at all stages of program activities.
In the paper, the methodology of indicators’ calculation of thematic linkages in the Russian scientific and technical
sphere is outlined to develop creation principles of these information systems.

Keywords: linkages between science and technology; classification of the scientific domains; international patent
classification; classifying scientific documents

PARALLEL TEXTS ALIGNMENT STRATEGIES: THE SEMANTIC ASPECTS

E. B. Kozerenko
1IPI RAN, kozerenko@mail.ru

The paper deals with the problems of design and development of the linguistically motivated mechanisms for
parallel texts alignment and grammatical (functional semantic) matches extraction for design of statistical language
portraits to be further incorporated into the hybrid models of machine translation. By hybrid models are meant
those employing both statistical and rule-based mechanisms within one framework for natural language processing.
The presented approach consists in the use of the starting (“seed”) grammar to be further enriched by the matches
discovered in parallel texts. The seed grammar is used featuring the cognitive and functional characteristics of
phrase structures. The grammar formalism employed is the Cognitive Transfer Grammar based on the transfemes
(bilingual phrase structures). The interpreters’ transformations existing in parallel texts are of primary importance
to the research efforts.

Keywords: alignment; parallel texts; syntax; semantics; phrase structures; hybrid models; machine translation

SEMANTIC VECTOR SPACES FOR DIFFERENT KNOWLEDGE DOMAINS

Yu. I. Morozova

IPI RAN, yulia-ipi@yandex.ru

The paper focuses on the actual problems of studying semantics of linguistic units using the methods of corpus
linguistics. It gives a review of distributional semantics which is a new area of linguistic research. The paper proposes
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an enhancement to the existing distributional models by switching from lexemes to word collocations. The paper
describes the methodology used to build semantic vector spaces for different knowledge domains.

Keywords: distributional semantics; vector spaces; meaningful word combinations; collocations

INFORMATION METHOD FOR ASSESSMENT SEMANTIC ADEQUACY OF TEXTS

L. A. Kuznetsov1 and V. F. Kuznetsova2

1Lipetsk State Technical University, kuznetsov.leonid48@gmail.com
2Lipetsk State Technical University, kuznetsov@stu.lipetsk.ru

A problem of automated knowledge examination is considered based on intelligent comparison of student’s
answers with reference knowledge chunks. In order to increase relevance of automatically drawn conclusions, the
information theory ground is used to develop the original methodology of textual content closeness evaluation. As
a part of this work, this approach is applied to evaluate how close students’ essays match reference textual blocks,
relating to a subject.

Keywords: semantic similarity texts; probabilistic model of text; information theory; entropy; transmitted
information of texts; knowledge estimate automatization

VARIANCE-GENERALIZED-GAMMA-DISTRIBUTIONS AS LIMIT LAWS FOR RANDOM SUMS

L. M. Zaks1 and V. Yu. Korolev2

1Department of Modeling and Mathematical Statistics, Alpha-Bank, lily.zaks@gmail.com
2Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics, M. V. Lomonosov Moscow State University; IPI RAN,
vkorolev@cs.msu.su

A general theorem is proved establishing necessary and sufficient conditions for the convergence of the distributions
of sums of a random number of independent identically distributed random variables to variance-mean mixtures
of normal laws. As a corollary, necessary and sufficient conditions for the convergence of the distributions of
sums of a random number of independent identically distributed random variables to variance-generalized-gamma-
distributions are obtained. For a special case of continuous-time random walks generated by compound doubly
stochastic Poisson processes, convergence rate estimates are presented.

Keywords: random sum; generalized hyperbolic distribution; generalized inverse Gaussian distribution; generalized
gamma-distribution; variance-generalized-gamma-distribution; mixture of probability distributions; identifiable
mixtures; additively closed family; convergence rate estimate

ON BOUNDS FOR THE CONCENTRATION FUNCTIONS OF REGULAR STATISTICS
CONSTRUCTED FROM SAMPLES WITH RANDOM SIZES

V. E. Bening1, N. K. Galieva2, and V. Yu. Korolev3

1Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics, M. V. Lomonosov Moscow State University; IPI RAN,
bening@cs.msu.su
2Kazakhstan Branch, M. V. Lomonosov Moscow State University, nurgul u@mail.ru
3Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics, M. V. Lomonosov Moscow State University; IPI RAN,
vkorolev@cs.msu.su

Two-sided bounds for the concentration functions of regular statistics constructed from samples with random sizes
are constructed.

Keywords: concentration function; random sum; asymptotically normal statistic; Student distribution; Laplace
distribution
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ON THE ABSOLUTE CONSTANTS IN THE BERRY–ESSEEN INEQUALITY AND ITS STRUCTURAL
AND NONUNIFORM IMPROVEMENTS

I. G. Shevtsova

Department of Mathematical Statistics, Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics, M. V. Lomonosov
Moscow State University; IPI RAN, ishevtsova@cs.msu.su

New improved upper bounds are presented for the absolute constants in the Berry–Esseen inequality and its
structural and nonuniform improvements. In particular, it is shown that the absolute constant in the classical
Berry–Esseen inequality does not exceed 0.5514 in general case and 0.4690 for the case of identically distributed
summands. The corresponding bounds in the Nagaev–Bikelis inequality are 21.82 and 17.32.

Keywords: central limit theorem; convergence rate estimate; normal approximation; Berry–Esseen inequality;
Nagaev–Bikelis inequality; absolute constant
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