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Предисловие

Вниманию читателей журнала «Информатика и её применения» предлагается очередной тематический
выпуск «Вероятностно-статистические методы и задачи информатики и информационных технологий».
Предыдущие тематические выпуски журнала по данному направлению вышли в 2008 г. (т. 2, вып. 2), в
2009 г. (т. 3, вып. 3) и в 2010 г. (т. 4, вып. 2).

Статьи, собранные в данном журнале, посвящены разработке новых вероятностно-статистических
методов, ориентированных на применение к решению конкретных задач информатики и информацион-
ных технологий, а также — в ряде случаев — и других прикладных задач. Проблематика, охватываемая
публикуемыми работами, развивается в рамках научного сотрудничества между Институтом проблем
информатики Российской академии наук (ИПИ РАН) и Факультетом вычислительной математики и
кибернетики Московского государственного университета им. М. В. Ломоносова в ходе работ над со-
вместными научными проектами (в том числе в рамках функционирования Научно-образовательного
центра «Вероятностно-статистические методы анализа рисков»). Многие из авторов статей, включенных
в данный номер журнала, являются активными участниками традиционного международного семинара по
проблемам устойчивости стохастических моделей, руководимого В. М. Золотаревым и В. Ю. Королевым;
регулярные сессии этого семинара проводятся под эгидой МГУ и ИПИ РАН (в 2011 г. указанный семинар
проводится в октябре в Калининградской области РФ).

Наряду с представителями ИПИ РАН и МГУ в число авторов данного выпуска журнала входят ученые
из Научно-исследовательского института системных исследований РАН, Института проблем технологии
микроэлектроники и особочистых материалов РАН, Института прикладных математических исследо-
ваний Карельского НЦ РАН, Московского авиационного института, Вологодского государственного
педагогического университета, НИИММ им. Н. Г. Чеботарева, Казанского государственного университе-
та, Дебреценского университета (Венгрия).

Несколько статей выпуска посвящено разработке и применению стохастических методов и информа-
ционных технологий для решения различных прикладных задач. В работе В. Г. Ушакова и О. В. Шестакова
рассмотрена задача определения вероятностных характеристик случайных функций по распределениям
интегральных преобразований, возникающих в задачах эмиссионной томографии. В статье Д. О. Яковен-
ко и М. А. Целищева рассмотрены некоторые вопросы математической теории риска и предложен новый
подход к диверсификации инвестиционных портфелей. Работа И. А. Кудрявцевой и А. В. Пантелеева
посвящена построению и исследованию математической модели, описывающей динамику сильноиони-
зованной плазмы. В статье П. П. Кольцова изучается качество работы ряда алгоритмов сегментации
изображений. Статья А. Н. Чупрунова и И. Фазекаша посвящена вероятностному анализу числа безоши-
бочных блоков при помехоустойчивом кодировании; получены усиленные законы больших чисел для
указанных величин.

В данном выпуске традиционно присутствует тематика, весьма активно разрабатываемая в те-
чение многих лет специалистами ИПИ РАН и МГУ, — методы моделирования и управления для
информационно-телекоммуникационных и вычислительных систем, в частности методы теории мас-
сового обслуживания. В статье А. И. Зейфмана с соавторами рассматриваются модели обслуживания,
описываемые марковскими цепями с непрерывным временем в случае наличия катастроф. В работе
М. М. Лери и И. А. Чеплюковой рассматриваются случайные графы Интернет-типа, т. е. графы, степени
вершин которых имеют степенные распределения; такие задачи находят применение при исследовании
глобальных сетей передачи данных. Работа Р. В. Разумчика посвящена исследованию систем массового
обслуживания специального вида — с отрицательными заявками и хранением вытесненных заявок.

Ряд статей посвящен развитию перспективных теоретических вероятностно-статистических методов,
которые находят широкое применение в различных задачах информатики и информационных технологий.
В работе В. Е. Бенинга, А. К. Горшенина и В. Ю. Королева рассмотрена задача статистической проверки
гипотез о числе компонент смеси вероятностных распределений, приводится конструкция асимптотиче-
ски наиболее мощного критерия. Результаты этой работы найдут применение в ряде прикладных задач,
использующих математическую модель смеси вероятностных распределений (в информатике, моделиро-
вании финансовых рынков, физике турбулентной плазмы и т. д.). В статье В. Ю. Королева, И. Г. Шевцовой



и С. Я. Шоргина строится новая, улучшенная оценка точности нормальной аппроксимации для пуассо-
новских случайных сумм; как известно, указанные случайные суммы широко используются в качестве
моделей многих реальных объектов, в том числе в информатике, физике и других прикладных областях.
Работа В. Г. Ушакова и Н. Г. Ушакова посвящена исследованию ядерной оценки плотности распределения;
эти результаты могут применяться, в частности, при анализе трафика в телекоммуникационных системах.
Серьезные приложения в статистике могут получить результаты работы О. В. Шестакова, в которой до-
казаны оценки скорости сходимости распределения выборочного абсолютного медианного отклонения
к нормальному закону.

Редакционная коллегия журнала выражает надежду, что данный тематический выпуск будет интересен
специалистам в области теории вероятностей и математической статистики и их применения к решению
задач информатики и информационных технологий.

Заместитель главного редактора журнала «Информатика и её применения»,
директор ИПИ РАН, академик И. А. Соколов

Редактор-составитель тематического выпуска,
профессор кафедры математической статистики факультета
вычислительной математики и кибернетики МГУ им. М. В. Ломоносова,
ведущий научный сотрудник ИПИ РАН,
доктор физико-математических наук В. Ю. Королев
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АСИМПТОТИЧЕСКИ ОПТИМАЛЬНЫЙ КРИТЕРИЙ ПРОВЕРКИ

ГИПОТЕЗ О ЧИСЛЕ КОМПОНЕНТ СМЕСИ ВЕРОЯТНОСТНЫХ

РАСПРЕДЕЛЕНИЙ∗

В. Е. Бенинг1, А. К. Горшенин2, В. Ю. Королев3

Аннотация: Рассмотрена задача статистической проверки гипотез о числе компонент смеси вероятностных
распределений. Приведен асимптотически наиболее мощный критерий. При выполнении достаточно
слабых условий найдены предельные распределения, потеря мощности и асимптотический дефект.
Подробно рассмотрено применение данного критерия к проверке гипотез о числе компонент смесей
равномерных, нормальных и гамма-распределений.

Ключевые слова: смеси вероятностных распределений; асимптотически наиболее мощный критерий;
потеря мощности; асимптотический дефект

1 Введение

В некоторых конкретных прикладных задачах,
использующих математическую модель смеси ве-
роятностных распределений, крайне важна кор-
ректная интерпретация полученных результатов
(например, в физике турбулентной плазмы необхо-
димо соотносить полученные компоненты смеси с
наблюдаемыми в плазме процессами). Поэтому при
выборе модели смеси важное значение имеет выбор
не только типа смеси (сдвиговая, масштабная или
сдвиг-масштабная) и ядер (смешиваемых распре-
делений), но и числа компонент в подгоняемой к
реальным данным модели. С увеличением числа па-
раметров возрастает и согласие модели с данными.
Однако известны примеры, когда использование
моделей с б‚oльшим числом параметров не только
усложняет практические вычисления, но и приво-
дит к неадекватной интерпретации (более подробно
об этом см. [1, 2]).

Многие популярные алгоритмы (EM, SEM,
MCEM-алгоритмы и их всевозможные модифи-
кации) для статистической декомпозиции смесей
используют заданное число компонент и в процес-
се итерационной процедуры практически не могут
менять это заранее заданное число. При этом в боль-
шинстве прикладных задач число компонент смеси

является неизвестным, и в лучшем случае возмож-
но задать лишь некоторую оценку сверху большим
значением, что, как было отмечено ранее, может
приводить к неадекватным результатам. Известны
так называемые информационные критерии Акаи-
ке [3] и байесовский [4], основанные на функции
правдоподобия. Однако в ряде практически зна-
чимых моделей нарушаются условия регулярности,
в частности в случае конечной смеси нормальных
законов, вообще говоря, функция правдоподобия
не является ограниченной, что приводит к необ-
ходимости использовать другие критерии, а также
накладывать дополнительные искусственные тех-
нические условия для гарантии соблюдения фор-
мальных условий регулярности.

В частности, в работах [5, 6] для проверки гипо-
тезы о том, чтоk0-компонентная смесь нормальных
распределений и k1-компонентная смесь нормаль-
ных распределений одинаково близки к истинному
распределению, т. е.

Eh {log f(x; θ∗)} = Eh {log g(x; γ∗)} ,

против альтернативы, что одна из смесей прибли-
жает лучше, т. е.

Eh {log f(x; θ∗)} > Eh {log g(x; γ∗)} ,
∗Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследований (проекты 09-07-12032-офи-м, 11-07-00112а, 11-01-
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кадры инновационной России на 2009–2013 годы».
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Асимптотически оптимальный критерий проверки гипотез о числе компонент смеси вероятностных распределений

предложено использовать статистику

LR = LR(�θ, �γ; x) =

n∑

j=1

log
f(Xj ; �θ)

g(Xj ; �γ)
. (1)

В качестве меры расстояния между данным и
истинным распределением в указанных работах ис-
пользуется информационный критерий Кульбака–
Лейблера (KLIC)

I(h : f ; θ) = Eh

{
log

h(X ; ϑ)

f(X ; θ)

}
=

=

∫
log h(x; ϑ) dH(x; ϑ)−

∫
log f(x; θ) dH(x; ϑ) .

Здесь h(·) — истинная плотность, f(·) — k1-
компонентная смесь нормальных распределений,
g(·)— k0-компонентная смесь нормальных распре-
делений, а символ Eh обозначает математическое
ожидание относительно h(·); θ∗ и γ∗ минимизи-
руют I(h : f ; θ) и I(h : g; γ) соответственно, а
величины �θ и �γ являются оценками максимального
правдоподобия для θ∗ и γ∗ соответственно.

При этом для смесей нормальных законов в
предположении справедливости некоторых усло-
вий регулярности (а также дополнительных пред-
положений, позволяющих избегать неограничен-
ности функции правдоподобия) в работах [5, 6] от-
мечено, что статистика (1) в случае справедливости
нулевой гипотезы имеет асимптотическое распре-
деление, являющееся взвешенной суммой χ2-рас-
пределений. Но данный критерий не является
оптимальным хотя бы в каком-то смысле. Одна-
ко в работе [7] показано, что для произвольной
смеси вероятностных распределений, удовлетворя-
ющих условиям регулярности, в случае справедли-
вости альтернативы значение статистики стремится
к бесконечности, т. е. такой критерий является со-
стоятельным.

В данной работе предлагается альтернативный
асимптотически оптимальный критерий проверки
гипотез о числе компонент смеси вероятностных
распределений в смысле максимизации предель-
ной мощности критерия (см., например, книгу [8]).

2 Постановка задачи

Предположим, что каждое из независимых на-
блюдений Xn = (X1, . . . , Xn) имеет плотность,
представимую в виде конечной K-компонентной
смеси плотностей некоторых законов распределе-
ния ψi(x), i = 1, . . . ,K, вида

K∑

i=1

piψi(x),
K∑

i=1

pi = 1, pi > 0 , i = 1, . . . ,K .

Отметим, что всюду предполагается, что смесь
идентифицируема (если для конкретных распреде-
лений для этого требуются дополнительные усло-
вия, они оговариваются отдельно). Пусть k — не-
которое известное натуральное число. Требуется
проверить гипотезу

H0 : K = k

против альтернативы

H1 : K = k + 1 .

Другими словами, требуется проверить значимость
(k + 1)-й компоненты (например, если веса pi, i =
= 1, . . . , k + 1, упорядочены по убыванию). Такая
задача довольно типична и возникает, когда нуж-
но убедиться в значимости компоненты с малым
весом или отбросить ее без значимой потери ин-
формативности модели. Подобные проблемы осо-
бенно существенны для так называемых сеточных
методов разделения смесей (см., например, [1, 2]).

Для удобства асимптотического анализа предла-
гаемых критериев сведем описанную выше задачу
проверки гипотез о значении дискретного парамет-
ра K к задаче проверки гипотез о значении непре-

рывного параметра. С этой целью для некоторого
θ ∈ [0, 1] будем считать, что X1 имеет плотность

p(x, θ) = (1− θ)f(x) + θg(x) , (2)

где

f(x) =

k∑

i=1

piψi ;

k∑

i=1

pi = 1 ; g(x) = ψk+1 .

Требуется проверить простую гипотезу

H0 : θ = 0

против последовательности сложных альтернатив
вида (так как равномерно наиболее мощного кри-
терия для проверки простой гипотезы против слож-
ной, как правило, не существует)

Hn,1 : θ =
t√
n
, 0 < t 6 C , C > 0 ,

где параметр t неизвестен. Фактически осуще-
ствляется проверка гипотезы о том, является ли
рассматриваемая смесьk-компонентной (при спра-
ведливости нулевой гипотезы H0) или (k + 1)-
компонентной (при справедливости альтернати-
вы Hn,1).
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3 Асимптотически наиболее
мощный критерий проверки
гипотез о числе компонент
смеси

Используем асимптотический подход, подроб-
но описанный, например, в книге [8]. Согласно
лемме Неймана–Пирсона, для любого фиксиро-
ванного t ∈ (0, C] наилучший критерий проверки
гипотезы H0 против простой альтернативы

Hn,1 : θ =
t√
n

основан на логарифме отношения правдоподобия

˜n(t) =
n∑

i=1

(
l(Xi, tn

−1/2)− l(Xi, 0)
)
, (3)

где

l(x, θ) = log p(x, θ) .

Мощность такого критерия уровня α ∈ (0, 1)
обозначим через β∗

n(t). Хотя статистика ˜n(t) не
может быть использована для построения критерия
проверки гипотезы H0 против альтернативы Hn,1

из-за того, что t неизвестно, однако β∗
n(t) задает

верхнюю границу для мощности любого критерия
при проверке гипотезы H0 против фиксированной
альтернативы Hn,1, t > 0.

В дальнейшем понадобятся следующие функ-
ции:

l(j)(x) =
∂j

∂θj l(x, θ)

∣∣∣∣
θ=0

, j = 1, 2, . . . ,

т. е.

l(1)(x) =
g(x)− f(x)

(1− θ)f(x) + θg(x)

∣∣∣∣
θ=0

=
g(x)

f(x)
− 1 ;

l(2)(x) = − (g(x) − f(x))2

((1 − θ)f(x) + θg(x))2

∣∣∣∣
θ=0

=

= −
(
g(x)

f(x)
− 1
)2
;

l(j)(x) =

= (−1)j+1(j − 1)! (g(x)− f(x))j

((1− θ)f(x) + θg(x))j

∣∣∣∣
θ=0

=

= (−1)j+1(j − 1)!
(
g(x)

f(x)
− 1
)j

, j > 1 .





(4)

Фишеровская информация имеет вид:

I = E0
(
l(1)(X1)

)2
=

∞∫

−∞

(
g(x)

f(x)
− 1
)2

f(x) dx =

=

∞∫

−∞

f(x) dx − 2
∞∫

−∞

g(x) dx +

∞∫

−∞

g2(x)

f(x)
dx =

=

∞∫

−∞

g2(x)

f(x)
dx− 1 . (5)

В дальнейшем будем пользоваться известными со-
отношениями:

E0l
(1)(X1) = 0, E0l

(2)(X1) = −I . (6)

Запишем разложение в ряд Тейлора логарифмиче-
ской производной из выражения (3):

l(Xi, tn
−1/2)− l(Xi, 0) =

t√
n
l(1)(Xi) +

+
t2

2n
l(2)(Xi) + · · ·

Тогда

˜n(t) = tL
(1)
n − t2I

2
+

t2

2
√
n
L(2)n + o(n

−3/2) , (7)

где

L(j)n =
1√
n

n∑

i=1

(l(j)(Xi)− E0l
(j)(Xi)) , j = 1, 2, . . .

Для получения формулы (7) были использова-
ны соотношения (6). Критерий, основанный на
статистике ˜n(t), отвергает гипотезу H0 в пользу
альтернативы Hn,1, если

˜n(t) > cn,t,

где критическое значение cn,t выбирается из усло-
вия

Pn,0(˜n(t) > cn,t) = α ,

где символом Pn,θ обозначено распределение Xn

при θ > 0.
Так как ˜n(t) представляет собой сумму незави-

симых одинаково распределенных случайных вели-
чин, то из центральной предельной теоремы (ЦПТ)
при n → ∞ следует, что ˜n(t) имеет асимптотиче-
ски нормальное распределение вида

L(˜n(t) | H0)→ N(−1
2
t2I, t2I) ; (8)

L(˜n(t) | Hn,1)→ N(
1

2
t2I, t2I) . (9)
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Отсюда несложно получить предельное значение
мощности (см., например, книгу [8]):

β∗
n(t)→ β∗(t) = �(t

√
I − uα) ,

где�(uα) = 1−α, символ�(·) обозначает функцию
распределения стандартного нормального закона.

В качестве критерия с предельной мощностью
β∗(t) для различения гипотез о числе компонент
рассмотрим критерий, основанный на статистике
L
(1)
n , т. е.

L(1)n =
1√
n

n∑

i=1

(
g(Xi)

f(Xi)
− 1
)

(10)

Рассмотрим достаточные условия, при которых
логарифм отношения правдоподобия асимптотиче-
ски нормален, т. е. выполнены условия (8) и (9) при
n → ∞, 0 < t 6 C. Это так называемое условие
локальной асимптотической нормальности, точ-
нее возможность представить логарифм отношения
правдоподобия ˜n(t) в виде

˜n(t) = tL
(1)
n − t2I

2
+ ξn(t) , (11)

где остаточный член ξn(t) стремится к нулю по ве-
роятности при гипотезе H0 при n→ ∞.

Хорошо известен следующий результат (см., на-
пример, статью [9]). Предположим, что плотность
p(x, θ) удовлетворяет следующим условиям:

(A) При каждом x ∈ R плотность p(x, θ) абсолют-
но непрерывна по θ в некоторой окрестности
точки θ = 0.

(B) При каждом θ из этой окрестности производ-
ная ∂p(x, θ)/∂θ существует при почти всех (по
мере Лебега) x ∈ R.

(C) Функция

I(θ) ≡ Eθ

(
∂ log p(x, θ)

∂θ

)2
<∞

положительна и непрерывна в этой окрест-
ности.

Тогда выполнено условие (11).
Проверим выполнение этих условий для плот-

ности p(x, θ) из равенства (2) и сформулируем ре-
зультат в следующем виде.

Лемма 1. Пусть фишеровская информация I из соот-

ношения (5) конечна. Тогда для плотности p(x, θ) из

равенства (2) выполнено соотношение (11).

Д о к а з а т е л ь с т в о будет заключаться в последо-
вательной проверке условий (A)–(C). Обозначим
через δ необходимую правую окрестность точки

θ = 0. Всюду в дальнейшем подразумевается вы-
полнение условия 0 6 θ < δ.
(A) Очевидно, что линейная функция является аб-
солютно непрерывной, поскольку если

∑

i

(bi − ai) < δ1 ,

где (ai, bi) — произвольная система попарно не-
пересекающихся интервалов, то для произвольной
линейной функции вида y(x) = ax + b, a и b —
конечные фиксированные числа, получим
∑

i

|y(bi)− y(ai)| = |a|
∑

i

(bi − ai) < |a|δ1 = ε

при соответствующем выборе δ1. Плотность p(x, θ)
представима в виде: θ(g(x) − f(x)) + f(x), т. е. при
каждом фиксированном x ∈ R является линейной
функцией по θ, а значит, является абсолютно не-
прерывной по θ из правой δ-окрестности нуля.
(B) Найдем производную

∂p(x, θ)

∂θ
=
∂((1− θ)f(x) + θg(x))

∂θ
= g(x)− f(x) .

Очевидно, что данная производная существует при
почти всех (по мере Лебега) x ∈ R для любого θ из
правой δ-окрестности нуля.
(C) Запишем выражение для функции I(θ) более
подробно:

I(θ) = Eθ

(
∂ log p(x, θ)

∂θ

)2
=

= Eθ

(
g(x)− f(x)

(1 − θ)f(x) + θg(x)

)2
.

Функция g(x) − f(x) 6= 0 почти наверное, а в си-
лу известного свойства интеграла Лебега это озна-
чает, что функция I(θ) > 0 (в силу неотрицатель-
ности подынтегрального выражения условие I(θ) 6=
6= 0 эквивалентно I(θ) > 0) почти наверное для
любого θ из правой δ-окрестности нуля (включая и
значение θ = 0).

Далее, используя тот факт, что 0 6 θ < δ, полу-
чаем оценку для подынтегральной функции

(g(x)− f(x))2

(1 − θ)f(x) + θg(x)
6

(g(x)− f(x))2

(1− θ)f(x) + θg(x)
6

6
1

(1− δ)

(g(x)− f(x))2

f(x)
. (12)

Функция, стоящая в правой части (12), пред-
ставляет собой подынтегральное выражение для
интеграла в фишеровской информации I из соот-
ношения (5), который конечен по предположению
леммы.
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Воспользовавшись теоремой Лебега о мажори-
руемой сходимости (см., например, книгу [10]),
получим:

lim
θ→θ0

∫
(g(x)− f(x))2

(1− θ)f(x) + θg(x)
dx =

=

∫
(g(x)− f(x))2

(1− θ0)f(x) + θ0g(x)
dx .

Данное соотношение означает непрерывность
функции I(θ) в правой δ-окрестности нуля
(включая и значение θ = 0). �

Лемма 1 означает, что критерий L
(1)
n из равен-

ства (10) является асимптотически наиболее мощ-
ным. Согласно ЦПТ, L(1)n при n → ∞ имеет нор-
мальное распределение с параметрами 0 и I (при
справедливости нулевой гипотезы). Тогда критиче-
ское значение c(1)n может быть найдено из соотно-
шений:

Pn,0(L
(1)
n > c(1)n ) = α ; c

(1)
n =

√
Iuα + o(1) .

Для отыскания точного распределения L(1)n вы-
пишем его характеристическую функцию, пользу-
ясь тем, что элементы выборки — независимые
одинаково распределенные случайные величины

φ
L
(1)
n
(z) =

(
e−iz/

√
nφξ

(
z√
n

))n

=

= e−iz
√

n

(
φξ

(
z√
n

))n

, z ∈ R ; (13)

ξ =
g(X1)

f(X1)
; φξ(

z√
n
) = Eθ exp

{
i
z√
n
ξ

}
=

=

∞∫

−∞

exp

{
iz√
n

g(x)

f(x)

}
((1 − θ)f(x) + θg(x)) dx .

Аналогично, используя соотношения

L(1)n =
1√
n

n∑

i=1

g(Xi)

f(Xi)
−√

n ;

g(Xi)

f(Xi)
> 0 , i = 1, . . . , n ,

можно применить аппарат преобразования Лапла-
са и записать преобразование Лапласа случайной
величины

ηn =
1√
n

n∑

i=1

g(Xi)

f(Xi)

в виде

�ηn(s) =

(
�ξ

(
s√
n

))n

,

где

�ξ (s) = Eθ exp {−sξ} =

=

∞∫

−∞

exp

{
−s g(x)

f(x)

}
((1− θ)f(x) + θg(x)) dx .

Теперь, так как распределение неотрицательной
случайной величины ηn однозначно определяется
ее преобразованием Лапласа (см., например, [11]),
то для практического определения распределения
случайной величины L

(1)
n при конкретных f(x)

и g(x) можно использовать процедуры численно-
го обращения преобразования Лапласа.

3.1 Асимптотическое поведение разности
мощностей

В работе [8] для нормированного предела раз-
ности мощностей (также называемого потерей мощ-

ности) для критерия, основанного на статисти-
ке (10), получено выражение:

r(t) =
t3

8
√
I
ϕ
(
uα − t

√
I
) [

D0l
(2)(X1)−

− I−1E20l
(1)(X1)l

(2)(X1)
]
, (14)

где символ ϕ(·) обозначает плотность стандартно-
го нормального распределения. Введем обозначе-
ние для моментов порядка s случайной величины
ξ = g(X1)/f(X1):

ās = E0ξ = E0

(
g(X1)

f(X1)

)s

=

+∞∫

−∞

gs(x)

fs−1(x)
dx,

s = 2, 3, 4 . (15)

В этих обозначениях фишеровская информация (5)
равна

I = ā2 − 1 . (16)

Запишем величины, входящие в формулу (14), с
учетом обозначений (15) и формулы (4) в виде

E0l
(1)(X1)l

(2)(X1) = −
+∞∫

−∞

(
g(x)

f(x)
− 1
)3

f(x) dx =

= −
+∞∫

−∞

(
g3(x)

f3(x)
− 3 g

2(x)

f2(x)
+ 3

g(x)

f(x)
− 1
)
f(x) dx =

= −ā3 + 3ā2 − 2 ;
E20l

(1)(X1)l
(2)(X1) = (−ā3 + 3ā2 − 2)2 =

= ā23 − 6ā2ā3 + 4ā3 + 9ā22 − 12ā2 + 4 .
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С учетом формул (6) и (16) имеем:

D0l
(2)(X1) = E0

(
l(2)(X1)

)2
−
(
E0l

(2)(X1)
)2
=

= E0
(
l(2)(X1)

)2
− (ā2 − 1)2 ;

E0
(
l(2)(X1)

)2
=

+∞∫

−∞

(
g(x)

f(x)
− 1
)4

f(x) dx =

=

+∞∫

−∞

(
g4(x)

f4(x)
− 4 g

3(x)

f3(x)
+ 6

g2(x)

f2(x)
− 4 g(x)

f(x)
+

+ 1

)
f(x) dx = ā4 − 4ā3 + 6ā2 − 3 ;

D0l
(2)(X1) = ā4 − 4ā3 + 6ā2 − 3− (ā2 − 1)2 .

Окончательно получаем для величины r(t) из фор-
мулы (14) следующее соотношение:

r(t) =
t3

8
√
ā2 − 1

ϕ
(
uα − t

√
ā2 − 1

)
×

×
(
D0l

(2)(X1)− I−1E20l
(1)(X1)l

(2)(X1)
)
=

=
t3

8
√
ā2 − 1

ϕ
(
uα − t

√
ā2 − 1

)
×

×
(
ā4 − 4ā3 + 6ā2 − 3−ā22 + 2ā2 − 1 +

+ 6ā3 − 9ā2 + 3−
(ā3 − 1)2
ā2 − 1

)
=

=
t3

8
√
ā2 − 1

ϕ
(
uα − t

√
ā2 − 1

)
×

×
(
ā4 + 2ā3 −ā22 −ā2 −

(ā3 − 1)2
ā2 − 1

− 1
)
. (17)

С помощью величины r(t) можно найти асимпто-
тический дефект, так как (см., например, книгу [8])
с учетом формул (16) и (17)

d = lim
n→∞

dn ≡ lim
n→∞

(kn−n) =
2r(t)

t
√
Iϕ(t

√
I − uα)

=

= 2
t3

8
√
ā2 − 1

ϕ
(
uα − t

√
ā2 − 1

)
×

×
(
ā4 + 2ā3 −ā22 −ā2 −

(ā3 − 1)2
ā2 − 1

− 1
)/

(
t
√
ā2 − 1ϕ(t

√
ā2 − 1− uα)

)
=

=
t2

4 (ā2 − 1)

(
ā4 + 2ā3 −ā22 −ā2 −

− (ā3 − 1)
2

ā2 − 1
− 1
)
. (18)

Здесь через dn обозначен дефект, kn — число на-
блюдений, необходимых критерию, основанному
на статистикеL(1)n из формулы (10), для достижения
той же мощности, что и критерию, основанному на
статистике˜n(t)из формулы (3), при альтернативах
вида t/

√
n. Первое равенство в соотношении (18)

понимается в том смысле, что если предел суще-
ствует и конечен, то он, по определению, называ-
ется асимптотическим дефектом.

3.2 Условия сходимости моментных
характеристикā

s

Рассмотрим условия, гарантирующие конеч-
ность моментных характеристик (15) для неко-
торых частных случаев смесей распределений.
Приведем подробный вывод для фишеровской
информации (5), т. е. для моментной характери-
стики ā2. Для остальных условия получаются ана-
логично с учетом того, что

(
∑

i

ai

)2
=
∑

i

a2i + 2
∑

i6=j

aiaj ;

(
k∑

i=1

ai

)3
=
∑

i

a3i + 3
∑

i6=j

aia
2
j + k

∏

i

ai ,

и для любых a > 0, b > 0 справедливо неравенство

1

a+ b
6
1

a
.

Нормальное распределение. В этом случае

f(x) =

k∑

i=1

pi
1

σi

√
2π
exp

{
− (x− ai)

2

2σ2i

}
;

k∑

i=1

pi = 1 ,

g(x) =
1

σk+1

√
2π
exp

{
− (x− ak+1)

2

2σ2k+1

}
.

Поэтому

g2(x)

f(x)
= exp

{
− (x− ak+1)

2

σ2k+1

}/



√
2πσ2k+1

k∑

j=1

pj

σj
exp

{
− (x− aj)

2

2σ2j

}

 =

= exp

{
− 1

σ2k+1
(x2 − 2ak+1x+ a

2
k+1)

}/


√2πσ2k+1

k∑

j=1

pj

σj
exp

{
− 1

2σ2j
(x2 − 2ajx+ a

2
j)

}
 =
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=


√
2πσ2k+1

k∑

j=1

pj

σj
exp

{
x2

(
1

σ2k+1
− 1

2σ2j

)
+

+ 2x

(
aj

2σ2j
− ak+1

σ2k+1

)
+

(
a2k+1
σ2k+1

−
a2j

2σ2j

)}


−1

. (19)

При |x| → ∞ парабола относительно x вида

yj(x) = x
2

(
1

σ2k+1
− 1

2σ2j

)
+2x

(
aj

2σ2j
− ak+1

σ2k+1

)
+

+

(
a2k+1
σ2k+1

− a2j

2σ2j

)

может иметь пределом либо+∞, либо −∞. Первая
ситуация, очевидно, имеет место, если

1

σ2k+1
− 1

2σ2j
=
2σ2j − σ2k+1

2σ2jσ
2
k+1

> 0 ,

что выполнено тогда и только тогда, когда

σ2k+1 < 2σ
2
j .

Поэтому, если выполнено условие

σ2k+1 < 2 max
1≤j≤k

σ2j , (20)

то функция в знаменателе соотношения (19) не-
ограниченно возрастает при |x| → ∞, являясь при

этом величиной порядка O
(
eαx2

)
при некотором

α > 0. Обозначим σ2j0 = max1≤j≤k σ
2
j . В таком

случае, поскольку σ−2
k+1 − (1/2)σ−2

j0
> 0 и

1

σ2k+1
− 1

2σ2j0
−
(
1

σ2k+1
− 1

2σ2i

)
=

=
1

2

(
1

σ2j0
− 1

σ2i

)
< 0 , i = 1, . . . , k ,

g2(x)

f(x)
=

(
C exp

{
x2

(
1

σ2k+1
− 1

2σ2j0

)
+

+ 2x

(
aj0

2σ2j0
− ak+1

σ2k+1

)
+

(
a2k+1
σ2k+1

− a2j0
2σ2j0

)}
×

×
(
1 +O

(
e−x2

)))−1
=

=
(
O
(
eαx2

)(
1 +O

(
e−x2

)))−1
= O

(
e−αx2

)
,

α > 0 , C > 0 , |x| → ∞ ,

и интеграл в соотношении (5) конечен.
Пусть вместо условия (20) выполнено соотно-

шение
σ2k+1 = 2σ

2
j0 ,

Тогда для любого α

g2(x)

f(x)
=

1

eαx+C
(
1 +O

(
e−x2

)) =

=
1

O (eαx)
(
1 +O

(
e−x2

)) = O
(
e−αx

)
, |x| → ∞.

Таким образом, можно заключить, что для ко-
нечности фишеровской информации из форму-
лы (5) достаточно, чтобы было выполнено усло-
вие (20).

Предположим теперь, что

σ2k+1 > 2 max
1≤j≤k

σ2j , (21)

а интеграл из соотношения (5) сходится. Из нера-
венства (21) следует, что все коэффициенты при x2

в равенстве (19) отрицательны:

1

σ2k+1
− 1

2σ2j0
−
(
1

σ2k+1
− 1

2σ2i

)
=

=
1

2

(
1

σ2j0
− 1

σ2i

)
< 0 , i = 1, . . . , k .

Поэтому

g2(x)

f(x)
=

(
C exp

{
x2

(
1

σ2k+1
− 1

2σ2j0

)
+

+ 2x

(
aj0

2σ2j0
− ak+1

σ2k+1

)
+

(
a2k+1
σ2k+1

− a2j0
2σ2j0

)}
×

×
√
2πσ2k+1 ·

(
1 +O

(
e−x2

)))−1

=

=
(
O
(
e−αx2

)(
1 +O

(
e−x2

)))−1
= O

(
eαx2

)
,

α > 0 , C > 0 , |x| → ∞ ,

поэтому интеграл из равенства (5) расходится (ана-

логично вычислению интеграла
∞∫

−∞
e−x2 dx перехо-

дим к полярным координатам и получаем расходя-

щийся интеграл
∞∫
0

et dt). Полученное противоречие

доказывает, что условие (20) является необходимым
и достаточным для существования фишеровской
информации в данном случае.

Вообще, достаточным условием сходимости мо-
ментных характеристик, определяемых соотноше-
нием (15), в случае конечной смеси нормальных
законов является условие:
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σ2k+1 <
s

s− 1 max1≤j≤k
σ2j , s = 2, 3, 4 ,

для каждой из моментных характеристик ās. Та-
ким образом, для конечности моментных характе-
ристик (15) сразу для всех s = 2, 3, 4 достаточно
выполнения условия:

σ2k+1 <
4

3
max
1≤j≤k

σ2j . (22)

Гамма-распределение. В этом случае

f(x) =

k∑

i=1

pi
αβi

i

•(βi)
xβi−1e−αix ;

k∑

i=1

pi = 1 ;

g(x) =
α

βk+1

k+1

•(βk+1)
xβk+1−1e−αk+1x, x > 0 .

Имеем

g2(x)

f(x)
=

α
2βk+1

k+1

•2(βk+1)
x2βk+1−2e−2αk+1x

/

k∑

i=1

pi
αβi

i

•(βi)
xβi−1e−αix =

=
α
2βk+1

k+1

•2(βk+1)

(
k∑

i=1

piα
βi

i

•(βi)
xβi−2βk+1+1e(2αk+1−αi)x

)−1

.

Сходимость интеграла из равенства (5) зависит от
показателей функций в знаменателе. Отметим,
что любое слагаемое, содержащее множитель ви-
да x1−ν , ν > 1, имеет особенность в нуле, а любое
слагаемое, содержащее множитель вида eµx, µ > 0,
имеет особенность на+∞. Таким образом, для схо-
димости подынтегральной функции в 0 и на +∞ в
знаменателе должны быть слагаемые с подобными
множителями. Итак, для ограниченности подын-
тегральной функции хотя бы для одного номера i
должно существовать νi > 1 и хотя бы для одного
номера j должно существовать µj > 0:

g2(x)

f(x)
= O

(
xνi−1e−µjx

)
A(x) ,

где A(x) — ограниченная функция, не имеющая
особенностей в 0 и на+∞, поэтому можно считать,
что A(x) 6 C и

g2(x)

f(x)
= O

(
xνi−1e−µjx

)
, x→ 0,+∞ .

Учитывая вид гамма-функции и сказанное ра-
нее, получаем, что для интегрируемости необходи-
мо, чтобы неравенства νi > 1, µj > 0 выполнялись

хотя бы для одного номера i и j соответственно.
Получим

νi = 2βk+1 − βi > 1⇒ βk+1 >
1

2
min
1≤i≤k

(βi + 1) ;

µj = 2αk+1 − αj > 0⇒ αk+1 >
1

2
min
1≤j≤k

αj .

Отдельно рассмотрим случай наличия в знаме-
нателе слагаемых вида eµjx (т. е. случай, когда νi = 1
для некоторого номера i). Из очевидного неравен-
ства

1

eµx + b
6
1

eµx , b > 0 ,

следует, что интеграл из соотношения (5) сходится
при νi = 1, если µj > 0. Если же µj 6 0, то выво-
ды о сходимости интеграла делаются на основании
поведения функций в сумме, для которой предпо-
лагается отсутствие в ней слагаемых вида eµjx, а
этот случай был рассмотрен ранее. Итак, интеграл
сходится в случае, когда выполнены условия

βk+1 >
1

2
min
1≤i≤k

(βi + 1) ; αk+1 >
1

2
min
1≤j≤k

αj .

Вообще, достаточным условием сходимости мо-
ментных характеристик в соотношении (15) в слу-
чае конечной смеси гамма-распределений являют-
ся условия

βk+1 > s−1 min
1≤i≤k

((s− 1)βi + 1) ;

αk+1 >
s− 1
s

min
1≤j≤k

αj , s = 2, 3, 4 ,

для каждой из моментных характеристик ās. Заме-
тим, что при s > 2, β0 = min

1≤i≤k
βi неравенство

1

2
β0 +

1

2
6
s− 1
s

β0 +
1

s

справедливо только при условии β0 > 1. Таким
образом, для конечности моментных характери-
стик (15) сразу для всех s = 2, 3, 4 достаточные
условия приобретают вид:

βk+1 >

> max

{
1

4
min
1≤i≤k

(3βi + 1),
1

2
min
1≤i≤k

(βi + 1)

}
;

αk+1 >
3

4
min
1≤j≤k

αj .






(23)

Замечание 1. Предположим, что при проверке гипо-
тез на реальных данных добавляется компонента,
для которой условия вида (22) или (23) не выпол-
нены. Приведем алгоритм, позволяющий считать
данные условия выполненными без потери общ-
ности. Будем последовательно из плотности f(x)
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исключать компоненты, для которых условия ви-
да (22), (23) выполнены. Вместо этой компоненты
в f(x) добавим компоненту g(x) и перенормируем
веса так, чтобы они в сумме равнялись единице.
Тогда мы получим некоторую смесь

pi(x, θ) = (1− θ)fi(x) + θgi(x) ,

где

f(x) =
∑

j 6=i

pjψj ;
∑

j 6=i

pj = 1; gi(x) = ψi .

В таких обозначениях условия вида (22) или (23) уже
будут выполнены. А значит, последовательно пере-
бирая все номера i, для которых указанные условия
будут выполнены, можно проверить, является ли
смесь k- или (k +1)-компонентной. Если хотя бы в
одном случае получится, что верна нулевая гипоте-
за, значит, смесь является k-компонентной.

Итак, из вышесказанного получаем следующую
теорему.

Теорема 1. Пусть моментные характеристики ās,

s = 2, 3, 4, из соотношения (15) конечны. Тогда для

проверки гипотез о числе компонент идентифици-

руемой смеси вероятностных распределений может

быть использован критерий, основанный на стати-

стике

L(1)n =
1√
n

n∑

i=1

(
g(Xi)

f(Xi)
− 1
)

и обладающий следующими свойствами:

1. При справедливости нулевой гипотезы эта ста-

тистика имеет нормальное распределение с па-

раметрами 0 иā2 − 1:

L(L(1)n | H0)→ N(0,ā2 − 1) .

2. При справедливости альтернативы эта стати-

стика имеет нормальное распределение с пара-

метрами t (ā2 − 1) иā2 − 1:

L(L(1)n | Hn,1)→ N(t (ā2 − 1) ,ā2 − 1) .

3. Данный критерий является асимптотически

наиболее мощным критерием с предельной мощ-

ностью (для заданного уровня α ∈ (0, 1)) вида

β∗(t) = �(t
√
ā2 − 1− uα) .

4. Потеря мощности этого критерия равна

r(t) =
t3

8
√
ā2 − 1

ϕ
(
uα − t

√
ā2 − 1

)(
ā4 +

+ 2ā3 −ā22 −ā2 −
(ā3 − 1)2
ā2 − 1

− 1
)
.

5. Асимптотический дефект этого критерия равен

d =
t2

4 (ā2 − 1)

(
ā4 + 2ā3 −ā22 −ā2 −

− (ā3 − 1)
2

ā2 − 1
− 1
)
.

Замечание 2. В случае рассмотрения конечной сме-
си нормальных законов для конечности моментных
характеристик ās достаточно потребовать выпол-
нение условий (22), а в случае рассмотрения конеч-
ной смеси гамма-распределений — условий (23).

Замечание 3. Отметим, что в теореме 1 подразуме-
вается выполнение условия ā2 > 1. Его справедли-
вость в терминах фишеровской информации была
доказана при проверке условия (C) леммы 1.

4 Примеры конкретных смесей
вероятностных распределений

В этом разделе рассмотрим частные случаи сме-
сей, для которых в явном виде можно выписать вы-
ражения для интегралов (15). Всюду далее предпо-
лагается, что рассматриваются идентифицируемые
смеси (для нормального и гамма-распределений это
условие конечности числа компонент смеси, что
следует из результатов работы [12]). Для равно-
мерного распределения воспользуемся следующим
утверждением.

Утверждение 1. Пусть A(M) =
⋃

i∈M

[ai, bi], где M —

некоторое подмножество номеров. Обозначим се-

мейство конечных смесей равномерных распределений

через

H =

{
F (x) =

k∑

i=1

piFi(x),

k∑

i=1

pi = 1, Fi ∈ F

}
,

где F = {F (x, ai, bi), x ∈ R, −∞ < ai < bi < ∞,

i ∈ N} — некоторое множество функций распределе-

ния равномерных законов (возможно, конечное). Се-

мейство H идентифицируемо тогда и только тогда,

когда

A(M1)�A(M2) 6= ∅ (24)

для всех возможных различных M1 и M2, Mi ⊆ N.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства утверж-
дения нужно показать, основываясь на результатах
работы [13], что условие (24) является необходи-
мым и достаточным для линейной независимости
множества F над полем действительных чисел.
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Будем пользоваться тем фактом, что функции
распределения линейно зависимы тогда и толь-
ко тогда, когда линейно зависимы их плотности.
В этом просто убедиться, дифференцируя

N∑

i=1

αiFi = 0 , ∀x ∈ R , (25)

где αi — действительные числа, одновременно не
равные нулю. Для плотностей имеем соответствен-
но тождество

N∑

i=1

αifi = 0 . (26)

Очевидно, что интегрирование тождества (26) при-
водит к соотношению (25).

Необходимость. Покажем, что если F является
линейно независимым множеством над R, то усло-
вие (24) выполнено. Предположим, что это не так.
Тогда

N∑

i=1

αiFi = 0

только для тривиального набора чисел {αi} и усло-
вие (24) не выполняется, т. е. для некоторых пара-
метров a < b < c < d (без ограничения общности
рассмотрим случай совпадения числа элементов в
M1 иM2; сказанное останется верным и для разного
числа элементов в сумме в равенстве (25))

[a, b] ∪ [b, d] = [a, c] ∪ [c, d] .

Но

α1
1

b− a
I([a, b]) + α2

1

d− b
I([b, d]) +

+ α3
1

c− a
I([a, c]) + α4

1

d− c
I([c, d]) = 0

не только для тривиального набора коэффициен-
тов. Так, в качестве такого набора можно рас-
смотреть (b − a, d − b,−c + a,−d + c). Получаем
противоречие с линейной независимостью множе-
ства F.

Достаточность. Теперь предположим, что усло-
вие (24) выполнено, а F является линейно зави-
симым множеством над R. Справедливость усло-
вия (24) означает, что существует отрезок [ck, dk]
такой, что

[ck, dk] ⊆ [ak, bk] : [ck, dk] * (A(M1) ∩A(M2)) .

Теперь, рассматривая линейно зависимые плот-
ности в (26) при x ∈ [ck, dk], получаем

αkC ≡ 0 , C > 0 ,

поэтому αk = 0, причем равенство нулю коэф-
фициента справедливо для всех x ∈ R, так как
коэффициенты в сумме в тождестве (26) от x не
зависят и тождество (26) должно выполняться сразу
для всех x. Таким образом, коэффициент перед
плотностью равномерного на сегменте [ak, bk] рас-
пределения в (26) равен нулю, при этом условие (24)
выполняется, а F — линейно зависимое множество.
Далее, поступая описанным выше способом, полу-
чаем, что все коэффициенты при плотностях равны
нулю. Получаем противоречие с предположением о
линейной зависимости. Значит, множество F над R
не может быть линейно зависимым при выполне-
нии условия (24). �

Равномерное распределение. В данном случае

f(x) =

k∑

i=1

pi
1

bi − ai
I([ai, bi]) ;

k∑

i=1

pi = 1;

g(x) =
1

bk+1 − ak+1
I([ak+1, bk+1]) ,

где символом I(·) обозначен индикатор соответ-
ствующего множества. Предположим, что

[ak+1, bk+1]
⋂
(

k⋃

i=1

[ai, bi]

)
6= ∅ .

Тогда моменты (15), которые могут быть исполь-
зованы для нахождения величины r(t) из равен-
ства (17), равны (отметим, что в данном случае
в силу определения равномерного распределения
интегрирование ведется по ограниченному множе-
ству, а подынтегральная функция не имеет особен-
ностей)

ās =

∞∫

−∞

gs(x)

fs(x)
f(x) dx =

1

(bk+1 − ak+1)
s×

×
k∑

j=1

1

bj − aj

bj∫

aj

Ik+1([aj , bj])

(
1

bj − aj
+

+
∑

i=1,...,k
i6=j

Ii([aj , bj])

bi − ai

)−s

dx =
1

(bk+1 − ak+1)
s ×

×
k∑

j=1

1

bj − aj

∫

Aj

(
1

bj − aj
+
∑

i=1,...,k
i6=j

Ii([aj , bj])

bi − ai

)−s

dx =

=
1

(bk+1 − ak+1)
s

k∑

j=1

1

bj − aj

mj−1∑

t=1

(cjt+1 − cjt )×

×
(

1

bj − aj
+
∑

i=1,...,k
i6=j

Ii([c
j
t , c

j
t+1])

bi − ai

)−s

, s = 2, 3, 4,
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где

Ij([ci, ci+1]) =

{
1, если aj 6 ci 6 ci+1 6 bj ;

0, [ci, ci+1] /∈ [aj , bj] ;

Aj = [aj , bj ] ∩ [ak+1, bk+1] ;

набор cj1, . . . , c
j
mj составляет разбиение множества Aj на непересекающиеся (за исключением границ)

сегменты [cjt , c
j
t+1]). При этом считаем, что если Aj = ∅, то mj = 1 и все cji ≡ 0.

Теперь выпишем характеристическую функцию из соотношения (13) для данного случая:

φ
L
(1)
n
(z) =

(
e−iz/

√
nφξ

(
z√
n

))n

= e−iz
√

n

(
φξ

(
z√
n

))n

=

= e−iz
√

n

( ∞∫

−∞

exp

{
iz√
n

g(x)

f(x)

}
((1− θ)f(x) + θg(x)) dx

)n

=

= e−iz
√

n

(
(1− θ)

k∑

j=1

1

bj − aj

bj∫

aj

exp





iz√
n

Ik+1([aj , bj ])/(bk+1 − ak+1)

(bj − aj)
−1 +

∑

i=1,...,k
i6=j

Ii([aj , bj ])/(bi − ai)





dx+

+ θ
1

bk+1 − ak+1

bk+1∫

ak+1

exp




iz√
n

(
(bk+1 − ak+1)

k∑

i=1

Ii([ak+1, bk+1])

bi − ai

)−1
 dx

)n

=

= e−iz
√

n

(
(1 − θ)

k∑

j=1

1

bj − aj

mj−1∑

t=1

(cjt+1 − cjt )×

× exp
{
iz√
n

1

bk+1 − ak+1

(
1

bj − aj
+

∑

i=1,...,k
i6=j

Ii([aj , bj ])

bi − ai

)−1}
+

+ θ
1

bk+1 − ak+1

l−1∑

t=1

(ck+1t+1 − ck+1t ) exp

{
iz√
n

(
(bk+1 − ak+1)

k∑

i=1

Ii([ak+1, bk+1])

bi − ai

)−1})n

.

Аналогично получается выражение для преобразования Лапласа:

�
L
(1)
n
(s) = es

√
n

(
(1− θ)

k∑

j=1

1

bj − aj

mj−1∑

t=1

(cjt+1 − cjt )×

× exp
{
− s√

n

1

bk+1 − ak+1

(
1

bj − aj
+

∑

i=1,...,k
i6=j

Ii([aj , bj ])

bi − ai

)−1}
+

+ θ
1

bk+1 − ak+1

l−1∑

t=1

(ck+1t+1 − ck+1t ) exp

{
− s√

n

(
(bk+1 − ak+1)

k∑

i=1

Ii([ak+1, bk+1])

bi − ai

)−1})n

, s > 0 .

Нормальное распределение. Пусть выполнены условия (22). Проверяется гипотеза о том, что плотность
каждого наблюдения является нормальным законом, против альтернативы, что плотность представляет
собой смесь двух нормальных законов. В данном случае

f(x) =
1

σ1
√
2π
exp

{
− (x− a1)

2

2σ21

}
;

g(x) =
1

σ2
√
2π
exp

{
− (x− a2)

2

2σ22

}
.
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Моменты, определенные в соотношении (15), которые входят в величину r(t) (см. (17)), равны

ās =
σs−1
1

σs
2

√
2π

∞∫

−∞

exp

{
−s (x− a2)

2

2σ22
+ (s− 1)(x− a1)

2

2σ21

}
dx =

=
σs−1
1

σs
2

√
2π

∞∫

−∞

exp

{
−x2

(
s

2σ22
− s− 1
2σ21

)
+ x

(
sa2

σ22
− (s− 1)a1

σ21

)
+
(s− 1)a21
2σ21

− sa22
2σ22

}
dx =

=
σs−1
1

σs
2

√
2π

√
π

s/(2σ22)− (s− 1)/(2σ21)
×

× exp
{(

sa2

σ22
− (s− 1)a1

σ21

)2/(
4

(
s

2σ22
− s− 1
2σ21

))
+
(s− 1)a21
2σ21

− sa22
2σ22

}
=

=
σs
1

σs−1
2

√
sσ21 − (s− 1)σ22

×

× exp
{(

sa2

σ22
− (s− 1)a1

σ21

)2/(
2

(
s

σ22
− s− 1

σ21

))
+
(s− 1)a21
2σ21

− sa22
2σ22

}
=

=
σs
1

σs−1
2

√
sσ21 − (s− 1)σ22

×

× exp
{(

sa2
σ1
σ2

− (s− 1)a1
σ2
σ1

)2/(
2
(
sσ21 − (s− 1)σ22

))
+
(s− 1)a21
2σ21

− sa22
2σ22

}
, s = 2, 3, 4 .

Отметим, что при нахождении значения интеграла использовалось следующее соотношение:

+∞∫

−∞

exp
{
−ax2 + bx+ c

}
dx =

√
π

a
exp

{
b2

4a
+ c

}
.

Гамма-распределение. Пусть выполнены условия (23). Проверяем гипотезу о том, что плотность каждо-
го наблюдения определяется гамма-распределением, против альтернативы, что плотность представляет
собой смесь двух гамма-распределений. В данном случае

f(x) =
αβ1
1

•(β1)
xβ1−1e−α1x ;

g(x) =
αβ2
2

•(β2)
xβ2−1e−α2x , x > 0 .

Моменты, определенные в соотношении (15), которые входят в величину r(t) (см. (17)), равны:

ās =
•s−1(β1)α

sβ2
2

•s(β2)α
(s−1)β1
1

∞∫

0

xsβ2−(s−1)β1−1e−x(sα2−(s−1)α1) dx =

=
αsβ2
2

α
(s−1)β1
1

1

(sα2 − (s− 1)α1)sβ2−(s−1)β1
•s−1(β1)•(sβ2 − (s− 1)β1)

•s(β2)
, s = 2, 3, 4 .
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РЕКОНСТРУКЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ СЛУЧАЙНЫХ ФУНКЦИЙ

В ЗАДАЧАХ ОДНОФОТОННОЙ ЭМИССИОННОЙ ТОМОГРАФИИ

ПРИ ПОМОЩИ АППРОКСИМАЦИИ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО

МНОЖИТЕЛЯ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИМИ МНОГОЧЛЕНАМИ∗

В. Г. Ушаков1, О. В. Шестаков2

Аннотация: Рассмотрена задача определения вероятностных характеристик случайных функций по рас-
пределениям интегральных преобразований, возникающих в задачах эмиссионной томографии. В классе
дискретных случайных функций разработан метод восстановления распределений.

Ключевые слова: эмиссионная томография; преобразование Радона; проекции; случайные функции

1 Введение

При исследовании биологических и других чув-
ствительных объектов с помощью методов од-
нофотонной эмиссионной томографии возникает
задача определения вероятностных характеристик
двумерных случайных функций по характеристи-
кам их интегральных преобразований вида

Rµf(s, θ) =

∫

xθ=s

f(x)eDµ(x,θ⊥) dl ,

θ ∈ S1 , s ∈ R , (1)

(см. [1–4]), где f(x)— непрерывная функция с ком-
пактным носителем, имеющая смысл интенсив-
ности излучения, интеграл берется вдоль прямой
xθ = s, S1 — множество направлений, задаваемых
единичными векторами в R2 с центром в начале
координат, а Dµ(x, θ⊥)— весовая функция, равная

Dµ(x, θ⊥) =

∞∫

0

µ(x+ tθ⊥) dt .

Здесь µ(x)— известная функция с компактным но-
сителем, θ = (cosα, sinα), а θ⊥ = (− sinα, cosα).
Функция −µ(x) имеет смысл коэффициента погло-
щения. Еслиµ(x)равна константе на носителе f(x),
то Rµ(s, θ) превращается в экспоненциальное пре-
образование Радона [1]. По аналогии с экспонен-
циальным преобразованием Радона будем называть
интегральные преобразования вида (1) проекция-
ми, т. е. проекция представляет собой функцию от s

при фиксированном θ. Вопрос возможности обра-
щения преобразования (1) оставался открытым бо-
лее 20 лет. В последние годы проблема была успеш-
но решена и были получены различные формулы
обращения (см., например, [2–4]).

Часто в задачах однофотонной эмиссионной то-
мографии вполне естественно считать функцию,
описывающую интенсивность излучения, случай-
ной. При этом состояния (реализации) этой функ-
ции меняются во время процесса получения про-
екций. Это приводит к тому, что восстановление
даже одной реализации случайной функции обыч-
ными томографическими методами становится не-
возможным.

В работах [5–9] рассмотрена задача определе-
ния вероятностных характеристик двумерных слу-
чайных функций по характеристикам одномерных
проекций без учета поглощения или в предполо-
жении, что коэффициент поглощения равен кон-
станте. Показано, что в общем случае эта задача
характеризуется сильной неоднозначностью и со-
держательные результаты удается получить лишь
в том случае, когда случайная функция дискретна
(имеет не более чем счетное число состояний). В ра-
ботах [6, 9] для класса таких функций разработан
метод восстановления распределений двумерных
случайных функций. В работе [10] показано, что
при коэффициенте поглощения, равном известной
функции −µ(x), имеющей компактный носитель
и принадлежащей классу Гёльдера (с некоторым

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (гранты 11-01-00515а и 11-01-12026-офи-м).
1Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, кафедра математической статистики факультета вычисли-

тельной математики и кибернетики; Институт проблем информатики Российской академии наук, vgushakov@mail.ru
2Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, кафедра математической статистики факультета вычисли-

тельной математики и кибернетики; Институт проблем информатики Российской академии наук, oshestakov@cs.msu.su
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параметром), возможно восстановить распределе-
ния двумерных дискретных случайных функций.
В данной работе предложен метод такого восста-
новления.

2 Постановка задачи и теорема
единственности

Пусть дискретная двумерная случайная функ-
ция ξ(x) имеет вид

ξ(x) = fν(x) ,

где f1(x), f2(x), . . . — последовательность непре-
рывных интегрируемых функций, имеющих ком-
пактный носитель (без потери общности будем счи-
тать, что этим носителем является единичный круг
U = {x ∈ R2 : x21 + x

2
2 ≤ 1}), а ν — случайная вели-

чина, принимающая целые положительные значе-
ния.

Вероятностная структура таких случайных
функций полностью определяется распределени-
ем, т. е. набором (f1(x), f2(x), . . . ; p1, p2, . . .), где

pi = P (ξ(x) = fi(x)), i = 1, 2, . . .,
∞∑

i=1

pi = 1. Распре-

деление ξ(x) будем обозначать через Pξ, а распреде-
ление проекции через PRµξθ

. Будем также полагать,
что носителем функции µ(x) является единичный
круг U .

Как показано в [10], в рамках этой модели рас-
пределение двумерной случайной функции пол-
ностью определяется распределениями проекций.
Справедлива следующая теорема.

Теорема. Пусть случайные функции ξ(x) и η(x) име-

ют описанный выше вид и PRµξθ
= PRµηθ

для всех

θ ∈ ˜, где ˜ — любое подмножество S1, имеющее

положительную меру, тогда

Pξ = Pη .

Другими словами, при сделанных предположе-
ниях распределение любой двумерной случайной
функции однозначно определяется распределени-
ями проекций, зарегистрированных в любом сколь
угодно узком диапазоне углов обзора.

3 Метод группировки проекций

Итак, в рамках описанной модели возможно
восстановить распределение двумерной случайной
функции, зная распределения ее проекций на мно-
жестве ˜, имеющем положительную меру. В этом

пункте будет предложен метод, позволяющий раз-
делить множество зарегистрированных проекций
на группы, соответствующие различным состояни-
ям случайной функции. Для удобства будем пола-
гать, что ˜ совпадает с S1.

Для простоты изложения в данной работе бу-
дут рассматриваться случайные функции, имеющие
всего два состояния. Обобщение на любое ко-
нечное число состояний очевидно, а для случая
счетного числа состояний можно произвести про-
цедуру «усечения» распределений проекций, так
же как это делается в [6] для случая отсутствия
поглощения. Кроме того, поскольку в условиях
рассматриваемой задачи функции fi(x) описывают
распределение плотности источников излучения в
объекте, будем предполагать, что они неотрица-
тельны. Также будем предполагать, что функции
нормированы, т. е. интегралы от них по всей об-
ласти определения равны 1 (при выполнении этих
предположений функции fi(x) являются плотно-
стями вероятностных распределений).

Итак, пусть случайная функция ξ(x) принимает
два состояния f1(x) и f2(x) с вероятностями p1 и p2
соответственно. Предполагается, что известны рас-
пределения проекций для всех θ ∈ S1, т. е. для каж-
дого θ ∈ S1 известны функции Rµfi(s, θ), i = 1, 2,
являющиеся проекциями функций fi(x), i = 1, 2,
и реализующиеся с вероятностями p1 и p2 соот-
ветственно. Причем, вообще говоря, заранее не-
известно, какое состояние проекции соответствует
какому состоянию функции, т. е. может оказать-
ся так, что Rµf1(s, θ) является проекцией f2(x), а
Rµf2(θ, s) — проекцией f1(x). Необходимо разде-
лить функции Rµfi(s, θ), i = 1, 2, для всех θ ∈ S1 на
группы так, чтобы каждая группа состояний про-
екций относилась к одному состоянию случайной
функции.

Если p1 6= p2, тогда такое разделение можно
произвести по вероятностям состояний проекций,
т. е. для всех θ ∈ S1 то значение Rµfi(s, θ), которое
реализуется с вероятностью p1, относится к первой
группе, а значение Rµfi(s, θ), которое реализуется
с вероятностью p2, — ко второй.

В случае, когда p1 = p2 = 1/2, метод группиров-
ки проекций основан на использовании некоторых
свойств так называемых моментов проекций.

Для m = 0, 1, . . . определим функции

J (m)(θ) =

∫

R

Rµf(s, θ)s
m ds . (2)

Интеграл J (m)(θ) называют m-м моментом проек-
ции Rµf(s, θ) для данного направления θ. Подста-
вим в (2) выражение (1) для Rµf(s, θ). Имеем
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∫

R

Rµf(s, θ)s
m ds =

=

∫

R

sm

∫

xθ=s

f(x)eDµ(x,θ⊥) dlds =

=

∫

R2

(x · θ)meDµ(x,θ⊥)f(x) dx =

∫

U

(x · θ)meDµ(x,θ⊥)f(x) dx .

Пусть Pn(x, θ) — тригонометрический многочлен
степени n наилучшего приближения для функции
eDµ(x,θ⊥). Если функция µ(x) непрерывно диффе-
ренцируема на U и

sup
x∈U

|µ(x)| = Aµ ; sup
x∈U

‖gradµ(x)‖ = Cµ ,

тогда, учитывая, что носителем функции µ(x) явля-
ется круг U , с помощью теоремы Джексона [11]
можно показать, что для всех x ∈ U справедливо

sup
x∈U

∣∣∣eDµ(x,θ⊥) − Pn(x, θ)
∣∣∣ ≤ 24e

2AµCµ

n
. (3)

Определим функцию

I(m,n)(θ) =

∫

U

(x · θ)mPn(x, θ)f(x) dx. (4)

Легко видеть, что I(m,n)(θ)представляет собой мно-
гочлен степени m+ n. В силу (3) для всех θ ∈ S1

∣∣∣J (m)(θ)− I(m,n)(θ)
∣∣∣ ≤

≤
∫

U

|(x · θ)m|
∣∣∣eDµ(x,θ⊥) − Pn(x, θ)

∣∣∣ f(x) dx ≤

≤ 24e
2AµCµ

n
. (5)

Заметим, что в силу компактности носителя,
если все моменты двух непрерывных функций со-
впадают между собой, то эти функции равны. Зна-
чит, если функции Rµfi(s, θ), i = 1, 2, различны, то

найдется номер m, для которого моменты J
(m)
i (θ),

i = 1, 2, различаются. Посчитаем по формуле (2)
моменты J

(m)
i (θk) в равноотстоящих интерполяци-

онных точках θk [12], i = 1, 2, k = 0, . . . , 2m + 2n.
Всего существует 22m+2n+1 способов распределить
значения J (m)i (θk), i = 1, 2, по двум группам. Обо-
значим черезH множество всех возможных распре-
делений. Решим линейные системы уравнений

G
(m,n)
h (θn) = J

(m)

ih
n
(θn) , (6)

где ihn = 1 или 2 в зависимости от h, n =
= 0, . . . , 2m + 2n, для всех возможных распреде-
лений h изH . ЗдесьG(m,n)

h (θ)— многочлен степени
m + n, коэффициенты которого определяются из
системы (6). В результате получим 22m+2n+1 мно-
гочленов G(m,n)

h (θ), h = 1, . . . , 22m+2n+1, претенду-

ющих на роль приближения для функции I(m,n)
1 (θ)

или I(m,n)
2 (θ), определяемой выражением (4). Что-

бы оценить погрешность, с которой вычисляются
приближения функций I(m,n)

i (θ), i = 1, 2, восполь-
зуемся известной оценкой погрешности интерпо-
ляции тригонометрическими многочленами [11].
Для многочлена G(m,n)

h (θ), претендующего на роль

приближения для I
(m,n)
1 (θ) или I

(m)
2 (θ), в силу (5)

должно выполняться

∣∣∣G(m,n)
h (θ) − I

(m,n)
1 (θ)

∣∣∣ ≤

≤ 24e
2AµCµ

n

(
8 +
4

π
ln(n+m)

)

или

∣∣∣G(m,n)
h (θ) − I

(m,n)
2 (θ)

∣∣∣ ≤

≤ 24e
2AµCµ

n

(
8 +
4

π
ln(n+m)

)

для всех θ ∈ S1. Следовательно, при всех θ ∈ S1

должно выполняться

∣∣∣G(m,n)
h (θ) − J

(m)
1 (θ)

∣∣∣ ≤

≤ 24e
2AµCµ

n

(
9 +
4

π
ln(n+m)

)
(7′)

или

∣∣∣G(m,n)
h (θ) − J

(m)
2 (θ)

∣∣∣ ≤

≤ 24e
2AµCµ

n

(
9 +
4

π
ln(n+m)

)
. (7′′)

Начиная с некоторого n, найдется всего два рас-
пределения h1 и h2 из H, для которых эти нера-
венства справедливы при всех θ ∈ S1. Для этих
распределений многочлены G

(m,n)
hi

(θ), i = 1, 2, и

будут приближениями для функций J
(m)
i (θ). При

фиксированном m выражение в правой части (7′)
и (7′′) стремится к нулю при n, стремящемся к бес-
конечности. Поэтому можно сколь угодно близко
равномерно аппроксимировать функцию J

(m)
i (θ)

многочленом G
(m,n)
hi

(θ).
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Далее при вычислении для каждого θ ∈ S1 зна-
чений интегралов J (m)i (θ), i = 1, 2, по формуле (2)
проекции относятся к той или иной группе в зави-
симости от того, к значению какого из найденных
многочленов G

(m,n)
hi

(θ), i = 1, 2, в точке θ ближе
значения этих интегралов.

После того как проекции распределены по груп-
пам, можно восстановить каждое состояние слу-
чайной функции, а значит и ее распределение, с
помощью формул Новикова или Наттерера (см.,
например, [3, 4]).

Описанный метод является точным в том смыс-
ле, что если проекции функций известны точно,
то по ним, в принципе, можно сколь угодно точ-
но приблизить функцию J

(m)
i (θ) и по ее значениям

осуществить группировку проекций. Однако на
практике реализовать подобное точное восстанов-
ление невозможно. Этому препятствуют, по край-
ней мере, две причины. Первая кроется в самой
сущности метода, поскольку при аппроксимации
функции J (m)i (θ) многочленом G

(m,n)
hi

(θ) возникает
погрешность интерполяции. Вторая связана с не-
возможностью точного измерения проекций. Если
проекции заданы с некоторой ошибкой, не превы-
шающей уровень ε, то можно получить следующую
оценку для погрешности приближения функции
J
(m)
i (θ):
∣∣∣G(m,n)

hi
(θ) − J

(m)
i (θ)

∣∣∣ ≤

≤
(
2ε

m+ 1
+
24e2AµCµ

n

)(
9 +
4

π
ln(n+m)

)
.
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ДИВЕРСИФИКАЦИЯ И ЕЕ СВЯЗЬ С МЕРАМИ РИСКА

Д. О. Яковенко1, М. А. Целищев2

Аннотация: Предложен новый подход к понятию диверсификации инвестиционных портфелей, которое
определяется как бинарное отношение во множестве портфелей с конечным первым моментом. По-
казано, что это бинарное отношение является (в определенном смысле) частичной упорядоченностью.
Рассмотрены важные свойства этого определения, а также необходимое и достаточное условия сравни-
мости портфелей, важнейшую роль в которых играет когерентная мера риска Expected Shortfall (ожидаемый
дефицит). В качестве примера приводится интерпретация диверсификации информационного риска.

Ключевые слова: диверсификация; инвестиционные портфели; сравнение портфелей; когерентные меры
риска; Expected Shortfall; информационный риск

1 Введение

Диверсификация является одним из основных
способов управления рисками практически во всех
областях экономической деятельности. В основе
диверсификации лежит идея распределения риска
по различным источникам, недопущение ситуации,
когда одно неблагоприятное событие — резкое из-
менение цены какого-либо товара, нарушение кон-
трагентом графика поставок и т. п. — может при-
вести к катастрофическим последствиям. В статье
предложено формальное определение диверсифи-
кации и рассмотрены свойства этого определения.
В качестве примера рассматривается диверсифика-
ция информационных систем как способ управле-
ния информационными рисками, под которыми
понимаются риски возникновения убытков из-за
неправильной организации или умышленного на-
рушения информационных потоков и систем орга-
низации.

2 Формализация понятия
диверсификации

Введем вероятностное пространство (Ÿ,F , µ),
гдеŸ = [0; 1), F — сигма-алгебра борелевских мно-
жеств на [0; 1),µ— мера Лебега.Ÿинтерпретируется
как пространство возможных вариантов развития
событий (траекторий) на рынке. Под инвестицион-
ным портфелем в этой статье понимается не набор
ценных бумаг, а некая стратегия, которой придер-
живается инвестор. Стратегия представляет собой
случайную величину ξ, определенную на введенном
выше вероятностном пространстве и такую, что на

траектории ω ∈ Ÿ инвестор несет потери, равные
ξ(ω) (если ξ(ω) < 0, то инвестор получает прибыль
в размере −ξ(ω)). Класс всех рассматриваемых
стратегий полагаем таким: V = {ξ : ∃ E|ξ| <∞}.

Будем использовать следующие обозначения:

1. ξ1 ∼ ξ2 ⇔ Fξ1(x) ≡ Fξ2(x), т. е. ξ1 и ξ2 одинаково
распределены.

2. ξ(α) = inf{x : Fξ(x) > α}, α ∈ [0, 1], — верхняя
квантиль порядка α.

В дальнейшем потребуются две операции над
портфелями: сложение двух портфелей и умно-
жение портфеля на константу. Под суммой двух
портфелей ξ1 и ξ2 понимается портфель, который
на траектории ω ∈ Ÿ дает потери ξ1(ω) + ξ2(ω), а
под умножением на константу α ∈ [0, 1] (другие
константы не понадобятся) портфеля ξ понимает-
ся портфель, который на траектории ω ∈ Ÿ дает
потери αξ(ω). С экономической точки зрения стра-
тегия ξ1 + ξ2 подразумевает параллельное исполне-
ние стратегий ξ1 и ξ2, а стратегия αξ заключается
в выполнении всех финансовых операций страте-
гии ξ, но только «в доле» с другими инвесторами
(так, чтобы собственная доля во всех операциях
составляла α).

Определение 1. Будем говорить, что портфель ξ2 ∈
∈ V является результатом диверсификации портфе-
ля ξ1 ∈ V (обозначается ξ2 < ξ1), если ∀ε > 0
существуют портфели η0, . . . , ηn, η

′
0, . . . , η

′
n−1 ∈ V и

числа α1, . . . , αn, 0 ≤ αi ≤ 1, такие что η0 = ξ1, ηi ∼
∼ η′i, ηi = αiηi−1 + (1 − αi)η

′
i−1 и ηn ≥ ξ2 − ε почти

всюду (п. в).

Пример 1. Пусть X1, X2, X3 — независимые одина-
ково распределенные случайные величины (порт-
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2Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, кафедра математической статистики факультета вычисли-
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фели). Рассмотрим портфель вида ξ1 = p1X1 +
+ p2X2 + p3X3, pi ≥ 0, p1 + p2 + p3 = 1, и покажем,
что портфельξ2 = (1/3)X1+(1/3)X2+(1/3)X3 явля-
ется результатом диверсификации портфеля ξ1. Без
ограничения общности считаем, что 0 ≤ p1 ≤ p2 ≤
≤ p3 ≤ 1 и p1 < 1/3 (случай, когда все pi = 1/3, не
интересен в силу его тривиальности). Определим
η0 = ξ1 = p1X1 + p2X2+ p3X3 , η′0 = p3X1 + p2X2 +
+ p1X3 (η0 ∼ η′0, так как X1, X2, X3 независимы и
одинаково распределены), α1 = (p3−1/3)/(p3−p1)
(0 < α1 < 1 в силу предположений на p1, p2, p3).
Тогда

η1 = α1η0+(1−α1)η′0 =
1

3
X1+p2X2+

(
2

3
− p2

)
X3 .

Теперь определим

η′1 =
1

3
X1 +

(
2

3
− p2

)
X2 + p2X3

и α2 = 1/2. Тогда

η2 = α2η1 + (1 − α2)η
′
1 =
1

3
X1 +

1

3
X2 +

1

3
X3 =

= ξ2 > ξ2 − ε , ∀ε > 0 .

Тем самым, согласно введенному определению,
ξ2 < ξ1.

3 Свойства введенного
определения

Введем класс отображений T = {T : Ÿ→ Ÿ},
так чтобы T ∈ T тогда и только тогда, когда ∃A,B ∈
∈ F , µ(A) = µ(B) = 1, ∃T ′ : B → A такое, что T ′

измеримо, обратимо и ∀G ∈ F ∩ B ∃µ(T ′(G)) =
= µ(G), причем T (ω) = T ′(ω) для ω ∈ B (на множе-
стве нулевой меры Ÿ\B отображение T принимает
произвольные значения из Ÿ).

Лемма 1. ∀ξ ∈ V , ∀T ∈ T выполняется: ξ ∼ ξ(T ).

Д о к а з а т е,л ь с т в о. Пусть T ∈ T. Тогда ∀G ∈
∈ B (B — сигма-алгебра борелевских множеств на
прямой) в силу того, что µ(A) = µ(B) = 1, имеем:

P(ξ(T ) ∈ G) = µ({ω : T (ω) ∈ ξ−1(G)}) =
= µ({ω : T (ω) ∈ ξ−1(G)} ∩B) =
= µ({ω : T (ω) ∈ ξ−1(G) ∩A} ∩B) =
= µ({ω ∈ B : T ′(ω) ∈ ξ−1(G) ∩A}) =
= µ(B ∩ (T ′)−1(ξ−1(G) ∩A)) =
= µ((T ′)−1(ξ−1(G) ∩A)) =

= µ(ξ−1(G) ∩A) = µ(ξ−1(G)) = P(ξ ∈ G) .

Лемма доказана. �

Лемма 2. Пусть ξ1, ξ2 ∈ V и ξ1 ∼ ξ2. Тогда ∀ε > 0
∃T ∈ T такое, что |ξ1(T )− ξ2| < ε почти наверное.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Фиксируем произвольное ε >
> 0. Обозначим

Ai = ξ
−1
1 ([iε; (i+ 1)ε)) , Bi = ξ

−1
2 ([iε; (i+ 1)ε)) .

Поскольку ξ1 ∼ ξ2, то ∀i µ(Ai) = µ(Bi). Соглас-
но [1, с. 74], ∀i ∃A′

i, B
′
i ∈ F , A′

i ⊆ Ai, B′
i ⊆ Bi,

µ(A′
i) = µ(Ai), µ(B′

i) = µ(Bi) и ∃Ti : B
′
i → A′

i такое,
что Ti измеримо, ∃T−1

i и ∀G ∈ F ∩ B′
i : µ(Ti(G)) =

= µ(G). Определим T (ω) = Ti(ω) для ω ∈ B′
i. На

множестве нулевой мерыŸ\(
∞⊔
−∞

B′
i) доопределим T

произвольно. Обозначим B =
∞⊔
−∞

B′
i, A =

∞⊔
−∞

A′
i.

В этом случае µ(A) = µ(B) = 1. Таким образом,
T ∈ T и ∀i ∀ω ∈ B′

i:

|ξ1(T (ω))− ξ2(ω)| = |ξ1(Ti(ω))− ξ2(ω)| <
< (i+ 1)ε− iε = ε .

Лемма доказана. �

Определение 2. Оператором диверсификации назо-
вем оператор Dα,T : V → V , α ∈ [0; 1], T ∈ T, такой
что Dα,T (ξ) = αξ + (1 − α)ξ(T ).

Важные свойства операторов диверсификации:

1. Если ξ1 = ξ2 (ξ1 ≤ ξ2) почти наверное, то
Dα,T (ξ1) = Dα,T (ξ2) (Dα,T (ξ1) ≤ Dα,T (ξ2) со-
ответственно) почти наверное.

2. Если ξ, η ∈ V , η = const п. в., то Dα,T (ξ + η) =
= Dα,T (ξ) + η.

Лемма 3. ξ2 < ξ1 тогда и только тогда, когда ∀ε > 0
существует последовательность операторов дивер-

сификации D1 = Dα1,T1 , . . . , Dn = Dαn,Tn такая,

что Dn(. . . (D1(ξ1)) . . .) ≥ ξ2 − ε почти наверное.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
⇐ Непосредственно вытекает из определений 1, 2

и леммы 1.
⇒ Пусть ξ2 < ξ1. Фиксируем ε > 0 и строим
η0, . . . , ηn, η

′
0, . . . , η

′
n−1, α1, . . . , αn из определения 1,

так чтобы ηn ≥ ξ2 − ε/2 почти наверное. Поль-
зуясь леммой 2, построим Ti ∈ T так, что |η′i−1 −
− ηi−1(Ti)| ≤ ε/(2n) почти наверное. Определим
Di = Dαi,Ti , i = 1, . . . , n, и покажем, что эта после-
довательность операторов диверсификации будет
искомой. Определим ζ0 = ξ1, ζk = Dk(ζk−1), k =
= 1, . . . , n. Если доказать, что |ζn − ηn| ≤ ε/2 почти
наверное, то в силу того, что ηn ≥ ξ2 − ε/2 по-
чти наверное, получим ζn ≥ ξ2 − ε почти наверное,
и лемма будет доказана. Обоснуем необходимое
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неравенство по индукции: будем доказывать, что
∀k = 0, . . . , n |ζk − ηk| ≤ kε/(2n) почти наверное.
При k = 0 утверждение справедливо: |ζ0 − η0| =
= |ξ1 − ξ1| = 0. Пусть утверждение справедливо для
некоторого k < n, докажем его для k + 1:

|ζk+1 − ηk+1| = |αk+1ζk + (1− αk+1)ζk(Tk+1)−
− αk+1ηk − (1− αk+1)η

′
k| ≤

≤ αk+1 |ζk − ηk|+ (1− αk+1) |ζk(Tk+1)− η′k| ≤
≤ αk+1 |ζk − ηk|+(1− αk+1) |ζk(Tk+1)− ηk(Tk+1)|+

+ (1− αk+1) |ηk (Tk+1)− η′k| ≤

≤ (k + 1)ε
2n

почти наверное.
Тем самым лемма доказана. �

4 Необходимое условие
диверсифицируемости

В теории управления рисками хорошо извест-
на когерентная мера риска под названием Expected

Shortfall (ожидаемый дефицит):

ESγ(ξ) =
1

γ

1∫

1−γ

ξ(t) dt , γ ∈ (0, 1] .

Согласно [1], Expected Shortfall обладает следующи-
ми свойствами:

1. ξ ∈ V , ξ ≤ 0 почти наверное ⇒ ESγ(ξ) ≤ 0,
∀γ ∈ (0; 1];

2. ESγ(ξ1 + ξ2) ≤ ESγ(ξ1) + ESγ(ξ2), ∀ξ1, ξ2 ∈ V ;

3. ESγ(aξ) = aESγ(ξ), ∀ξ ∈ V , a ≥ 0;
4. ESγ(ξ + a) = ESγ(ξ) + a, ∀ξ ∈ V , a ∈ R;

5. ξ1, ξ2 ∈ V , ξ1 ∼ ξ2 ⇒ ESγ(ξ1) = ESγ(ξ2).

Простым следствием из свойств 1 и 2 является
свойство монотонности:

6. ξ1, ξ2 ∈ V , ξ1 ≤ ξ2 почти наверное ⇒ ESγ(ξ1) ≤
≤ ESγ(ξ2), ∀γ ∈ (0; 1].

Утверждение 1. ∀ξ ∈ V ∀α ∈ [0; 1]∀T ∈ T справедливо

неравенствоESγ(Dα,T (ξ)) ≤ ESγ(ξ) для ∀γ ∈ (0; 1].
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу леммы 1 ξ ∼ ξ(T ). По
указанным выше свойствам Expected Shortfall имеем

ESγ(Dα,T (ξ)) = ESγ(αξ + (1 − α)ξ(T ))
св.2
≤

≤ ESγ(αξ) + ESγ((1− α)ξ(T ))
св.3
=

= αESγ(ξ) + (1− α)ESγ(ξ(T ))
св.5
=

= αESγ(ξ) + (1− α)ESγ(ξ) = ESγ(ξ) .

Утверждение доказано. �

Теорема 1. Если ξ2 < ξ1, то ESγ(ξ2) ≤ ESγ(ξ1) для

всех γ ∈ (0; 1].

Д о к а з а т е л ь с т в о . По лемме 3 для любо-
го ε > 0 существует последовательность опе-
раторов диверсификации D1, . . . , Dn такая, что
Dn(. . . (D1(ξ1)) . . .) ≥ ξ2 − ε почти наверное. Ис-
пользуя свойства Expected Shortfall и утверждение 1,
получим цепочку неравенств

ESγ(ξ2)− ε
св.4
= ESγ(ξ2 − ε)

св.6
≤

≤ ESγ(Dn(. . . (D1(ξ1)) . . .))
утв.1
≤

≤ ESγ(Dn−1(. . . (D1(ξ1)) . . .))
утв.1
≤ . . .

утв.1
≤ ESγ(ξ1).

Так как это справедливо для всех ε > 0, то, переходя
к пределу при ε→ +0, получимESγ(ξ2) ≤ ESγ(ξ1).
Теорема доказана. �

Теорема 2. Бинарное отношение «<» является час-

тичной упорядоченностью на множестве V (анти-

симметричность при этом понимается в том смысле,

что из ξ1 < ξ2, ξ2 < ξ1 следует, что ξ1 ∼ ξ2).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рефлексивность очевидна.
Транзитивность. Пусть ξ2 < ξ1, ξ3 < ξ2. По

лемме 3 существуют последовательности операто-
ров диверсификацииD1, . . . , Dn, D

′
1, . . . , D

′
m такие,

что

Dn(. . . (D1(ξ1)) . . .) ≥ ξ2 −
ε

2
п. в. ;

D′
m(. . . (D

′
1(ξ2)) . . .) ≥ ξ3 −

ε

2
п. в.

Тогда

D′
m(. . . (D

′
1(Dn(. . . (D1(ξ1)) . . .))) . . .) ≥

≥ D′
m(. . .

(
D′
1

(
ξ2 −

ε

2

))
. . .) =

= D′
m(. . . (D

′
1(ξ2)) . . .)−

ε

2
≥ ξ3−

ε

2
− ε

2
= ξ3− ε .

По лемме 3 ξ3 < ξ1.
Антисимметричность. Пусть ξ1 < ξ2, ξ2 <

< ξ1. Тогда по теореме 1 ∀γ ∈ (0, 1] справедливо
ESγ(ξ1) = ESγ(ξ2), т. е.

1

γ

1∫

1−γ

ξ
(t)
1 dt =

1

γ

1∫

1−γ

ξ
(t)
2 dt .

Отсюда вытекает, что ξ(t)1 = ξ
(t)
2 почти наверное и,

следовательно, ξ1 ∼ ξ2. Теорема доказана. �
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5 Достаточное условие
диверсифицируемости

Лемма 4. Пусть [a; b), [c; d) ⊂ Ÿ, [a; b) ∩ [c; d) = ∅,

b − a = d − c; ξ ∈ V , ξ(ω) = y1 при ω ∈ [a; b),
ξ(ω) = y2 при ω ∈ [c; d); числа y′1, y

′
2 таковы, что

0 ≤ y1 ≤ y′1 ≤ y′2 ≤ y2 и y1+y2 = y
′
1+y

′
2. Тогда суще-

ствует оператор диверсификации D = Dα,T такой,

чтоD(ξ) = y′1 при ω ∈ [a; b),D(ξ) = y′2 приω ∈ [c; d),
D(ξ) = ξ при остальных ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Построим T (ω): T (ω) = c +
+ (ω − a) при ω ∈ [a; b), T (ω) = a + (ω − c) при
ω ∈ [c; d), T (ω) = ω при остальных ω. Ясно, что
T ∈ T. Возьмем α = (y2 − y′1)/(y2 − y1). Оператор
Dα,T и будет искомым. Лемма доказана. �

Лемма 5. Пусть [a; b), [c; d) ⊂ Ÿ, [a; b)∩[c; d) = ∅; ξ ∈
∈ V , ξ(ω) = y1 при ω ∈ [a; b), ξ(ω) = y2 при ω ∈ [c; d).
Тогда если 0 ≤ y1 ≤ y′1 ≤ y′2 ≤ y2 и (y2 − y′2)(d− c) >
> (y′1−y1)(b−a), то существует конечная последова-

тельность операторов диверсификации Dn, . . . , D1
такая, что ξ′(ω) = Dn(. . . (D1(ξ(ω))) . . .) = y′1 при

ω ∈ [a; b), ξ′(ω) ≥ y′2 при ω ∈ [c; d) и ξ′(ω) = ξ(ω) при

остальных ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как (y2−y′2)(d−c) > (y′1−
− y1)(b − a), то существует d′ ∈ [c, d) такое, что
(y2 − y′2)(d

′ − c) > (y′1 − y1)(b − a) и (d′ − c)/(b − a)
рационально, т. е. (d′ − c)/(b − a) = m/n, m,n ∈
∈ N. Разделим полуинтервалы [a; b) и [c; d′) на n
и m равных полуинтервалов, т. е. a = a0 < a1 < . . .
. . . < an = b; c = c0 < c1 < . . . < cm = b и ∀i, j : ai −
− ai−1 = cj − cj−1. Укажем теперь алгоритм по-
строения искомой последовательности операторов
диверсификации.

Шаг 1. Пусть y2 − y′2 ≥ y′1 − y1 (если это не так, то
переходим к следующему шагу). Тогда по предыду-
щей лемме существует D1 такой, что ξ1 ≡ D1(ξ) =
= y′1 при ω ∈ [a; a1), ξ1 = z = y2 − (y′1 − y1) ≥ y′2
при ω ∈ [c; c1), ξ1 = ξ при остальных ω. Далее, если
z − y′2 ≥ y′1 − y1, то таким же образом строим (с
заменой y2 на z и [a; a1) на [a1; a2)) оператор D2,
получим случайную величину ξ2 ≡ D2(ξ1), кото-
рая равна y′1 уже на полуинтервале [a; a2). Затем
перейдем к полуинтервалу [a2; a3) и т. д.

Шаг 2. Когда же выполнится неравенство z−y′2 <
< y′1 − y1 (пусть это произойдет после применения
оператора Dk), построим оператор Dk+1 такой, что
случайная величина ξk+1(ω) ≡ Dk+1(ξk(ω)) = y′2
при ω ∈ [c; c1), ξk+1(ω) = y1 + (z − y′2) < y′1 при
ω ∈ [ak; ak+1), ξk+1(ω) = ξk(ω) при остальных ω
(ξk+1 = y′1 на [a; ak)). Теперь переходим от [c; c1) к
[c1; c2) и продолжаем процесс c шага 1 (с заменой y1
на y1+(z− y′2), [a; a1) на [ak; ak+1), [c; c1) на [c1; c2))
и т. д.

Так как (y2 − y′2)(d
′ − c) > (y′1 − y1)(b − a), или

(y2−y′2)m > (y′1−y1)n, то через l ≤ m+nшагов по-
лучим случайную величину ξl такую, что ξl(ω) = y′1
приω ∈ [a; b), ξl(ω) ≥ y′2 приω ∈ [c; d) и ξl(ω) = ξ(ω)
при остальных ω. Лемма доказана. �

Лемма 6. Пусть [a; b) ∈ Ÿ, C =
n⊔

i=1

[ci; di) ∈ Ÿ,

[a; b) ∩ C = ∅ ξ ∈ V , ξ(ω) = x при ω ∈ [a; b),
ξ(ω) = yi при ω ∈ [ci; di), i = 1, n. Пусть чис-

ла x′ и y′i, i = 1, n, таковы, что ∀i 0 ≤ x ≤ x′ ≤
≤ y′i ≤ yi и

n∑
i=1

(di − ci)(yi − y′i) > (b − a)(x′ − x).

Тогда существует последовательность операторов

диверсификации Dn, . . . , D1 такая, что ξ′(ω) ≡
≡ Dn(. . . (D1(ξ(ω))) . . .) = x′ при ω ∈ [a; b), ξ′(ω) ≥
≥ y′i при ω ∈ [ci; di), i = 1, n, и ξ′(ω) = ξ(ω) при

остальных ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим δ =
n∑

i=1

(di −
− ci)(yi − y′i)− (b− a)(x′ − x) > 0. Построим после-
довательность x0 = x, xi = xi−1+((di−ci)(yi−y′i)−
− δ/n)/(b− a), i = 1, n.

Тогда xn = x′ и (di − ci)(yi − y′i) > (xi −
− xi−1)(b − a). По предыдущей лемме существу-
ют последовательности операторов диверсифика-
ции Diki , . . . , Di1, i = 1, n, и случайные величины
ξi = Diki(. . . (Di1(ξi−1)) . . .) такие, что ξi(ω) = xi

при ω ∈ [a; b), ξi(ω) ≥ y′i при ω ∈ [ci; di), ξi(ω) =
= ξi−1(ω) при остальных ω, i = 1, n. Последова-
тельность Dnkn , . . . , Dn1, . . . , D1k1 , . . . , D11 и будет
искомой. Лемма доказана. �

Теорема 3. Пусть ξ1, ξ2 ∈ V — почти наверное огра-

ниченные случайные величины. Тогда если ∀γ ∈ (0; 1]
выполняется ESγ(ξ2) ≤ ESγ(ξ1), то ξ2 < ξ1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . I Сначала докажем теорему
для простых, монотонно неубывающих и непре-
рывных справа случайных величин ξ1 и ξ2. В этом
случае ∀ω ∈ Ÿ = [0; 1) имеем ξi(ω) ≡ ξ

(ω)
i , i = 1, 2, и

ESγ(ξi) =
1

γ

1∫

1−γ

ξi(ω) dω , γ ∈ (0; 1] .

Разобьем множество Ÿ = [0; 1) на конечное число
непересекающихся интервалов, на каждом из кото-
рых ξ1 и ξ2 постоянны: 0=x0 < x1 < . . . < xn=1;
ξ1(ω) = ai, ξ2(ω) = bi при ω ∈ [xi−1;xi); ai ≤ ai+1,
bi ≤ bi+1. Пусть 1 ≤ km < . . . < k1 ≤ n — номера,
такие что aki < bki (если таких номеров нет, то ξ1 ≥
≥ ξ2 и теорема верна). Обозначим pi = xi − xi−1,

A = {ω ∈ Ÿ : ξ1(ω) ≥ ξ2(ω)} = Ÿ\
m⊔

i=1

[xki−1;xki).

Множество A можно представить в виде объеди-
нения непересекающихся полуинтервалов.
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По условию

ES1−γ(ξ1) ≥ ES1−γ(ξ2)∀γ ∈ [0; 1)⇒

⇒
1∫

γ

ξ1(ω) dω ≥
1∫

γ

ξ2(ω) dω ⇒

⇒
1∫

γ

(ξ1(ω)− ξ2(ω)) dω ≥ 0 ∀γ ∈ [0; 1) .

Подставляя в последнее неравенство xki−1 вместо γ
и используя равенство

[xki−1; 1)\A =
i⊔

j=1

[xkj−1;xkj ) , i = 1,m ,

получим, что ∀i ∈ 1,m верно:

∫

[xki−1
;1)∩A

(ξ1(ω)− ξ2(ω)) dω ≥

≥ −
∫

[xki−1
;1)\A

(ξ1(ω)−ξ2(ω)) dω =
i∑

j=1

pkj (bkj−akj) .

Отсюда по индукции легко получить, что существу-
ет последовательность чисел 0 ≤ cm ≤ . . . ≤ c1 ≤
≤ c0 = 1 такая, что ci ≥ xki и

∫

[ci;ci−1)∩A

(ξ1(ω)− ξ2(ω)) dω = pki(bki − aki) .

Обозначим Ai = [ci; ci−1) ∩ A. Заметим, что
Ai ∩ Aj = ∅ при i 6= j и каждое из множеств Ai

можно представить в виде объединения конечного
числа непересекающихся полуинтервалов, на ка-
ждом из которых ξ1 и ξ2 постоянны.

Фиксируем произвольное ε > 0. Обозначим
η0 ≡ ξ1. Поскольку
∫

[ci;ci−1)∩A

(η0(ω)−(ξ2(ω)−ε)) dω > pki((bki−ε)−aki) ,

то согласно лемме 6 существуют последовательно-
сти операторов диверсификацииDili , . . . , Di1 (обо-
значим через D′

i их суперпозицию), i = 1,m, и
случайные величины ηi = D

′
i(ηi−1), i = 1,m, такие,

что ηi(ω) = bki − ε = ξ2(ω)− ε при ω ∈ [xki−1;xki),
ηi(ω) ≥ ξ2(ω) − ε при ω ∈ Ai, ηi(ω) = ηi−1(ω) при
остальных ω. Легко видеть, что построена после-
довательность операторов диверсификации такая,
что ηm ≥ ξ2 − ε. По лемме 3 ξ2 < ξ1.

II Теперь докажем теорему для ограниченных, мо-
нотонно неубывающих и непрерывных справа ξ1

и ξ2. Пусть M > 0 таково, что |ξ1| < M , |ξ2| <
< M . Фиксируем произвольные ε > 0 и n ∈ N
такие, что n ≥ 8M/ε. Разобьем отрезок [−M ;M ]
на n равных частей точками −M = a0 < a1 < . . .
. . . < an = M . Введем новые случайные величины
ξ′1(ω) = ai, если ai−1 ≤ ξ1(ω) < ai, ξ′2(ω) = ai−1,
если ai−1 ≤ ξ2(ω) < ai. ξ′1, ξ

′
2 — простые моно-

тонно неубывающие случайные величины, причем
ξ′1 ≥ ξ1, ξ′2 ≤ ξ2. Поэтому ESγ(ξ

′
2) ≤ ESγ(ξ2) ≤

≤ ESγ(ξ1) ≤ ESγ(ξ
′
1) ∀γ ∈ (0; 1]. По построению ξ′1

и ξ′2 непрерывны справа. Следовательно, по пер-
вой части доказательства, существует последова-
тельность операторов диверсификации Dn, . . . , D1
такая, что Dn(. . . (D1(ξ

′
1)) . . .) ≥ ξ′2 − ε/2. В силу

того что n ≥ 8M/ε, имеем: |ξ′1 − ξ1| ≤ M/n ≤
≤ ε/4 и аналогично |ξ′2 − ξ2| ≤ ε/4. Таким образом,
Dn(. . . (D1(ξ1)) . . .) ≥ ξ2 − ε. По лемме 3 ξ2 < ξ1.

III Докажем теорему в общем виде. Пусть ξ1,
ξ2 — почти наверное ограниченные случайные ве-
личины и ESγ(ξ2) ≤ ESγ(ξ1) ∀γ ∈ (0; 1]. Фик-

сируем произвольное ε > 0. Введем ξ′i(ω) ≡ ξ
(ω)
i ,

i = 1, 2. ξ′i — ограниченные монотонно неубы-
вающие непрерывные справа случайные величины.
В то же время ξ′i ∼ ξi, поэтомуESγ(ξ

′
2) = ESγ(ξ2) ≤

≤ ESγ(ξ1) = ESγ(ξ
′
1). Согласно второму пунк-

ту доказательства существует последовательность
операторов диверсификации Dn, . . . , D1 такая, что
Dn(. . . (D1(ξ

′
1)) . . .) ≥ ξ′2 − ε/2. Так как ξ′i ∼ ξi, то

по лемме 2 существуют T0, Tn+1 ∈ T такие, что |ξ′1−
− ξ1(T0)| ≤ ε/4 почти наверное и |ξ′2 − ξ2(Tn+1)| ≤
≤ ε/4 почти наверное. Обозначим D0 = D0,T0 ,
Dn+1 = D0,Tn+1 . Тогда Dn+1(Dn(. . . (D0(ξ1)) . . .)) ≥
≥ ξ2 − ε и по лемме 3 ξ2 < ξ1. Теорема дока-
зана. �

Последняя теорема дает возможность про лю-
бые два портфеля с ограниченными возможными
потерями и прибылями сказать, является ли один
из них результатом диверсификации другого. За-
метим, что на практике большинство финансовых
инструментов предполагает неограниченную воз-
можность потерь.

Определим последовательности

xn = (n+ 1)! ; yn = (n+ 2)n! ; µn =
νn

∞∑

i=1

νi

,

где

νn =
δn2

(n+ 2)!
, δ ∈ (0; 1) .

Разобьем множество Ÿ = [0; 1) на полуинтервалы
точками 0 = a1 < a2 = b1 < b2 = a3 < a4 = b3 <
< . . ., так что a2i − a2i−1 = b2i − b2i−1 = µi/2, i ≥ 1.
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Пронумеровав произвольным способом все рацио-
нальные числа из интервала (0; 0,5), получим после-
довательность �α1, . . . Определим теперь ξ(ω) = xi

при ω ∈ [a2i−1; a2i), ξ(ω) = yi при ω ∈ [b2i−1; b2i),
ξ′(ω) = xi + �αi(yi − xi) при ω ∈ [a2i−1; a2i), ξ′(ω) =
= yi − �αi(yi − xi) при ω ∈ [b2i−1; b2i). Можно пока-
зать, что ESγ(ξ

′) ≤ ESγ(ξ), ∀γ ∈ (0; 1], но в то же
время ξ′ не является результатом диверсификации
портфеля ξ. Таким образом, полностью отказаться
от требования ограниченности портфелей в теоре-
ме 3 нельзя.

6 Диверсификация
и информационные риски

Информационным риск — риск возникнове-
ния убытков из-за неправильной организации или
умышленного нарушения информационных пото-
ков и систем организации. Можно применить пред-
ложенное понятие диверсификации к информаци-
онным рискам. Под информационной системой
предприятия будем понимать систему взаимосвя-
занных информационных объектов, которые реа-
лизуют информационный процесс в целях эффек-
тивного функционирования предприятия. Будем
рассматривать ее как набор неких компонент, под-
систем, каждая из которых характеризуется случай-
ной величиной ξ(ω) (E|ξ| < ∞), определенной на
вероятностном пространстве (Ÿ = [0; 1),F , µ) и от-

ражающей убытки, которые несет подсистема на
траектории ω ∈ Ÿ. Под сложением двух подсистем
ξ1(ω)+ ξ2(ω) понимается система, состоящая из со-
вокупности подсистем ξ1 и ξ2, а под умножением
подсистемы ξ на константу a ∈ [0; 1] понимается
информационная система, использующая a · 100%
ресурсов подсистемы ξ. Информационную систе-
му ξ2 будем называть результатом диверсификации
системы ξ1, если систему ξ1 можно «пересобрать»
(согласно правилам, указанным в определении 1)
так, чтобы ∀ε > 0 ηn ≥ ξ2 − ε почти наверное.

Преобразуем пример 1 для случая информаци-
онного риска. Пусть имеется три вычислительных
машины, характеризующихся независимыми оди-
наково распределенными убытками X1, X2, X3,
и имеется возможность построить систему вида
p1X1 + p2X2 + p3X3, pi ≥ 0, p1 + p2 + p3 = 1 (это
можно интерпретировать как факт ограниченности
суммарной мощности системы). Рассуждения, при-
веденные в примере 1, показывают, что система
(1/3)X1 + (1/3)X2 + (1/3)X3 является результатом
диверсификации любой системы указанного выше
вида.
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Аннотация: Рассматриваются модели обслуживания, описываемые марковскими цепями с непрерывным
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1 Введение

Системы массового обслуживания с катастро-
фами (СМО c катастрофическими сбоями, queues
with disasters, queues with catastrophes) в разных си-
туациях и при разных предположениях изучались
во многих работах (см., например, [1–10]).

Устойчивость нестационарных марковских це-
пей с непрерывным временем изучалась начиная
с [11], затем в работах [12, 13], а для систем обслу-
живания, описываемых нестационарными процес-
сами рождения и гибели с катастрофами в случае,
когда интенсивность катастрофы не зависит от чи-
сла требований в системе и является существенной,
рассмотрена в нашей предыдущей работе [14].

Здесь будет изучена более общая ситуация сис-
темы обслуживания, число требований в которой
описывается марковской цепью с непрерывным
временем и дискретным пространством состояний
в той ситуации, когда интенсивности катастроф за-
висят от числа требований в системе, но являются
существенными.

Пусть X = X(t), t ≥ 0, — число требований в
системе обслуживания.

Обозначим через pij(s, t) = Pr {X(t) = j|X(s) =
= i}, i, j ≥ 0, 0 ≤ s ≤ t, переходные вероятности
процесса X = X(t), а через pi(t) = Pr {X(t) = i} —
его вероятности состояний, через ξi(t)— интенсив-
ность катастрофы при наличии i требований в сис-
теме, через ai+k,i(t) — интенсивность поступления
k требований в систему обслуживания, в которой
уже есть i требований, и, наконец, через ai−k,i(t)—
интенсивность обслуживанияk требований в систе-
ме обслуживания, в которой имеется i требований.

Тогда при выполнении естественных дополни-
тельных условий (см., например, [15]) прямую сис-
тему Колмогорова для вероятностей состояний

dp0
dt
= a00(t)p0 +

∑

i≥1
(a0i(t) + ξi(t)) pi;

dpk

dt
= (akk(t)− ξk(t)) pk +

∑

i6=k

aki(t)pi, k ≥ 1,





(1)

можно записать в виде дифференциального урав-
нения

dp

dt
= A (t)p (2)

в пространстве последовательностей l1, где p(t) =
= (p0(t), p1(t), . . . )

T — вектор-столбец вероятно-
стей состояний, а операторная функция A(t) ло-
кально интегрируема на [0,∞) и ограничена почти
при всех t ≥ 0 (см. подробное рассмотрение в [16]).
Обозначим черезŸ = {x : x ≥ 0, ‖x‖1 = 1}множе-
ство всех стохастических векторов. Тогда

‖A(t)‖1 = 2 sup
i
(|aii(t)|+ ξi(t)) <∞

почти при всех t ≥ 0, а значит, задача Коши для
уравнения (2) с начальным условием p(0) имеет
единственное решение

p(t) = U(t)p(0) ,

где U(t, s) — оператор Коши уравнения (2). При
этом если p(s) ∈ Ÿ, то и p(t) ∈ Ÿ при любом t ≥ s.

Рассмотрим теперь «возмущенный» процесс об-
служивания �X = �X(t), t ≥ 0, обозначая все его
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соответствующие характеристики так же, как и у не-
возмущенного процесса, с дополнительной верхней
чертой. Положим �A(t) = A(t)− �A(t) и для простоты
записи оценок будем предполагать, что возмуще-
ния «равномерно малы», т. е. почти при всех t ≥ 0
выполняется неравенство

∣∣∣ �A(t)
∣∣∣ ≤ ε .

2 Оценки для вектора состояний

Теорема 1. Пусть ξi(t) ≥ ξ(t) ≥ b > 0 при всех i ≥
≥ 0 и почти всех t ≥ 0. Тогда при любых начальных

условиях p(0) и �p(0) справедлива следующая оценка

устойчивости:

lim
t→∞

‖p(t)− �p(t)‖ ≤ ε

b
.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Перепишем первое уравне-
ние системы (1) в следующем виде:

dp0
dt
= (a00(t)− ξ(t)) p0 +

∑

i≥1
(a0i(t) +

+ ξi(t)− ξ(t)) pi + ξ(t) .

Теперь уравнение (2) можно записать так:

dp

dt
= B (t)p+ f(t) , (3)

причем матрица B (t) отличается только первой
строкой очевидным образом от матрицы A (t), а
f(t) = (ξ(t), 0, . . . )T.

Тогда

p(t) = V (t)p(0) +

t∫

0

V (t, τ)f(τ) dτ , (4)

где V (t, s)— оператор Коши уравнения (4).
Далее, оценивая логарифмическую норму опе-

ратора B(t) в пространстве l1 (см., например, по-
дробное рассмотрение в [15, 17, 18]), получаем

γ (B(t))1 = max



a00(t)− ξ(t) +
∑

i≥1
ai0(t),

sup
i≥1



aii(t)− ξi(t) + a0i(t) + ξi(t)− ξ(t) +

+
∑

j 6=i,j≥1
aji(t)




 = −ξ(t) .

Тогда

‖V (t, s)‖ ≤ e
−

t∫
s

ξ(τ) dτ

для всех 0 ≤ s ≤ t.
А следовательно, при любых начальных усло-

виях p∗(s) ∈ Ÿ, p∗∗(s) ∈ Ÿ и любых s ≥ 0, t ≥ s
справедлива оценка

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ ≤ e
−

t∫
s

ξ(τ) dτ
‖p∗(s)− p∗∗(s)‖ ≤

≤ 2e
−

t∫
s

ξ(τ)dτ
≤ 2e−b(t−s) . (5)

Теперь можно слегка модифицировать подход,
предложенный в [19].

Положим

β(t, s) = sup
‖v‖=1,

∑
vi=0

‖U(t)v‖ =

=
1

2
sup
i,j

∑

k

|pik(t, s)− pjk(t, s)| .

Тогда

‖p(t)− �p(t)‖ ≤ β(t, s)‖p(s)− �p(s)‖ +

+

t∫

s

‖ �A(u)‖β(u, s) du ,

причем

β(t, s) ≤ 1 , β(t, s) ≤ ce−b(t−s)

2
, 0 ≤ s ≤ t ,

где c — константа, принимающая в (5) значение 2.
В результате (при произвольном c ≥ 2) получаем

неравенство:

‖p(t)− �p(t)‖ ≤

≤





‖p(s)− �p(s)‖ + (t− s)ε, 0 < t < b−1 ln
c

2
;

b−1
(
ln
c

2
+ 1− ce−b(t−s)

)
ε+

+
c

2
e−b(t−s)‖p(s)− �p(s)‖, t ≥ b−1 ln

c

2
.

(6)

Значит, в рассматриваемой ситуации (при c = 2)
из (6) при всех t ≥ s вытекает оценка

‖p(t)− �p(t)‖ ≤ b−1(1− 2e−b(t−s))ε+

+ e−b(t−s)‖p(s)− �p(s)‖ ,

из которой и следует утверждение теоремы.
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Теорема 2. Пусть все интенсивности 1-периодичны,

ξi(t) ≥ ξ(t) при всех i ≥ 0 и почти всех t ∈ [0, 1], а
1∫
0

ξ(t) dt = θ > 0. Тогда для любых начальных условий

p(0) и �p(0) справедливо неравенство

lim
t→∞

‖p(t)− �p(t)‖ ≤ ε (1 + θ)

θ
.

Для доказательства отметим, что теперь вмес-
то (5) справедлива оценка скорости сходимости

‖p∗(t)− p∗∗(t)‖ ≤ 2e
−

t∫
s

ξ(τ) dτ
≤ 2eθe−θ(t−s)

и, следовательно, из (6) вытекает при t ≥ 1 нера-
венство

‖p(t)− �p(t)‖ ≤
≤ θ−1(θ+1−2eθe−θ(t−s))ε+eθe−θ(t−s)‖p(s)−�p(s)‖,

а с ним и требуемая оценка.

Замечание 1. Отметим, что выписанные в теоремах 1
и 2 оценки устойчивости справедливы, разумеется,
и в случае конечного пространства состояний.

3 Оценки для среднего

Обозначим через Ek(t) = E {X(t) |X(0) = k }
математическое ожидание процесса в момент t при
условии, что в нулевой момент времени он на-
ходится в состоянии k, а через Ep(t) обозначим
математическое ожидание процесса в момент t при
начальном распределении вероятностей состояний
p(0) = p.

Легко видеть, что тогда
∣∣Ep(t)− �E�p(t)

∣∣ ≤
≤ ∑

k

k|pk(t) − �pk(t)|, а значит, если пространство

состояний системы конечно (общее число требова-
ний в системе обслуживания не превосходит S <
<∞), то

∣∣Ep(t)− �E�p(t)
∣∣ ≤ S‖p(t)− �p(t)‖.

А тогда из теорем 1 и 2 сразу вытекают соответ-
ствующие оценки устойчивости средних:

lim
t→∞

∣∣Ep(t)− �E�p(t)
∣∣ ≤ Sε

b
(7)

и

lim
t→∞

∣∣Ep(t)− �E�p(t)
∣∣ ≤ Sε (1 + θ)

θ
(8)

соответственно.

Основные трудности в этом параграфе связаны
с ситуацией, когда количество возможных состоя-
ний системы очень велико или бесконечно. В этом

случае оценки (7) и (8) становятся неэффективны-
ми.

Для получения оценок устойчивости среднего
здесь приходится использовать специальные пере-
нормировки.

Перепишем уравнение (3) в следующем виде:

dp

dt
= �B (t)p+ f(t) + �B (t)p .

Тогда

p(t) = �V (t)p(0) +

t∫

0

�V (t, τ)f(τ) dτ +

+

t∫

0

�V (t, τ) �B(τ)p(τ) dτ ;

�p(t) = �V (t)�p(0) +

t∫

0

�V (t, τ)�f (τ) dτ

и в любой норме при одинаковых начальных усло-
виях справедлива оценка

‖p(t)− �p(t)‖ ≤

≤
t∫

0

‖ �V (t, τ)‖
(
‖ �B(τ)‖‖p(τ)‖ + ‖�f(τ)‖

)
dτ . (9)

Будем теперь дополнительно предполагать, что
существуют числа K, N такие, что

ξ(t) ≤ K <∞, sup
i

|aii(t)| ≤ K

почти при всех t ≥ 0 ; (10)

ai+k,i(t) = 0 при всех k ≥ N

и почти при всех t ≥ 0. (11)

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1,
а также (10) и (11). Пусть существует воз-

растающая последовательность положительных чи-

сел {di} такая, что (a) infk≥1(dk/k) = w > 0;
(б) sup

k
(dk+1/dk) = m < ∞; (в) b−

(
mN − 1

)
K > 0.

Тогда при любых начальных условияхp(0) и �p(0) спра-

ведлива следующая оценка устойчивости среднего:

lim
t→∞

∣∣Ep(t)− �E�p(t)
∣∣ ≤

≤ ε (b+K)

w
(
b−

(
mN − 1

)
K
) (
b−

(
mN − 1

)
K −mNε

) .
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим d0 = 1. Рассмотрим
диагональную матрицу

D = diag (d0, d1, d2, . . . )

и соответствующее пространство последовательно-
стей l1D =

{
z = (p0, p1, p2, . . .)

T
}

таких, что ‖z‖1D =
= ‖Dz‖1 < ∞. Тогда имеем w‖z‖1E = w

∑
k

k|pk| ≤
≤ ‖z‖1D.

Оценим теперь логарифмическую норму
γ(B(t))1D:

γ(B(t))1D = γ(DB(t)D
−1)1 =

= max



a00(t)− ξ(t) +
∑

i≥1

di

d0
ai0(t),

sup
i≥1


aii(t)− ξi(t) +

d0
di
(a0i(t) + ξi(t)− ξ(t)) +

+
∑

j 6=i,j≥1

dj

di
aji(t)




 ≤

≤ −ξ(t) +
(
mN − 1

)
sup

i
|aii(t)| ≤

≤ −b+
(
mN − 1

)
K .

Далее

‖ �B(t)‖1D = ‖D �B(t)D−1‖1 ≤ mNε .

А тогда

γ( �B(t))1D ≤ γ(B(t))1D + ‖ �B(t)‖1D ≤
≤ −b+

(
mN − 1

)
K +mNε .

Оценим теперь

‖p(t)‖1D ≤ ‖V (t)p(0)‖1D +

+

t∫

0

‖V (t, τ)f(τ) dτ‖1D ≤

≤ e−(b−(m
N−1)K)t‖p(0)‖1D +

K

b−
(
mN − 1

)
K
.

Легко видеть, что‖�f (t)‖ ≤ εпочти при всех t ≥ 0.
Тогда с учетом (9) имеем

‖p(t)− �p(t)‖1D ≤
t∫

0

e−(b−(m
N−1)K−mN ε)(t−τ)×

×
(
mNε

(
e−(b−(m

N−1)K)τ‖p(0)‖1D +

+
K

b−
(
mN − 1

)
K

)
+ ε

)
dτ ≤

≤ o (1) +
ε
(
1 +KmN/(b−

(
mN − 1

)
K)
)

b− (mN − 1)K −mNε
.

А тогда

lim
t→∞

‖p(t)− �p(t)‖1D ≤

≤ ε (b+K)(
b −

(
mN − 1

)
K
) (
b−

(
mN − 1

)
K −mNε

) ,

откуда и получаем требуемую оценку.

Рассуждая так же, как при доказательстве тео-
ремы 2, получаем следующее утверждение.

Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 2, а

также (10) и (11). Пусть существует возрастающая

последовательность положительных чисел {di} та-

кая, что (a) inf
k≥1
(dk/k) = w > 0; (б) sup

k
(dk+1/dk) =

= m < ∞; (в) θ −
(
mN − 1

)
K > 0. Тогда при

любых начальных условиях p(0) и �p(0) справедлива

следующая оценка устойчивости среднего:

lim
t→∞

∣∣Ep(t)− �E�p(t)
∣∣ ≤

≤ εeθ
(
θ +K +KmN

(
eθ − 1

))

w
(
θ −

(
mN − 1

)
K
) (
θ −

(
mN − 1

)
K −mNε

) .

4 Пример

Рассмотрим здесь простейшую систему обслу-
живания с групповым поступлением и обслужива-
нием требований с катастрофами. Будем предпола-
гать, что требования поступают группами не более
трех одновременно с одинаковыми интенсивностя-
ми ai+k,i(t) = λ(t) = 2 + sin 2πt, 1 ≤ k ≤ 3, одно-
временно обслуживается одно или два требования
также с одинаковыми интенсивностями ai−k,i(t) =
= µ(t) = 1 + cos 2πt, 1 ≤ k ≤ 2, а интенсивность
катастрофы при наличии k требований в системе
есть ξk(t) = 5 + sin 2πkt + cos 2πt, k ≥ 1. Тогда
ξ(t) = 4 + cos 2πt, b = 3, θ = 4, K = 13. Поло-
жим ε = 10−3. Тогда получаем следующие оценки
устойчивости:

– по теореме 1

lim
t→∞

‖p(t)− �p(t)‖ ≤ 0,333 · 10−3 ;

– по теореме 2

lim
t→∞

‖p(t)− �p(t)‖ ≤ 1,25 · 10−3 .
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Далее, для получения оценок устойчивости
среднего положим di = 1,1

i, имеем тогда K =
= sup

t,i
ξi(t) = 7, ω = 0,259, m = 1,1.

Применяя подход теоремы 3 с учетом структуры
инфинитизимальной матрицы процесса, получаем
следующие оценки:

– по теореме 3

lim
t→∞

∣∣Ep(t)− �E�p(t)
∣∣ ≤ 0,053 ;

– по теореме 4

lim
t→∞

∣∣Ep(t)− �E�p(t)
∣∣ ≤ 4,32 .

Положим

ω1n = sup
k≥n−2

1

dk
; ω2n = sup

k≥n−2

k

dk
.

Рассмотрим семейство «усеченных» процес-
сов Xn(t) с фазовыми пространствами En =
= {0, 1, . . . , n}, теми же интенсивностями при k ≤ n
и матрицами интенсивностейAn(t).

Теорема 5. Пусть выполняются условия теоремы 3 и

ξi(t) ≤ B, тогда

‖p(t)− pn(t)‖ ≤ 3(K +B)ω
1
nKt

b− (mN − 1)K
;

|Ep(t)− Epn(t)| ≤
9(K +B)ω2nKt

b− (mN − 1)K

при всех t ≥ 0, любом n ≥ N и начальных условиях

p(0) = pn(0) = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем отождествлять векто-
ры (x1, . . . , xn, 0, 0, . . . )

T и (x1, . . . , xn)
T. Рассмот-

рим прямую систему Колмогорова для исходного
процесса в следующей форме:

dp

dt
= An(t)p+ (A(t)− An(t))p ,

а также соответствующую систему

dpn
dt
= An(t)pn

для усеченного процесса.

Имеем pn(t) = Un(t)p(0) при p(0) = pn(0) и

p(t) = Un (t)p(0) +

+

t∫

0

Un (t, τ) (A(τ) −An(τ))p(τ) dτ .

Тогда (в любой норме) получаем:

‖p(t)− pn(t)‖ =

=

∥∥∥∥∥∥

t∫

0

Un (t, τ) (A(τ)− An(τ))p(τ) dτ

∥∥∥∥∥∥
.

Рассмотрим матрицу Коши:

Un =




un
00 . . u

n
0n 0 0 · · ·

un
10 . . u

n
1n 0 0 · · ·

· · ·
un

n0 . . u
n
nn 0 0 · · ·

0 . . 0 1 0 · · ·
0 . . 0 0 1 · · ·
· · ·




.

Тогда

(A−An)p =

= (0, . . . , (pn−2 + pn−1 + pn) λ(t) + (pn+2 +

+ pn+3)µ(t)− (ξn+1 + 2µ(t) + 3λ(t)) pn+1, . . . )
T

и, следовательно,

Un (A−An)p =




0
...
0

(pn−2 + pn−1 + pn) λ(t) + (pn+2 + pn+3)µ(t)− (ξn+1 + 2µ(t) + 3λ(t)) pn+1

(pn−1 + pn + pn+1)λ(t) + (pn+3 + pn+4)µ(t)− (ξn+2 + 2µ(t) + 3λ(t)) pn+2

...




;

‖Un (A−An)p‖ =
∑

k≥0
|(pn+k + pn+k−1 + pn+k−2)λ(t) + + (pn+k+2 + pn+k+3)µ(t)−

− (ξn+k+1 + 2µ(t) + 3λ(t)) pn+k+1| ≤ 3λ(t)
∑

k≥−2
pn+k + 2µ(t)

∑

k≥1
pn+k + (K +B)×

×
∑

k≥1
pn+k ≤ 3(K +B)

∑

k≥−2
pn+k ≤ 3(K +B)ω1n

∑

k≥−2
dn+kpn+k ≤ 3(K +B)ω1n‖p(t)‖1D ;
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Рис. 1 Вероятность Pr
{
�X(t) = 0

}
Рис. 2 Предельное среднее �φ(t)

‖Un (A−An)p‖1E =

=
∑

k≥0
|(pn+k + pn+k−1 +

+ pn+k−2)λ(t) + (pn+k+2 + pn+k+3)µ(t)−
− (ξn+k+1 + 2µ(t) + 3λ(t)) pn+k+1| (n+ k + 1) ≤

≤ (K +B)
∑

k≥n−2
(6k + 3) pk ≤

≤ 9(K +B)ω2n
∑

k≥−2
dn+kpn+k ≤

≤ 9(K +B)ω2n‖p(t)‖1D .

Отсюда и вытекают требуемые оценки.

С учетом оценок скорости сходимости получа-
ем, что для построения с точностью ε предель-
ных характеристик исходного процесса достаточно
брать t ≥ 9; а используя теорему 5, находим, что для
достижения нужной точности усечения при t ≤ 10
достаточно выбрать n = 285.

На рис. 1 приближенно (с точностью до 2ε)
построена предельная характеристика �p0(t) — ве-
роятность отсутствия требований в возмущенной
системе обслуживания, а на рис. 2 (с той же точ-
ностью) — предельное число требований в возму-
щенной системе обслуживания �φ(t).
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ОБ ОДНОЙ СТАТИСТИЧЕСКОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ СЛУЧАЙНЫХ

ГРАФОВ ИНТЕРНЕТ-ТИПА

М. М. Лери1, И. А. Чеплюкова2

Аннотация: Рассматриваются случайные графы Интернет-типа, т. е. графы, степени вершин которых
независимы и имеют степенные распределения. С помощью методов имитационного моделирования
проведено исследование возможности использования критерия согласия χ2 Пирсона для проверки ги-
потезы о том, что степени вершин графа одинаково распределены. Построены модели зависимости
мощности критерия χ2 от объема графа и параметров распределений степеней вершин и даны рекомен-
дации по выбору числа интервалов группирования.

Ключевые слова: случайные графы; критерий согласия χ2 Пирсона; имитационное моделирование

1 Введение

Быстрое развитие и широкое использование
глобальных сетей передачи данных, таких как се-
ти телекоммуникаций, электрические и телефон-
ные сети, а также сети Интернет, за последнее
десятилетие привело к появлению множества ра-
бот (см., например, [1–4]) как теоретического, так
и прикладного характера, направленных на описа-
ние структуры и функционирования таких сетей.

Авторами [5] было предложено описание такого
рода сетей с помощью случайных графов, степени
вершин которых представляют собой независимые
случайные величины, общее распределение кото-
рых является дискретным аналогом распределения
Парето. Такие графы иногда называют Интернет-
графами (см., например, [6]).

В работе рассматриваются случайные графы, со-
стоящие из N основных вершин и одной вспомо-
гательной, занумерованных числами от 0 до N .
Степени основных вершин 1, 2, . . . , N заданы неза-
висимыми случайными величинами ξ1, ξ2, . . . , ξN ,
распределения которых имеют следующий вид:

P{ξi > k} = k−τi , i = 1, . . . , N,

k = 1, 2, . . . , τi > 0 . (1)

Для описания структуры графа будем использо-
вать понятие полуребра [3]: ребра, инцидентного
некоторой вершине, для которой смежная верши-
на не определена. Все полуребра графа различны.
Для образования ребер графа все полуребра соеди-
няются между собой равновероятно. Ясно, что
построенный граф может иметь петли и кратные

ребра. Кроме того, необходимо, чтобы общее число
полуребер было четным. Поэтому степень вспо-
могательной вершины (имеющей номер 0) задается
равной 1, если суммарное число полуребер основ-
ных вершин нечетно, и 0 — в противном случае.

В [5] был проведен анализ реальных сетей, на
основании которого оказалось возможным считать
τ1, . . . , τN одинаковыми и принадлежащими интер-
валу (1, 2). В этом случае распределение (1) имеет
конечное математическое ожидание и бесконечную
дисперсию.

Наряду с теоретическими подходами одним из
средств изучения такого рода объектов является
имитационное моделирование. В [3, 7] был пред-
ложен алгоритм генерации случайных графов, сте-
пени вершин которых имеют распределение (1). На
основе этого алгоритма была создана [8] имитаци-
онная модель случайного графа Интернет-типа и
с помощью метода Монте-Карло изучалось пове-
дение некоторых структурных характеристик таких
графов при τ1 = τ2 = · · · = τN = τ для τ ∈ (1, 2).

Согласно [9], на практике при исследовании ре-
альных сетей редко можно точно утверждать, что
имеющиеся данные взяты из распределения Паре-
то. Самое большее, что можно сказать, это то, что
выборка согласуется с распределением (1) с пара-
метром τ , принадлежащим некоторому интервалу.
В частности, в статье [9] рассматривались модели
случайных графов, распределение степеней вершин
которых имеет вид

P{ξ = k} = k−τ

ζ(τ, kmin)
, τ ∈ (2, 3) , (2)

1Институт прикладных математических исследований КарНЦ РАН, leri@krc.karelia.ru
2Институт прикладных математических исследований КарНЦ РАН, chia@krc.karelia.ru
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где k > kmin — натуральные числа, равные степе-
ням вершин графа, kmin > 1 — некоторая задан-
ная нижняя граница значения степени вершины, а

ζ(τ, kmin) =
∞∑

j=0

(j + kmin)
−τ — обобщенная дзета-

функция. Авторами [9] был использован подход к
исследованию согласования выборки с распределе-
нием (2) с помощью критерия согласия Колмогоро-
ва–Смирнова, где параметр τ оценивался методом
максимального правдоподобия.

Данная работа посвящена изучению возмож-
ности использования критерия χ2 Пирсона для
проверки гипотезы о согласии распределения сте-
пеней вершин случайного Интернет-графа с рас-
пределением (1).

2 Выбор числа интервалов

В качестве нулевой гипотезы H0 будем рассмат-
ривать гипотезу о том, что распределение степеней
вершин случайного графа Интернет-типа совпада-
ет с распределением (1), где τ1 = τ2 = . . . = τN = τ .
Наряду с нулевой рассматривается сложная аль-
тернативная гипотеза H1 о том, что выборка либо
соответствует закону распределения, отличному от
распределения (1), либо не все τi равны τ .

Первая серия вычислительных экспериментов
проводилась для случайных графов, распределение
степеней вершин которых имело вид (1), где τ1 =
= τ2 = · · · = τN = τ∗. Параметр τ∗ принимал
9 значений из интервала (1, 2) с шагом 0,1, объ-
ем графа N был равен следующим значениям: 103,
5 · 103, 104, 2,5 · 104, 5 · 104, 7,5 · 104, 105. Для каждо-
го из значений N и τ∗ было сгенерировано по 100
случайных графов. Для каждого графа по крите-
рию χ2 Пирсона проверялась нулевая гипотеза H0
при стандартном уровне значимости, равном 0,05.

Способ разбиения на интервалы состоял в сле-
дующем. Первый интервал содержал вершины
степени 1, второй — вершины степени 2 и т. д.
Если число вершин, попавших в интервал, ока-
зывалось меньше 7, то согласно рекомендациям,

Таблица 1 Число отвергнутых гипотез при τ = τ∗

N
τ∗

1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9
1 000 7 7 6 5 8 10 11 4 1
5 000 12 13 9 9 3 11 7 5 6

10 000 6 9 11 7 10 8 5 9 7
25 000 9 9 6 6 13 13 5 4 9
50 000 16 10 7 10 9 4 7 3 6
75 000 11 10 11 10 8 9 14 4 7

100 000 15 10 9 8 16 9 5 6 3

Таблица 2 Число отвергнутых гипотез при τ , оценива-
емом по выборке

N
τ∗

1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9
1 000 5 9 7 4 7 9 11 4 4
5 000 13 13 8 9 4 11 6 3 5

10 000 4 8 9 7 10 7 7 9 5
25 000 9 11 6 7 12 15 6 4 7
50 000 16 10 9 11 9 3 7 3 5
75 000 8 11 11 9 10 10 12 5 7

100 000 15 10 10 10 17 7 6 8 4

сформулированным в [10], он объединялся с после-
дующим интервалом.

При проверке гипотезы H0 было рассмотрено
два варианта: первый — значение параметра τ за-
давалось равным τ∗ и второй — τ оценивалось по
выборке методом максимального правдоподобия.
В табл. 1 и 2 приведены значения числа отвергну-
тых нулевых гипотез для этих двух рассмотренных
вариантов соответственно.

Из приведенных таблиц видно, что число от-
вергнутых правильных гипотез в среднем равно 8,
что не соответствует заданному уровню значимости
критерия. Известно (см., например, [10, 11]), что
статистические свойства критерия согласия χ2 час-
то зависят от выбора числа интервалов группиро-
вания при вычислении статистики χ2, а также от
способа разбиения на эти интервалы.

Описанные выше результаты можно объяснить
тем, что использованное при вычислении статисти-
ки критерия разбиение на интервалы не учитывало
особенности структуры рассматриваемых объектов.
Оказалось, что специфика исследуемых объектов
такова, что от 50% до 70% (в зависимости от па-
раметра τ) всех вершин графа занимают вершины
степени 1, вершин степени 2 — от 14% до 16%, вер-
шин степени 3 — от 5% до 8%, вершин степени 4 —
от 2% до 4%, вершин степени 5 — от 1% до 3% и т. д.,
что соответствует распределению (1). На рис. 1 при-
ведены доли вершин, имеющих степени от 1 до 5,
для девяти рассматриваемых значений параметра τ .

Следовательно, при использовании критерияχ2

достаточно использовать небольшое число интер-
валов группирования.

В табл. 3 и 4 даны результаты экспериментов с
разбиением на 3 интервала группирования. В этом
случае число отвергнутых правильных гипотез ока-
залось в среднем равным 5, что согласуется с задан-
ным уровнем значимости критерия. Таким образом,
в дальнейшем при вычислении статистики крите-
рия χ2 область значений случайной величины, рав-
ной степени вершины графа, разбивалась на три
интервала.
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Рис. 1 Доля вершин, имеющих степени от 1 до 5

Таблица 3 Число отвергнутых гипотез при τ = τ∗ (раз-
биение на 3 интервала группирования)

N
τ∗

1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9
1 000 7 4 5 5 8 9 8 6 6
5 000 7 5 6 7 3 2 6 7 5

10 000 5 5 5 6 5 2 5 7 3
25 000 6 5 2 4 2 6 3 2 3
50 000 6 4 10 7 6 5 4 4 5
75 000 5 8 7 7 5 3 9 2 4

100 000 6 10 6 3 7 1 2 2 8

Таблица 4 Число отвергнутых гипотез при τ , оценива-
емом по выборке (разбиение на 3 интервала группирова-
ния)

N
τ∗

1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9
1 000 11 5 2 2 9 8 8 6 4
5 000 9 3 5 5 4 2 5 4 3

10 000 2 5 3 4 4 3 5 4 5
25 000 7 8 1 6 4 9 4 0 1
50 000 7 2 8 4 6 7 2 5 4
75 000 6 7 7 7 4 5 9 5 6

100 000 6 12 5 0 7 2 5 4 8

Таблица 5 Число отвергнутых нулевых гипотез при
τ∗ = 1,1

N
τ∗

1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9
1 000 48 97 100 100 100 100 100 100
5 000 97 100 100 100 100 100 100 100

10 000 100 100 100 100 100 100 100 100
25 000 100 100 100 100 100 100 100 100
50 000 100 100 100 100 100 100 100 100
75 000 100 100 100 100 100 100 100 100

100 000 100 100 100 100 100 100 100 100

Таблица 6 Число отвергнутых нулевых гипотез при
τ∗ = 1,5

N
τ∗

1,1 1,2 1,3 1,4 1,6 1,7 1,8 1,9
1 000 100 100 80 22 27 75 100 100
5 000 100 100 100 69 89 100 100 100

10 000 100 100 100 94 100 100 100 100
25 000 100 100 100 100 100 100 100 100
50 000 100 100 100 100 100 100 100 100
75 000 100 100 100 100 100 100 100 100

100 000 100 100 100 100 100 100 100 100

3 Исследование мощности
критерия

Далее было проведено исследование мощности
рассматриваемого критерия. В соответствии с
описанными выше планами экспериментов были
построены случайные графы заданного объема,
распределение степеней вершин которых соответ-
ствовало распределению (1) с заданным парамет-
ром τ∗. Для каждого графа проверялись нулевые

гипотезы с параметрами τ , отличными от τ∗. Доля
экспериментов, в которых нулевая гипотеза отвер-
галась, рассматривалась в качестве оценки значе-
ния функции мощности критерия согласия χ2 при
заданных характеристиках графа N и τ∗.

Таблицы 5–7 содержат примеры результатов
проверки с помощью критерия χ2 нулевой гипо-
тезы при различных фиксированных τ , отличных
от τ∗, для графов всех заданных объемов с парамет-
рами τ∗ = 1,1, 1,5 и 1,9.
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Таблица 7 Число отвергнутых нулевых гипотез при
τ∗ = 1,9

N
τ∗

1,1 ,1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8
1 000 100 100 100 100 100 98 56 15
5 000 100 100 100 100 100 100 100 44

10 000 100 100 100 100 100 100 100 78
25 000 100 100 100 100 100 100 100 100
50 000 100 100 100 100 100 100 100 100
75 000 100 100 100 100 100 100 100 100

100 000 100 100 100 100 100 100 100 100

Через µ обозначим оценку мощности критерия
χ2, а через δ — величину, равную |τ − τ∗|. Из
табл. 5–7 можно заметить, что при фиксирован-
ном δ начиная с определенного объема графа для
всех рассматриваемых τ∗ оценка мощности µ при-
ближается к 1. Так, при δ = 0,1 начиная с N = 104

оценка мощности близка к 1, а при δ = 0,2 анало-

гичный результат достигается уже при N = 5 · 103.
Для более детального изучения этого вопроса были
получены оценки мощности критерияχ2 для значе-
ний τ из интервала (τ∗ − 0,1, τ∗ +0,1) с шагом 0,01.
Примеры полученных результатов при τ∗ = 1,1, 1,5
и 1,9 приведены в табл. 8–10.

По полученным данным с помощью методов ре-
грессионного анализа была построена следующая
модель, оценивающая мощность критерия в зави-
симости от N и δ:

µ =






0,12 lnN + 0,19 ln δ + 0,05

при 0,01 6 δ 6 min{0,8; 148,4N−0,632};
1 при δ > min{0,8; 148,4N−0,632}.

Значимость модели и ее коэффициентов соответ-
ствует уровню 0,05, а оценка коэффициента мно-
жественной корреляции равна 0,83. На рис. 2 отра-
жены зависимости мощности критерия χ2 от δ для
пяти объемов Интернет-графов.

Таблица 8 Число отвергнутых нулевых гипотез при τ∗ = 1,1

N
τ 6= τ∗

1,01 1,02 1,03 1,04 ,1,05 1,06 1,07 1,08 1,09 1,11 1,12 1,13 1,14 1,15 1,16 1,17 1,18 1,19
1 000 49 42 35 27 22 15 10 9 9 8 8 12 17 23 29 35 44 52
5 000 100 97 92 78 62 52 36 21 11 11 21 38 51 62 71 88 94 100

10 000 100 100 100 98 95 78 52 18 9 9 23 47 76 91 98 100 100 100
25 000 100 100 100 100 100 100 88 47 16 20 61 90 99 100 100 100 100 100
50 000 100 100 100 100 100 100 100 87 35 30 83 100 100 100 100 100 100 100
75 000 100 100 100 100 100 100 100 97 41 51 98 100 100 100 100 100 100 100

100 000 100 100 100 100 100 100 100 98 63 51 100 100 100 100 100 100 100 100

Таблица 9 Число отвергнутых нулевых гипотез при τ∗ = 1,5

N
τ 6= τ∗

1,41 1,42 1,43 1,44 1,45 1,46 1,47 1,48 1,49 1,51 1,52 1,53 1,54 1,55 1,56 1,57 1,58 1,59
1 000 38 35 26 19 15 10 6 6 7 8 8 6 6 8 9 16 22 27
5 000 93 83 75 65 51 34 20 9 3 6 10 19 25 38 55 65 80 92

10 000 100 99 94 81 67 51 27 13 4 14 24 40 56 76 89 96 99 100
25 000 100 100 100 100 100 96 67 33 8 9 36 73 95 100 100 100 100 100
50 000 100 100 100 100 100 98 97 64 18 16 64 94 100 100 100 100 100 100
75 000 100 100 100 100 100 100 99 83 30 26 79 100 100 100 100 100 100 100

100 000 100 100 100 100 100 100 100 90 35 40 96 100 100 100 100 100 100 100

Таблица 10 Число отвергнутых нулевых гипотез при τ∗ = 1,9

N
τ 6= τ∗

1,81 1,82 1,83 1,84 1,85 1,86 1,87 1,88 1,89 1,91 1,92 1,93 1,94 1,95 1,96 1,97 1,98 1,99
1 000 21 18 13 12 10 7 5 5 5 5 5 5 7 6 9 11 12 12
5 000 73 62 49 40 26 21 8 5 5 4 5 8 16 32 43 51 68 82

10 000 95 89 80 62 46 34 16 10 4 10 22 27 45 60 76 89 95 97
25 000 100 100 100 98 89 69 44 16 2 9 26 51 81 94 99 100 100 100
50 000 100 100 100 100 100 98 81 37 11 13 43 82 95 100 100 100 100 100
75 000 100 100 100 100 100 100 95 69 18 18 64 95 100 100 100 100 100 100

100 000 100 100 100 100 100 100 98 78 27 21 75 98 100 100 100 100 100 100
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Рис. 2 График зависимости мощности критерия от δ при
разных объемах графа N : 1 — 1 000; 2 — 5 000; 3 — 10 000;
4 — 50 000; 5 — 100 000

Таким образом, ясно, что мощность критерия
возрастает как с ростом объема графа, так и с
увеличением значения δ. Это означает, что при
использовании критерия χ2 для проверки нулевой
гипотезы при объемах графа N > 104 и при откло-
нении значения τ от τ∗ более чем на 0,09 мощность
критерия будет не менее 0,7.

Во второй серии вычислительных эксперимен-
тов рассматривались случайные графы, состоящие
из двух типов вершин, распределения которых име-
ют вид (1) с параметрами τ∗1 и τ∗2 соответственно.
Здесь и далее будем полагать, что τ∗1 < τ∗2 . Че-
рез p1 и p2 обозначим доли вершин, распределения
которых имеют параметры τ∗1 и τ∗2 соответственно.
Также обозначим δ∗ = |τ∗1 − τ∗2 |.

План эксперимента состоял в следующем.
Пары (p1, p2) принимали значения (50%, 50%),
(20%, 80%), (80%, 20%), (2%, 98%), (98%, 2%). Для

каждого из восьми значений δ∗ ∈ [0,1, 0,8], взятых
с шагом 0,1, параметры распределения степеней
вершин τ∗1 и τ∗2 принимали по 3 пары значений
из интервала (1, 2) (например, для δ∗ = 0,1 па-
ры (τ∗1 , τ

∗
2 ) принимали значения (1,1, 1,2), (1,4, 1,5),

(1,8, 1,9)). Рассматривались графы следующих объ-
емов N : 5 · 103, 104, 5 · 104, 105. С целью получения
статистических данных для каждого значения N и
каждой пары (τ∗1 , τ

∗
2 ) было сгенерировано по 100

случайных графов.

Учитывая свойства критерия χ2, рассмотрим за-
висимость функции мощности критерия от числа
интервалов группирования. Для каждого графа
проверялась нулевая гипотеза для разного числа
интервалов m (от 3 до 25) и в каждом случае под-
считывалась доля экспериментов, в которых нуле-
вая гипотеза отвергалась.

На рис. 3 приведены примеры графиков экс-
периментальных значений оценок мощности µ
в зависимости от числа интервалов группирова-
ния m и всех рассмотренных значений δ∗ для пары
(p1, p2) = (50%, 50%) при N = 5 000 и N = 100 000.

На рис. 4 приведены аналогичные результаты
для пары (p1, p2) = (80%, 20%).

Результаты экспериментов показали, что с рос-
том числа интервалов значения оценок мощности
критерия не превосходят оценки мощности при
m = 3. Поэтому можно сделать вывод, что и в этом
случае при проверке гипотезы согласия распреде-
ления степеней вершин случайных графов Интер-
нет-типа со степенным законом распределения по
критерию χ2 достаточно использовать три интерва-
ла группирования.

Были построены регрессионные модели зави-
симости функции мощности µ критерия χ2 при
проверке нулевой гипотезы от объема графа N и
значения δ∗ для всех рассмотренных пар (p1, p2):

Рис. 3 Графики зависимости мощности критерия от числа интервалов при (p1, p2) = (50%, 50%): (а) N = 5 000;
(б) N = 100 000
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Рис. 4 График зависимости мощности критерия от числа интервалов при (p1, p2) = (80%, 20%): (а) N = 5000;
(б) N = 100 000

– (p1, p2) = (50%, 50%):

lnµ =

=






0,33 lnN + 1,3 ln δ∗ − 3,24
при 0,1 < δ∗ < min{0,8; 12,06N−0,25};
0 при δ∗ > min{0,8; 12,06N−0,25};

– (p1, p2) = (20%, 80%):

lnµ =

=






0,37 lnN + 3,84δ∗ − 6,74
при 0,1 < δ∗ < min{0,8; 1,76− 0,1 lnN};
0 при δ∗ > min{0,8; 1,76− 0,1 lnN};

– (p1, p2) = (80%, 20%):

lnµ =

=






0,42 lnN + 2,83δ∗ − 7,13
при 0,1 < δ∗ < min{0,8; 2,52− 0,15 lnN};
0 при δ∗ > min{0,8; 2,52− 0,15 lnN};

– (p1, p2) = (2%, 98%):

√
µ = 0,04 lnN − 0,44δ∗ + 0,72(δ∗)2 − 0,1

при 0,1 < δ∗ < 0,8;

– (p1, p2) = (98%, 2%):

√
µ = 0,02 lnN + 0,1(δ∗)2 + 0,1

при 0,1 < δ∗ < 0,8.

Оценки коэффициентов множественной корреля-
ции полученных моделей равны соответственно
0,91, 0,91, 0,9, 0,71 и 0,5, и соответствуют уров-
ню значимости 0,05.

4 Заключение

Анализируя полученные данные, несложно за-
метить, что хотя мощность критерия в целом увели-
чивается как с ростом объема графа, так и с увели-
чением δ∗, однако значение оценки мощности при
небольших N мало.

Следует отметить, что в случае, когда величины
p1 и p2 принимали значения 50% и 50%, оценка
мощности критерия с ростом объема графа возра-
стала быстрее, чем в случае (p1, p2) = (20%, 80%).

При (p1, p2) = (80%, 20%) увеличение эмпири-
ческих значений функции мощности происходит
медленнее, чем в случае (20%, 80%). Очевидно,
что данный факт связан с долей содержания в
графе вершин второго типа: эксперименты по-
казали, что чем больше граф содержит вершин
с большим значением параметра, тем мощность
критерия выше. Это также подтверждается и для
пар (p1, p2) = (2%, 98%) и (p1, p2) = (98%, 2%), хо-
тя в этих случаях оценка мощности рассматрива-
емого критерия не превышает соответственно 0,16
и 0,23.

Таким образом, чем меньше разница между до-
лями вершин разных типов, тем оценка мощности
критерияχ2 выше. Кроме того, мощность критерия
увеличивается как с ростом разности между истин-
ным (неизвестным) значением параметра распре-
деления (1) и проверяемым значением τ , так и с
увеличением объема графа.

Заметим, что если нулевая гипотеза не отвер-
гается, то это не исключает того, что граф может
содержать вершины разных типов, но доля вершин
одного из них незначительна.

На основании проведенных исследований мож-
но сделать следующие выводы. При проверке ги-
потезы о согласии распределения степеней вершин
случайного Интернет-графа с распределением (1)
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по критерию χ2 достаточно разбивать область зна-
чений рассматриваемой случайной величины на
три интервала группирования. Для обеспечения
достаточно высокой мощности критерия желатель-
но также, чтобы рассматриваемый граф содержал
не менее 10000 вершин. При проверке нулевой
гипотезы на графах меньшего объема необходимо
учитывать полученную выше зависимость функции
мощности от объема графа.
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СИСТЕМА МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ С ОТРИЦАТЕЛЬНЫМИ

ЗАЯВКАМИ, БУНКЕРОМ ДЛЯ ВЫТЕСНЕННЫХ ЗАЯВОК

И РАЗЛИЧНЫМИ ИНТЕНСИВНОСТЯМИ ОБСЛУЖИВАНИЯ∗

Р. В. Разумчик1

Аннотация: Рассмотрена система массового обслуживания (СМО), в которую поступают пуассоновские
потоки положительных и отрицательных заявок. Для положительных заявок имеется накопитель неогра-
ниченной емкости. Отрицательная заявка, поступающая в систему, выбивает положительную заявку из
очереди в накопителе и перемещает ее в другой накопитель неограниченной емкости (бункер). Если
накопитель пуст, отрицательная заявка покидает систему, не оказывая на нее никакого воздействия.
После окончания обслуживания очередной заявки на прибор поступает заявка из накопителя или, ес-
ли накопитель пуст, из бункера. Длительности обслуживания заявок из накопителя и бункера имеют
экспоненциальные распределения с различными параметрами. Получены соотношения, позволяющие
вычислять стационарные распределения очередей в накопителе и бункере.

Ключевые слова: система массового обслуживания; отрицательные заявки; бункер; различные интенсив-
ности обслуживания

1 Введение

В настоящее время изучению систем и сетей
массового обслуживания с отрицательными заяв-
ками по-прежнему уделяется значительное внима-
ние. Об этом свидетельствует большое число работ в
данной области, которые публикуются каждый год.
Подробный обзор публикаций до 2003 г. приведен
в [1]. Среди недавних работ можно отметить [2–9].
В настоящей статье, которая является продолже-
нием работы [10], рассматривается другой, отлич-
ный от классического, вид отрицательных заявок.
Поступающие отрицательные заявки не разрушают
заявки, ожидающие в очереди, а перемещают их в
дополнительную очередь, откуда те обслуживаются
с относительным приоритетом.

Рассмотрим однолинейную СМО, в которую
поступает пуассоновский поток заявок интенсив-
ности λ. Заявки этого потока, как и в [10], бу-
дем называть положительными. Для положитель-
ных заявок имеется накопитель неограниченной
емкости.

Помимо положительных заявок в систему по-
ступает пуассоновский поток отрицательных за-
явок интенсивности λ−. Отрицательная заявка,
поступающая в систему, вытесняет одну (положи-
тельную) заявку из конца очереди в накопителе
и перемещает ее в накопитель для вытесненных
заявок или бункер, который также имеет неограни-
ченную емкость.

Если в момент поступления отрицательной за-
явки в накопителе нет положительных заявок, а
на приборе обслуживается заявка, то отрицатель-
ная заявка, не прерывая обслуживания на приборе,
покидает систему, не оказывая на нее никакого
воздействия. То же самое происходит и в случае,
когда в момент поступления отрицательной заявки
накопитель и обслуживающий прибор пусты.

Выбор заявок на обслуживание производится
следующим образом. После окончания обслужива-
ния очередной заявки на прибор становится заявка
из накопителя. Если же накопитель пуст, на прибор
поступает заявка из бункера. Обслуживание заявок
не прерывается новыми как положительными, так
и отрицательными заявками.

Длительности обслуживания заявок из накопи-
теля имеют экспоненциальное распределение с па-
раметром µ1, а из бункера — экспоненциальное
распределение с параметром µ2.

2 Система уравнений равновесия

Обозначим через ν(t) число заявок, находящих-
ся в накопителе в момент времени t, через η(t) —
число заявок в бункере, а через ψ(t) — тип за-
явки, которую обслуживает прибор в момент t.
Положим X(t) = (ν(t), η(t), ψ(t)). Случайный про-
цесс {X(t), t ≥ 0}, описывающий стохастиче-
ское поведение рассматриваемой СМО во времени,

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект № 11-07-00112).
1Институт проблем информатики Российской академии наук, rrazumchik@ieee.org
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является марковским процессом с непрерывным
временем и дискретным множеством состояний.
Множество состояний процесса {X(t), t ≥ 0}
имеет вид X = X0 ∪ X1, где X0 = {0}, X1 =
= {(i, j, k), i ≥ 0, j ≥ 0, k = 0, 1}. Состояние (0)
соответствует полностью свободной системе; со-
стояние (i, j, k) означает, что в момент времени t в
накопителе находится i заявок, в бункере ожидают
j заявок, вытесненных из накопителя, и на прибо-
ре обслуживается заявка либо из накопителя (при
k = 0), либо из бункера (при k = 1).

Обозначим через pi,j,k стационарную вероят-
ность состояния (i, j, k), а через p0 — стационарную
вероятность состояния (0). При некотором усло-
вии, о котором будет сказано позже, стационарное
распределение существует и удовлетворяет следу-
ющей системе уравнений равновесия:

λp0 = µ1p0,0,0 + µ2p0,0,1 ; (1)

(λ+ µ1)p0,0,0 = λp0 + µ1p1,0,0 + µ2p1,0,1 ; (2)

(λ+ µ1 + λ
−)pi,0,0 = λpi−1,0,0 + µ1pi+1,0,0 +

+ µ2pi+1,0,1 ; i ≥ 1 , (3)

(λ+ µ1)p0,j,0 = λ
−p1,j−1,0 + µ1p1,j,0 + µ2p1,j,1 ,

j ≥ 1 ; (4)

(λ+ µ1 + λ
−)pi,j,0 = λpi−1,j,0 + λ

−pi+1,j−1,0 +

+ µ1pi+1,j,0 + µ2pi+1,j,1, i ≥ 1 , j ≥ 1 ; (5)

(λ+ µ2)p0,0,1 = µ1p0,1,0 + µ2p0,1,1 ; (6)

(λ+ µ2 + λ
−)pi,0,1 = λpi−1,0,1 , i ≥ 1 ; (7)

(λ+ µ2)p0,j,1 = λ
−p1,j−1,1 + µ1p0,j+1,0 +

+ µ2p0,j+1,1 , j ≥ 1 ; (8)

(λ+ µ2 + λ
−)pi,j,1 = λ

−pi+1,j−1,1 + λpi−1,j,1 ,

i ≥ 1, j ≥ 1 . (9)

К этим уравнениям необходимо добавить условие
нормировки

p0 +

∞∑

i=0

∞∑

j=0

1∑

k=0

pi,j,k = 1 . (10)

3 Совместное распределение
числа заявок в накопителе
и бункере

Найдем совместное стационарное распределе-
ние числа заявок в накопителе и бункере. Для этого
введем две производящие функции (ПФ):

P (u, v) =
∞∑

i=0

∞∑

j=0

pi,j,0u
ivj ,

N(u, v) =

∞∑

i=0

∞∑

j=0

pi,j,1u
ivj , 0 ≤ u ≤ 1 , 0 ≤ v ≤ 1 .

Сначала найдем выражение для N(u, v). Умно-
жая уравнения (6)—(9) на ui и vj и суммируя по
всем значениям i = 0, 1, . . . и j = 0, 1, . . . , после
элементарных выкладок получаем:

N(u, v) =

=
(
(λ−v2 − λ−uv − µ2u)S1(v)− µ1uS0(v) +

+ λup0
)/ (

λu2v − (λ+ µ2 + λ−)uv + λ−v2
)
, (11)

где

S0(v) =

∞∑

j=0

p0,j,0v
j ; S1(v) =

∞∑

j=0

p0,j,1v
j .

Знаменатель в выражении (11) представляет со-
бой квадратный трехчлен по u, корни которого
имеют вид:

u1,2 = u1,2(v) =

=
λ+ µ2 + λ

− ±
√
(λ+ µ2 + λ−)2 − 4λλ−v
2λ

,

причем 0 < u2 < 1 < u1 при 0 < v ≤ 1. Посколь-
ку ПФ N(u, v) является непрерывной функцией в
области {0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1}, то в точке (u2, v)
вместе со знаменателем должен обращаться в нуль
и числитель. Отсюда приходим к равенству

(λ−v2 − λ−u2v − µ2u2)S1(v)− µ1u2S0(v) +

+ λu2p0 = 0 . (12)

Для нахождения выражения для P (u, v) умно-
жим уравнения (2)–(5) на ui и vj и просуммируем
по всем значениям i = 0, 1, . . . и j = 0, 1, . . . . В итоге
получаем:

P (u, v) =
(
(λ−v + µ1 − λ−u)S0(v)− µ2N(u, v) +

+ µ2S1(v)− λup0)
/(

λu2 − (λ+ µ1 + λ−)u+
+ µ1 + λ

−v
)
. (13)

Корни квадратного трехчлена по u в знаменате-
ле (13) имеют вид:

u3,4 = u3,4(v) =

=
λ+ µ1 + λ

−±
√
(λ+ µ1 + λ−)2 − 4λ(µ1 + λ−v)

2λ
,
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причем 0 < u4 < 1 < u3 при 0 ≤ v < 1. Посколь-
ку ПФ P (u, v) является непрерывной функцией в
области {0 ≤ u ≤ 1 , 0 ≤ v ≤ 1}, то в точке (u4, v)
вместе со знаменателем должен обращаться в нуль
и числитель, т. е.

(λ−v+µ1 − λ−u4)S0(v)− µ2N(u4, v) + µ2S1(v)−
− λu4p0 = 0 .

Подставляя в последнее равенство вид N(u4, v)
из (11), после арифметических преобразований по-
лучаем:

µ2(λvu4 − (λ+ µ2)v + µ2)S1(v)−
− λp0(λv(u4 − u2)(u4 − u1) + µ2)−
− (λv(u4 − u2)(u4 − u1)(λ

− − λu3)−
− µ1µ2)S0(v) = 0 . (14)

Напомним, что здесь ui = ui(v), i = 1, 4. Решая
систему из двух уравнений (12) и (14), находим
выражения для S0(v) и S1(v) с точностью до веро-
ятности p0:

S0(v) = λp0
(
µ2u2(µ2 + (λu4 − λ− µ2)v)−

− (µ2 + λv(u4 − u2)(u4 − u1))
(
λ−v(u2 − v) +

+ µ2u2))
((
λv(u4 − u2)(u4 − u1)(λ

− − λu3)−
− µ1µ2) (λ

−v(u2 − v) + µ2u2) +

+ µ1µ2u2(µ2 + (λu4 − λ− µ2)v)
)−1
; (15)

S1(v) =
µ1u2

λ−v2 − λ−u2v − µ2u2
S0(v) −

− λu2

λ−v2 − λ−u2v − µ2u2
p0 . (16)

Подставляя выражения для S0(v) и S1(v) в (11)
и (13), получаем выражения для ПФ N(u, v)
и P (u, v) с точностью до вероятности p0, которая
будет определена далее.

Для нахождения вероятности p0 сделаем ряд
предварительных выкладок. Введем следующие
обозначения:

“pn,0 =
∑

i+j=n−1
pi,j,0 , n ≥ 1 ;

“pn,1 =
∑

i+j=n−1
pi,j,1 , n ≥ 1 .

Очевидно, что вероятность “pn,0 (“pn,1) обозначает
вероятность того, что общее число заявок в системе
равноnи на приборе обслуживается заявка из нако-
пителя (бункера). Суммируя последовательно для
каждого n = 1, 2, . . . соответствующие уравнения

системы уравнений равновесия при i + j = n − 1,
приходим к следующей системе уравнений:

λp0 = µ1“p1,0 + µ2“p1,1 , n = 0 ;
λ(“pn,0 + “pn,1) =

= µ1“pn+1,0 + µ2“pn+1,1 , n ≥ 1 .



 (17)

Если теперь просуммировать все уравнения (17),
получается

λ = µ1“p·,0 + µ2“p·,1,

которое с учетом того, что “p·,0 = p·,·,0 и “p·,1 = p·,·,1,
примет вид:

λ = µ1p·,·,0 + µ2p·,·,1 , (18)

где символ «·» обозначает суммирование по всем
значениям дискретного аргумента.

Это равенство свидетельствует о том, что, как
и должно быть, в стационарном режиме среднее
число заявок, принятых в систему за единицу вре-
мени, равно среднему числу заявок, обслуженных
системой в единицу времени.

Заметим, что для системыM |H2|1|∞ равенство,
связывающее интенсивность принятого в систе-
му потока и интенсивность обслуженного потока
полностью повторяет равенство (18) (см., напри-
мер, [11, с. 176]). Отличие состоит только в том,
что для системы M |H2|1|∞ в равенстве, аналогич-
ном (18), вместо вероятностей того, что прибор
занят обслуживанием заявки из накопителя и из
бункера, стоят вероятности того, что прибор обслу-
живает заявку на первой и на второй фазе прибора.
Отсюда следует, что соответствующие вероятности
совпадают.

Более того, для рассматриваемой системы и для
системы M |H2|1|∞ совпадают вероятности про-
стоя, поскольку равенство (18) с помощью условия
нормировки (10) приводится к виду:

λ = µ1(1− p0) + (µ2 − µ1)p·,·,1 . (19)

Таким образом, вероятность простоя p0 для рас-
сматриваемой системы находится по той же форму-
ле, что и вероятность простоя для СМО M |H2|1|∞,
т. е.

p0 = 1− β1
λ

µ1
− β2

λ

µ2
, (20)

где β1 — вероятность того, что прибор занят обслу-
живанием заявки из накопителя, а β2 = 1 − β1 —
вероятность того, что прибор занят обслуживанием
заявки из бункера.

Покажем, как найти эти вероятности. Вероят-
ность β2 совпадает с вероятностью того, что по-
ступившая в систему заявка будет перемещена в
бункер. Поступающая с интенсивностью λ− от-
рицательная заявка «убивает» заявку в накопителе,
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если он не пуст, что происходит с вероятностью
(1 − p0 − p0,·,0 − p0,·,1). Учитывая, что в единицу
времени в систему поступает λ заявок, имеем

β2 =
λ−(1− p0 − p0,·,0 − p0,·,1)

λ
.

Подставляя в (20) выражение для β1 и β2, полу-
чаем

p0

(
1 +

λ−

µ1
− λ−

µ2

)
= 1− λ

µ1
+

+
λ−(µ2 − µ1)

µ1µ2
(1 − p0,·,0 − p0,·,1) . (21)

Система из четырех уравнений: (11) при u = v =
= 1, (16) при v = 1, (19) и (21) — является невырож-
денной, и ее решение имеет вид

p0 = 1−
λ

µ1
+

+λ2λ− (µ2 − µ1)

/(
µ21µ2

(
(µ2 − µ1)

u2(1)

(u2(1)− 1)
+

+ λ−
)
+ µ1

(
µ21µ2 + λ

−(µ2 − µ1)(µ1 + λ)
) )
;

p0,·,0 =
1

λ−(µ2 − µ1)(λ
− − (µ2 − µ1 + λ

−)u2(1))
×

×
(
p0λ

−(µ2 − µ1)((µ2 + λ+ λ
−)u2(1)− λ−) +

+ (λ−u2(1) + µ2u2(1)− λ−) (p0µ1µ2 + λµ2 −
− µ1µ2 − λ−(µ2 − µ1)

))
;

p0,·,1 =
µ1u2(1)

λ− − λ−u2(1)− µ2u2(1)
p0,·,0 −

− λu2(1)

λ− − λ−u2(1)− µ2u2(1)
p0 ,

p·,·,1 = p0,·,1 +
µ1
µ2
p0,·,0 −

λ

µ2
p0 .

Нетрудно видеть, что если µ1 = µ2 = µ, т. е.
имеет место одинаковая интенсивность обслужи-
вания заявок как из накопителя, так и из бункера,
то вероятность простоя p0 = 1− λ/µ, что совпадает
с вероятностью простоя в системе из [10].

Зная вероятность p0, можно выписать алгоритм
расчета совместного стационарного распределения
pi,j,k:

– сначала находится вероятность p0,0,0 по форму-
ле, которая следует из (15) при v = 0:

p0,0,0=
(
λp0

(
u

′

2(0)
[
λu4(0)(1− u4(0) + u1(0))−

− λ− µ2 − λ−
]
+ λ−

))/(
u

′

2(0)
[
λu4(0) (u4(0)−

− u1(0))
(
λ− − λu3(0)

)
+ µ1 (λu4(0)− λ−

− µ2 − λ−
)]
+ µ1λ

−
)
;

– затем, используя (1), находится вероятность
p0,0,1:

p0,0,1 =
λp0 − µ1p0,0,0

µ2
;

– далее из (7) находятся вероятности pi,0,1, i ≥ 1:

pi,0,1 = δ
ip0,0,1 ; δ =

λ

λ+ µ2 + λ
− ;

– используя (1), (2) и (7), находится вероят-
ность p1,0,0:

p1,0,0 =
λp0,0,0 − µ2(1 + δ)p0,0,1

µ1
;

– из (2) вычисляются вероятности pi,0,0, i ≥ 2:

pi,0,0 =

(
λ+ µ1 + λ

−

µ1

)
pi−1,0,0 −

− λ

µ1
pi−2,0,0 −

µ2δ
ip0,0,1
µ1

;

– далее из (15) и (16) находятся вероятности p0,j,0,
j ≥ 1, и p0,j,1, j ≥ 1, по формулам:

p0,j,0 =
1

j!

djS0(v)

dvj

∣∣∣
v=0
;

p0,j,1 =
1

j!

djS1(v)

dvj

∣∣∣
v=0
;

– затем из (9) последовательно для каждого j =
= 1, 2, . . . вычисляются вероятностиpi,j,1, i ≥ 1:

pi,j,1 =
λ−

λ+ µ2 + λ
− pi+1,j−1,1 +

+
λ

(λ+ µ2 + λ
−)

pi−1,j,1 ;

– из (2) находятся вероятности p1,j,0, j ≥ 1:

p1,j,0 =
λ+ µ1
µ1

p0,j,0 −
λ−

µ1
p1,j−1,0 −

µ2
µ1

p1,j,1 ;

– последними, из (5), последовательно для каж-
дого j = 1, 2, . . . находятся вероятности pi,j,0,
i ≥ 2:

pi,j,0 =
(
(λ+ µ1 + λ

−)pi−1,j,0 − λpi−2,j,0 −
− λ−pi,j−1,0 − µ2pi,j,1

) /
µ1 .

Таким образом, совместное стационарное рас-
пределение найдено. Поскольку заявки поступают
в систему с интенсивностью λ, а обслуживаются с
интенсивностью µ∗ = (β1/µ1 + β2/µ2)

−1, неравен-
ство λ < µ∗ является необходимым и достаточным
условием для его существования.
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4 Заключение
В статье представлен анализ СМО с отрица-

тельными заявками и бункером для вытесненных
заявок, в которой заявки из накопителя и бунке-
ра обслуживаются с различными интенсивностями.
Найдено совместное стационарное распределение
числа заявок в накопителе и бункере как в тер-
минах производящих функций, так и в терминах
вычислительных алгоритмов.

С помощью программных средств GPSS была
разработана имитационная модель системы. Ре-
зультаты моделирования показали хорошие совпа-
дения с результатами численных расчетов, прове-
денных по полученным формулам.

Автор глубоко признателен профессору
А. В. Печинкину за постановку задачи, ряд ценных
замечаний и помощь при оформлении статьи.
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ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ДИАГНОСТИКИ

ПЛОСКИМ ЗОНДОМ СИЛЬНОИОНИЗОВАННОЙ ПЛАЗМЫ

С УЧЕТОМ КУЛОНОВСКИХ СТОЛКНОВЕНИЙ

И. А. Кудрявцева1, А. В. Пантелеев2

Аннотация: Сформирована математическая модель, описывающая динамику сильноионизованной плаз-
мы с учетом столкновений заряженных частиц вблизи плоского зонда. Модель включает уравнение
Фоккера–Планка и уравнение Пуассона. Предложено два подхода к решению задачи: на основе метода
статистических испытаний Монте-Карло и на основе композиции метода крупных частиц и метода
расщепления.

Ключевые слова: телекоммуникационные системы; метод Монте-Карло; метод крупных частиц; метод
расщепления; зонд; уравнение Фоккера–Планка; уравнение Пуассона

1 Введение

В настоящее время в области телекоммуникаций
все более востребованными становятся информа-
ционные технологии, основанные на использова-
нии математических моделей и численных методов
физики плазмы. Поэтому особенно актуальным
является решение разнообразных задач анализа по-
ведения плазмы, включающих в себя формирова-
ние новых моделей и методов их исследования.
Помимо этого, в разработке телекоммуникацион-
ного оборудования эффективно используются соб-
ственно физические свойства плазмы. В частности,
изготовлена антенна, работа которой основана на
газовом разряде низкотемпературной плазмы [1],
интенсивно ведутся разработки по созданию и усо-
вершенствованию источников бесперебойного пи-
тания на основе плазменных элементов [2, 3].

Одним из наиболее перспективных направле-
ний для построения систем оптической беспровод-
ной связи является использование лазеров [4, 5].
В этой связи большое внимание уделяется исполь-
зованию плазмы при разработке импульсных силь-
ноточных коммутаторов [6], так как практическое
применение подобных разработок требует повыше-
ния уровня надежности и быстродействия лазерных
систем.

Исследования низкотемпературной плазмы
также связаны с разработками в области дальней
космической связи, так как моделирование про-
цессов взаимодействия заряженного тела с верхни-
ми слоями атмосферы позволяет предлагать спосо-
бы улучшения существующих систем радиосвязи с
космическими летательными аппаратами [7].

Наряду с этим актуальными также являются за-
дачи диагностики плазмы, поскольку перспективы
ее использования в области телекоммуникаций по-
сле более полного изучения физических свойств
могут значительно расшириться.

Для диагностики плазмы применяют зондовые
методы исследования [8–11]. Эти методы отно-
сятся к классу контактных методов; как следствие,
возникает сложность в исследовании пристеноч-
ной области вблизи зонда, которая характеризуется
достаточно сложным распределением потенциала
и функциями распределения, отличными от макс-
велловских.

Данная работа посвящена исследованию пере-
ходного режима обтекания заряженного тела плаз-
мой. Для переходного режима выполняется сле-
дующее условие: длина свободного пробега иона
до столкновения с нейтральным атомом или дру-
гим ионом невелика по сравнению с характерными
размерами тела. В этом случае возникает необ-
ходимость учета столкновений заряженных частиц
с нейтральными атомами и кулоновских столкно-
вений. В работах [10, 11] подробно рассмотрена
модель с учетом столкновений заряженных частиц
с нейтральными атомами. В настоящей статье пред-
ставлена теоретическая модель, описывающая вли-
яния ион-ионных и ион-электронных столкнове-
ний на измеряемые характеристики плазмы, что
ранее детально не исследовалось.

В рамках данной работы предлагается мо-
дель, описывающая динамику сильноионизован-
ной плазмы с учетом кулоновских столкновений.
Эта модель учитывает такие процессы взаимодей-

1Московский авиационный институт, irina.home.mail@mail.ru
2Московский авиационный институт, avpanteleev@inbox.ru
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ствия, как перенос частиц и столкновения между
заряженными частицами типа «ион–ион» и «ион–
электрон» под влиянием макроскопического элек-
трического поля. Перечисленные процессы опи-
сываются самосогласованной системой уравнений,
включающей уравнение Фоккера–Планка и урав-
нение Пуассона [12].

Вычислительная модель задачи строится на
основе двух методов: метода статистических ис-
пытаний Монте-Карло и композиции метода круп-
ных частиц и метода расщепления. Приведены ре-
зультаты численного моделирования, полученные
с использованием вышеперечисленных методов.

2 Постановка задачи

Рассматривается следующая физическая поста-
новка зондовой задачи [11]. В невозмущенную бес-
конечно протяженную плазму, состоящую из элек-
тронов и однозарядных ионов, внесена большая
заряженная до потенциала ϕp плоскость. Плос-
кость, расположенная поперек потока плазмы,
является идеально поглощающей для электронов.
Ионы при ударе о плоскость нейтрализуются.
Предполагается, что частицы в плазме движутся
под действием внешнего электрического поля, маг-
нитное поле отсутствует. Концентрации ионов ni∞
и электронов ne∞, а также температуры данных
частиц Ti∞ и Te∞ в невозмущенной плазме заданы.
За начальные функции распределения обоих ти-
пов частиц принимаются функции распределения
Максвелла.

Требуется с учетом столкновений между заря-
женными частицами найти напряженность само-
согласованного электрического поля ~E(~r, t), функ-
ции распределения однозарядных ионов fi(~r, ~v, t)
и электронов fe(~r, ~v, t), а также их моменты
(плотности токов ионов и электронов ji(~r, t) =
= q

∫
fi(~r, ~v, t)~v d~v, je(~r, t) = e

∫
fe(~r, ~v, t)~v d~v, где

q = Zie, Zi = 1 — заряд иона, e — заряд элек-
трона; концентрации ионов и электронов ni(~r, t) =
=
∫
fi(~r, ~v, t) d~v, ne(~r, t) =

∫
fe(~r, ~v, t) d~v). Поведе-

ние частиц во времени t характеризуется радиус-
вектором ~r и вектором скорости ~v.

Математическая модель, соответствующая дан-
ной физической постановке задачи, имеет вид [11,
13]:

∂fα(~r, ~v, t)

∂t
+ ~v

∂fα(~r, ~v, t)

∂~r
+
~Fα(~r, t)

mα
×

× ∂fα(~r, ~v, t)

∂~v
=

(
∂fα(~r, ~v, t)

∂t

)

Ó

+ Sα(~r, ~v, t) ;

–ϕ(~r, t) = − e
ε0
(ni(~r, t)− ne(~r, t)) ;

~E(~r, t) = −∇ϕ(~r, t) .





(1)

Здесь первое уравнение — уравнение Фоккера–
Планка для частиц сорта α (α = i, e), вто-
рое — уравнение Пуассона для самосогласован-
ного электрического поля; fα(~r, ~v, t) — функция
распределения частиц сорта α; (∂fα(~r, ~v, t)/∂t)Ó —
оператор столкновений Фоккера–Планка; функ-
ция Sα(~r, ~v, t) описывает источники или стоки
частиц; ~Fα(~r, t) = qα ~E(~r, t), где ~E(~r, t)— напряжен-
ность самосогласованного электрического поля,

qα =

{
−e , α = e ,

e , α = i ;

ϕ(~r, t) — потенциал самосогласованного электри-
ческого поля; nα(~r, t) (α = i, e) — концентрация
частиц сорта α; mα — масса частицы сорта α; ε0 —
электрическая постоянная.

Оператор столкновений Фоккера–Планка име-
ет вид [13, 14]

1

•α

(
∂fα

∂t

)

Ó

=
1

2
∇v∇v : (fα∇v∇vgα(~r, ~v, t))−

−∇v · (fα∇vhα) ,

где ∇v∇vgα(~r, ~v, t)— ковариантная тензорная про-
изводная второго ранга, знак двоеточия (:) обозна-
чает операцию двойного суммирования:

•α =
Z4αe

4

4πε20m
2
α

lnDα ;

Dα =
12πε0kTα∞

Z2αe
2

(
ε0kTe∞
ne∞e

2

)1/2
;

gα(~r, ~v, t) =
∑

b=i,e

(
Zb

Zα

)∫
fb(~r, ~v

′, t) |~v − ~v ′| d~v ′ ;

hα(~r, ~v, t) =
∑

b=i,e

mα +mb

mb

(
Zb

Zα

)∫
fb(~r, ~v

′, t)

|~v − ~v ′| d~v ′ ;

Zα = 1 , α = i, e .

К системе уравнений (1) необходимо добавить
начальные и краевые условия:

t = 0 : fα(~r, ~v, 0) = f
maksv
α , α = i, e;

~r ∈ Ÿp : fα(~r, ~v, t)
∣∣
~r∈Ÿp

= 0 , α = i, e ;

ϕ(~r, t)
∣∣
~r∈Ÿp

= ϕp ;

~r ∈ Ÿ∞ : fα(~r, ~v, t)
∣∣
~r∈Ÿ∞

= fmaksvα , α = i, e ;

ϕ(~r, t)
∣∣
~r∈Ÿ∞

= 0 ,





(2)

где
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fmaksvα = nα∞

(
mα

2kπTα∞

)3/2
×

× exp
(
− mα

2kTα∞
|~v − ~v∞|2

)
, α = i, e ;

Ÿp и Ÿ∞ — множество радиус-векторов частиц,
концы которых принадлежат плоскости зонда и
границе возмущенной зоны соответственно.

Для решения поставленной задачи введем де-
картову систему координат таким образом, чтобы
заряженная плоскость совпала с плоскостью 0xz.
Тогда положение частицы в пространстве будет
определяться координатами x, y, z, а скорость —
координатами vx, vy, vz. В силу того что плоскость
является бесконечно большой в сравнении с харак-
терным размером задачи, функции распределения
частиц будут зависеть только от переменных y, vy, t.

Поставленную задачу предлагается решать неза-
висимо двумя методами. Первый метод основыва-
ется на методе статистических испытаний Монте-
Карло, второй метод является композицией метода
расщепления и метода крупных частиц.

3 Применение метода
Монте-Карло

Запишем самосогласованную систему уравне-
ний (1) и (2) в декартовой системе координат с
учетом сделанных предположений:

∂fα

∂t
+ vy

∂fα

∂y
+
Fα

y

mα

∂fα

∂vy
=
1

2

∂2

∂[vy]
2 ×

×
(
fα

∂2gα

∂[vy]
2

)
− ∂

∂vy

(
fα
∂hα

∂vy

)
, α = i, e ;

∂2ϕ

∂y2
= − e

ε0
(ni − ne) ; Ey = −∂ϕ

∂y
;

t = 0 : fα(y, vy, 0) = f
maksv
α , α = i, e ;

y = 0 : fα(0, vy, t) = 0 , α = i, e ;

ϕ(0, t) = ϕp ;

y = y∞ : fα(y∞, vy, t) = f
maksv
α , α = i, e ;

ϕ(y∞, t) = 0 .






(3)

В полученной системе уравнений (3) перейдем к
безразмерным величинам, применив соотношение
X = MX

�X, где MX — масштаб размерной величи-
ны X, �X — безразмерная величина X . В качестве
используемых масштабов были взяты следующие:
радиус Дебая, скорость теплового движения частиц,
концентрация частиц в невозмущенной плазме, по-
тенциал, возникающий при разделении зарядов в
дебаевской сфере, и производные от них величины.

Система безразмерных уравнений имеет следу-
ющий вид:

∂ �fα

∂�t
+Aα

∂ �fα

∂�y
+Bα

�Ey
∂ �fα

∂�vy
=

=
∂2

∂[�vy]
2

(
Dα
�fα

)
− ∂

∂�vy

(
Kα
�fα

)
, α = i, e;

∂2 �ϕ

∂�y2
= − (�ni − �ne) ; �ey = −∂ �ϕ

∂�y
;

�t = 0 : �fα(�y, �vy, 0) = �f
maksv
α , α− i, e ;

�y = 0 : �fα(0, �vy, �t) = 0 , α = i, e ;

�ϕ(0, �t) = �ϕp ;

�y = �y∞ : �fα(�y∞, �vy, �t) = �f
maksv
α , α = i, e ;

�ϕ(�y∞, �t) = 0 .





(4)

Здесь

Aα =
√
δα �vy ; Bα =

√
δα

zα

2εα
;

δα =
εα

µα
; εα =

Tα∞
Ti∞

;

µα =
mα

mi
; Dα = A

α
g

∂2�gα

∂[�vy]
2 ;

Kα = A
α
h

∂�hα

∂�vy
, α = i, e ,

где Aα
g и Aα

h — коэффициенты, определяемые ха-
рактерными параметрами задачи [15].

Поиск решения самосогласованной системы
уравнений (4) осуществляется по следующей схе-
ме. Вначале находятся значения напряженности
электрического поля по значениям потенциала,
полученным из граничной задачи для уравнения
Пуассона. Далее, используя найденные значе-
ния напряженности, решается уравнение Фокке-
ра–Планка путем перехода к стохастическому диф-
ференциальному уравнению (СДУ) Ито:

d—α(�t) = aα

(
�t,—α(�t)

)
+

+ σ
(
�t,—α(�t)

)
dW (�t) , α = i, e ,

где

—α(�t) =

[
�y(�t)
�vy(�t)

]
;

aα

(
�t,—α(�t)

)
=

[ −Aα

−Kα −Bα
�Ey

]
;

σα

(
�t,—α(�t)

)
σTα
(
�t,—α(�t)

)
= Dα , α = i, e ;

W (�t)— стандартный винеровский случайный про-
цесс.
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Для нахождения значений вектора состоя-
ния —α(�t) применим явную разностную схему сто-
хастического метода Эйлера [16]:

—n+1
α = —n

α + hτaα

(
�tn,—

n
α

)
+ σα

(
�tn,—

n
α

)
–Wn ,

n = 0, . . . , N , α = i, e ,

где —n
α, n = 0, . . . , N , — приближенное значение

вектора состояния —α(�t), α = i, e, в момент време-
ни �t = �tn, �tn = nhτ , n = 0, . . . , N ; hτ — достаточно
малый шаг интегрирования; –Wn, n = 0, . . . , N , —
величина приращения винеровского процессаW (�t)
на отрезке

[
�tn, �tn+1

]
, по определению независимая

от—0α,–W0, . . . ,–Wn−1:–Wn =W (�tn−1)−W (�tn);
–Wn ∼ N(0, hτ ), т. е. –Wn представляют собой
гауссовские случайные величины с нулевыми мате-
матическими ожиданиями и дисперсиями, равны-
ми шагу интегрирования; —0α — значение вектора
состояния —α(�t), α = i, e, в момент времени �t = 0,
—0α ∼ �fmaksvα .

Частные производные ∂2�gα/∂[�vy]
2 и

∂�hα/∂�vy, являющиеся составляющими матрицы
σα(�tn,—

n
α)σ

T
α (�tn,—

n
α) и вектора aα(�tn,—

n
α) соответ-

ственно, аппроксимируются со вторым порядком
точности на трехточечном шаблоне на основе зна-
чений �gα и �hα [17].

В выражения для функций �gα и �hα входят инте-
гралы, которые вычисляются методом Монте-Кар-
ло с использованием набора значений скоростной
компоненты вектора состояния �vy, полученных из
решения СДУ Ито:

∫
�fα

∣∣�vy − �v′y
∣∣ dv′y =M

(
ζ
(
�Vy

))
,

где

ζ
(
�Vy

)
=
∣∣∣�vy − �Vy

∣∣∣ , �Vy ∼ �fα .

Для вычисления напряженности самосогласо-
ванного электрического поля �Ey = −∂ �ϕ/∂�y, вхо-
дящей в вектор aα(�tn,—

n
α), необходимо аналогично

аппроксимировать со вторым порядком точности
производную ∂ �ϕ/∂�y на трехточечном шаблоне с ис-
пользованием значений потенциала �ϕ [17]. Значе-
ния потенциала �ϕ находятся из решения уравнения
Пуассона.

Граничную задачу для уравнения Пуассона

∂2 �ϕ

∂�y2
= − (�ni − �ne) ;

�ϕ
∣∣
�y=0
= �ϕp ;

�ϕ
∣∣
�y∞=0

= 0

предлагается решать путем перехода к конечно-
разностной системе с последующим ее решением
методом прогонки [17]:

�ϕn
l−1 + 2�ϕ

n
l + �ϕ

n
l+1 = hy

�δn
l , l = 1, . . . , Ny ;

�δn
l = −

(
�nn

i,l − �nn
e,l

)
; �ϕ0 = �ϕp ; �ϕNy = 0 ,

где Ny — число шагов по переменной �y, hy — вели-
чина шагов разбиения по �y.

Концентрации �nα, α = i, e, и плотности токов
частиц на зонд �fα, α = i, e, вычисляются согласно
описанному выше методу Монте-Карло.

4 Применение метода
расщепления и метода
крупных частиц

Решение задачи в данном случае предлагается
начать с записи правой части уравнения Фоккера–
Планка в декартовой системе координат в виде:

Qfα =
1

2

∂2fα

∂[vy]
2

∂2gα

∂[vy]
2 +

∂fα

∂vy

∂Cα

∂vy
+Hα , α = i, e ,

где

Cα(~r, ~v, t) =





1− γ

Z2i

∫
fe(~r, ~v

′, t)

|~v − ~v ′| d~v ′ , α = i ;

Z2i (γ − 1)
γ

∫
fi(~r, ~v

′, t)

|~v − ~v ′| d~v ′ , α = e ;

Hα =






4π

(
γfe

Z2i
+ fi

)
fi , α = i ;

4π

(
Z2i fi

γ
+ fe

)
fe , α = e .

Тогда при переходе к безразмерным величинам (см.
разд. 3) система (1) запишется следующим образом:

∂ �fα

∂�t
+Aα

∂ �fα

∂�y
+Bα

�Ey
∂ �fα

∂�vα
= “Q �fα , α = i, e;

∂2 �ϕ

∂�y2
= − (�ni − �ne) , �Ey = −∂ �ϕ

∂�y
,

�t = 0 : �fα(�y, �vy, 0) = �f
maksv
α , α = i, e ,

�y = 0 : �fα(0, �vy, �t) = 0 , α = i, e ;

�ϕ(0, �t) = �ϕp ;

�y = �y∞ : �fα(�y∞, �vy , �t) = �f
maksv
α , α = i, e ;

�ϕ(�y∞, �t) = 0 ,





(5)

где

“Q �fα = Dα
∂2 �fα

∂[�vy]
2 +Kα

∂ �fα

∂�vy
+Hα ;

Dα = A
α
g

∂2�gα

∂[�vy]
2 ; Kα = A

α
h

∂�hα

∂�vy
, α = i, e .
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Для решения системы уравнений (5) применя-
ется модификация метода расщепления [17], со-
гласно которой исходная задача разбивается на две
вспомогательные. Такое разбиение можно осуще-
ствить, переписав уравнение Фоккера–Планка в
следующем виде:

∂ �fα

∂�t
= “Q1 �fα + “Q2 �fα ,

где

“Q1 �fα = −
(
Aα

∂ �fα

∂�y
+Bα

∂ �fα

∂�y

)
;

“Q2 �fα =

(
Dα

∂2 �fα

∂[�vy]
2 +Kα

∂ �fα

∂�vy
+Hα

)
.

Правая часть уравнения Фоккера–Планка пред-
ставляет собой сумму двух операторов, первый из
которых отвечает за перенос частиц, второй — за
столкновения заряженных частиц. В результате
образуются следующие задачи, которые решаются
последовательно:

– первая задача:

∂wα(�y, �vy, �t)

∂�t
= Q1wα(�y, �vy, �t) , α = i, e ;

∂2 �ϕ

∂�y2
= − (�ni − �ne) ; �Ey = −∂ �ϕ

∂�y
;

wα(�y, �vy, �t
n) = �fα(�y, �vy, �t

n) , n = 0, . . . , N − 1 ;

�y = 0 : wα(0, �vy, �t) = 0 , α = i, e ;

�ϕ(0, �t) = �ϕp ;

�y = �y∞ : wα(�y∞, �vy, �t) = �f
maksv
α , α = i, e ;

�ϕ(�y∞, �t) = 0 ;

– вторая задача:

∂sα(�y, �vy, �t)

∂�t
= Q2sα(�y, �vy, �t) , α = i, e ;

sα(�y, �vy, �t
n) = wα(�y, �vy, �t

n+1), n = 0, . . . , N − 1.

Первая задача представляет собой систему без-
размерных уравнений Власова–Пуассона. Для ее
решения применяется метод крупных частиц [18].
Согласно этому методу решение задачи осуще-
ствляется путем расщепления на два этапа: на
первом этапе не учитываются конвективные чле-
ны и решение получается обычным интегрирова-
нием на неподвижной эйлеровой сетке, а на втором

этапе рассматривается система, которая описывает
перенос частиц в лагранжевой системе координат.
Кроме того, на первом этапе необходимо решить
уравнение Пуассона для получения значений по-
тенциала самосогласованного электрического по-
ля. Для этого применяется метод, описанный в
разд. 3.

Вторая задача решается путем перехода к конеч-
но-разностной системе. При этом частные произ-
водные ∂2�gα/∂[�vy]

2 и ∂�hα/∂�vy аппроксимируются
со вторым порядком точности с использованием
трехточечного шаблона, а производная ∂sα/∂�t ап-
проксимируется на двухточечном шаблоне с пер-
вым порядком точности [16]. К полученной систе-
ме разностных уравнений предлагается применить
один из классических методов решения систем ли-
нейных уравнений, например метод Гаусса [19].

Решением первой задачи является функция
wα(�y, �vy, �t

n), n = 0, . . . , N , , которая дает началь-
ное условие для второй задачи. Решая вторую за-
дачу, находим функцию sα(�y, �vy, �t

n) = �fα(�y, �vy, �t
n),

n = 1, . . . , N , α = i, e, которая определяет реше-
ние �fα(�y, �vy, �t

n), α = i, e, исходной системы (5) для
рассматриваемых моментов времени n = 1, . . . , N .

Моменты функций распределения �fα, α = i, e,
находятся с помощью методов численного интегри-
рования, например метода трапеций [19].

5 Результаты численного
моделирования

Для двух описанных выше методов реализова-
ны две отдельные программы в среде Matlab 7.0.
Эти программы позволяют по заданным значениям
концентраций и температур частиц ni∞, ne∞, Ti∞
и Te∞ в невозмущенной плазме, а также потенци-
ала ϕp, подаваемого на зонд, изучить эволюцию во
времени плотностей тока частиц ji и je, концен-
траций частиц ni и ne в произвольной точке про-
странства в возмущенной зоне, а также динамику
изменения напряженности Ey самосогласованного
электрического поля во времени и пространстве.

С использованием разработанных программ
проведены серии расчетных экспериментов, в кото-
рых значение концентраций варьировалось в пре-
делах ni∞ = ne∞ = 1018 ÷ 1022 м−3. Значение
температур было выбрано неизменным и равным
Ti∞ = Te∞ = 3000 K, а значения потенциала, по-
даваемого на зонд, изменялись в пределах ϕp =
= 0÷ 2,6 В.

На рис. 1 и 2 приведены графики изменения на-
пряженности самосогласованного электрического
поля (см. рис. 1) и плотности токов ионов (см.

50 ИНФОРМАТИКА И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЯ том 5 выпуск 3 2011



Приближенные методы решения задачи диагностики плоским зондом сильноионизованной плазмы

Рис. 1 Динамика изменения плотности тока ионов во времени в фиксированной точке возмущенной зоны для
значений потенциала: 1 — ϕp = −6; 2 — ϕp = −16; 3 — ϕp = −30 в случае применения методов Монте-Карло (а) и
крупных частиц (б)

Рис. 2 Динамика изменения напряженности электрического поля во времени в фиксированной точке возмущенной
зоны для значений потенциала: 1 — ϕp = −6; 2 — ϕp = −16; 3 — ϕp = −30 в случае применения методов
Монте-Карло (а) и крупных частиц (б)

рис. 2) во времени в фиксированной точке про-
странства возмущенной зоны в случае применения
обоих разработанных алгоритмов.

На основании полученных результатов можно
отметить похожее поведение зависимостей напря-
женности электрического поля и плотности тока от
времени в двух рассматриваемых случаях. Графи-
ки кривых сначала убывают, затем начинают воз-
растать, выходя в некоторый момент времени t′

(момент установления) на стационарные значения.

Одинаковое поведение напряженности и плот-
ности тока можно объяснить из следующих сообра-
жений: плотность тока ионов в данной области
пространства равна произведению концентрации
ионов на их направленную скорость и на заряд
иона. Скорость ионов, в свою очередь, зависит
от заряда, массы и напряженности электрического
поля.

При внесении в плазму отрицательно заряжен-
ного зонда возникает электрическое поле, которое
нарушает квазинейтральность плазмы. Для того
чтобы компенсировать действие внешнего элек-
трического поля, ионы устремляются к зонду, а
электроны — от зонда. Это приводит к дисбалан-
су концентраций вблизи зонда и, как следствие,
к увеличению разности потенциалов; график на-
пряженности электрического поля убывает. Вскоре
разделение зарядов компенсирует внешнее элек-
трическое поле; график выходит на стационарное
значение.

Также можно отметить, что значения напряжен-
ности электрического поля и плотности тока частиц
на зонд в момент установления для двух методов со-
впадают.

Момент установления t′ зависит от применя-
емого метода решения. В случае метода Монте-
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Карло t′ = 3,5÷ 4 ед., а для метода крупных частиц
совместно с методом расщепления t′ = 5 ÷ 5,5 ед.
Используя конечно-разностный метод, можно по-
лучить динамику изменения функций распределе-
ния частиц fα, α = i, e, во времени и пространстве.
Функции распределения позволяют наглядно пред-
ставить влияние на картину распределения частиц
вблизи зонда самой поверхности зонда и электри-
ческого поля.

6 Заключение
В работе найдено решение задачи диагности-

ки плоским зондом сильноионизованной плазмы с
учетом столкновений заряженных частиц. Разра-
ботана математическая модель исследуемого явле-
ния, описываемая уравнениями Фоккера–Планка
и Пуассона. Решение получено двумя методами:
статистическим и конечно-разностным на основе
сформированных алгоритмов. Приведены резуль-
таты численного моделирования при различных
характерных параметрах задачи. Из проведенных
вычислительных экспериментов вытекает, что ис-
комые величины: напряженность электрического
поля, плотности токов частиц на зонд, концен-
трации частиц вблизи зонда — как по характеру
зависимости, так и по числовым значениям совпа-
дают. При применении метода Монте-Карло мо-
мент установления наступает быстрее по сравнению
с конечно-разностным методом, однако конечно-
разностный метод позволяет получить более на-
глядные результаты.
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МЕТРИК ПРИ СРАВНИТЕЛЬНОМ

ИССЛЕДОВАНИИ КАЧЕСТВА РАБОТЫ АЛГОРИТМОВ

СЕГМЕНТАЦИИ ИЗОБРАЖЕНИЙ

П. П. Кольцов1

Аннотация: Изучается качество работы четырех известных алгоритмов цифровой сегментации изображе-
ний. Исследование проводится на совокупности искусственных тестовых изображений, подвергаемых
контролируемым искажениям при априори известном эталонном ground truth изображении. Результат ра-
боты алгоритмов сегментации сравнивается с эталонным изображением с помощью метрик, обладающих
различными свойствами. Использование различных метрик для оценки качества работы алгоритмов сег-
ментации и сравнение полученных при этом результатов позволяют более точно выяснить особенности
каждого из исследуемых алгоритмов.

Ключевые слова: обработка изображений; оценка качества обработки изображений; сегментация изобра-
жений; выделение границ; энергетические методы

1 Введение

В данной статье под сегментацией подразумева-
ется разбиение изображения на совокупность непе-
ресекающихся связных областей, для которых ха-
рактерно повышенное сходство между элементами
одной и той же области по сравнению с прилежа-
щим фоном или соседними областями. В ряде слу-
чаев, например при решении задач текстурного ана-
лиза, таким областям могут отвечать определенные
объекты или их части. Методы, предназначенные
для решения такого класса задач, будем называть
методами сегментации, а их программные реализа-
ции — алгоритмами сегментации. Таким образом,
в статье под задачей сегментации подразумевается
задача разбиения исходного изображения на выше-
указанные области.

В настоящее время разработка методов сегмен-
тации является одним из быстроразвивающихся
направлений в области обработки изображений,
широко востребованным в практической деятель-
ности. Однако значительное число существующих
в настоящее время как методов сегментации, так и
их программно-алгоритмических реализаций, по-
рождает проблему выбора алгоритма, наиболее под-
ходящего для решаемой конкретной задачи.

Очевидно, что при выборе того или иного алго-
ритма необходимо руководствоваться его свойства-
ми, позволяющими судить об ожидаемом качестве
решения этим алгоритмом задачи сегментации. Ка-
чество решения задачи сегментации в статье будет
определяться через оценку точности работы алго-
ритма сегментации.

В статье сравнительное исследование точности
работы различных алгоритмов сегментации про-
водится на наборе эталонных/тестовых изобра-
жений, подвергаемых контролируемым искажени-
ям. В предположении, что наиболее существенные
свойства тестируемых алгоритмов проявляются при
обработке типичных и трудных для метода ситуа-
ций, необходимым требованием к тестовым изоб-
ражениям является возможность формирования
таких ситуаций с достаточной полнотой. Опреде-
ление ситуаций, трудных и вместе с тем типичных
для изучаемых алгоритмов сегментации, является
содержательной задачей. Обычным методом реше-
ния задач такого рода служит обращение к опыту
исследователя. Искомые ситуации определяются
в процессе анализа большого числа примеров сег-
ментации изображений различными методами и их
реализациями.

На основе полученных результатов анализа и
создается набор искусственных тестовых изображе-
ний, которые в явном виде и с некоторой полнотой
моделируют трудные ситуации.

Для более полной оценки качества работы ал-
горитмов сегментации на наборе тестовых изобра-
жений они подвергаются контролируемым иска-
жениям. Количественная оценка качества работы
алгоритмов осуществляется с помощью различных
метрик. Такой подход позволяет выявить особен-
ности работы алгоритмов, определить границы их
применимости и динамику качества работы. По ре-
зультатам сравнительного исследования построены
графики, отображающие количественное сопостав-
ление изучаемых алгоритмов сегментации.

1Научно-исследовательский институт системных исследований Российской академии наук, koltsov@niisi.msk.ru
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Сравнительное исследование алгоритмов сег-
ментации выполнено на реализациях четырех из-
вестных методов сегментации, основанных на
решении минимизационной задачи для функцио-
нала, обычно называемого в соответствии со своим
содержательным смыслом энергетическим.

Статья имеет следующую структуру.
В разд. 2 кратко описана и проиллюстрирована

примерами задача сегментации изображений.
В разд. 3 описывается использованный подход к

оценке качества сегментации.
В разд. 4 приводятся наборы искусственных

изображений, использованных для тестирования
алгоритмов сегментации.

В разд. 5 излагаются методики анализа резуль-
татов сегментации, кратко описаны применяемые
метрики.

В разд. 6 ссылочно описаны алгоритмы сегмен-
тации, подвергнутые сравнительному исследова-
нию.

В разд. 7 приводятся результаты исследования.
Раздел 8 посвящен выводам.

2 Задача сегментации
изображений

Основными понятиями, используемыми при
решении задач сегментации изображений на основе
некоторой однородности являются сегмент, регион,
сегментная карта, границы. Результатом работы
алгоритма сегментации (так называемого сегмен-
татора) над исходным изображением является но-
вое изображение — сегментная карта, содержащая
области равномерной закраски. На рис. 1, взятом
из статьи [1], приведены примеры изображений
сегментной карты и регионов. Исходное изобра-
жение показано на рис. 1, а. Результатом примене-
ния алгоритма сегментации является изображение
рис. 1, б — сегментная карта. На ней можно видеть
однотонно закрашенные области. Такие области
на сегментной карте называются сегментами. При

наложении сегментной карты на исходное изобра-
жение границы ее сегментов оконтуривают на нем
области, которые называются регионами. Граница-
ми регионов служат границы сегментов. Для удоб-
ства рассмотрения на рис. 1, в границы регионов
нанесены на исходное изображение.

Таким образом, алгоритм сегментации строит
по исходному изображению сегментную карту и
выполняет разбиение исходного изображения на
регионы. Создание сегментной карты на основе
исходного изображения является общим свойством
всех сегментаторов, которые будут рассмотрены в
статье.

Количество сегментов, получаемых на сегмент-
ной карте, определяется особенностями конкрет-
ного сегментатора. В наиболее простых алгоритмах
число сегментов задается априорно, в более слож-
ных оно определяется автоматически. В некоторых
случаях вводится ограничение (обычно сверху) на
число сегментов.

Сегментаторы, базирующиеся на энергетиче-
ском функционале, строят как монохромные, так и
цветные сегментные карты. Цвета и уровни яркости
сегментов, назначаемые сегментатором, являются
условными и могут быть достаточно далеки от цве-
тов и яркостей соответствующих регионов исход-
ного изображении. В сущности, яркость или цвет,
который сегментатор назначает данному сегменту,
является просто номером этого сегмента на сег-
ментной карте.

Обычно сегменты строятся в зависимости от
уровня яркости областей изображения, их цвета,
текстуры или размера. В основном исследователей
интересуют те классы задач, в которых сегмента-
ция приводит к выделению значимых смысловых
объектов.

3 Подход к оценке качества
сегментации

Подход, развиваемый в данной статье, состоит
в следующем.

Рис. 1 Исходное изображение (а); сегментная карта (б); исходное изображение с регионами и границами (в)
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1. Качество сегментаторов оценивается по ре-
зультатам их работы на искусственных тесто-
вых изображениях, специально сконструиро-
ванных таким образом, чтобы моделировать
трудные ситуации, в которых сегментаторы до-
пускают много ошибок. При этом имеется за-
данный априори эталонный результат «хоро-
шей» сегментации.

2. Для сравнения результата сегментации с этало-
ном используются различные метрики. В опи-
сываемой работе используются две метрики.
Они обладают различными свойствами, и соот-
ветственно результаты, получаемые с помощью
этих метрик, оказываются разными. Именно
благодаря этому обстоятельству, сравнивая ре-
зультаты измерения с помощью двух разных
метрик, можно более полно установить свой-
ства сегментаторов и более точно оценить ка-
чество сегментации.

3. Динамика качества работы сегментаторов опре-
деляется путем сравнения результата сегмен-
тации на серии тестовых изображений с вно-
симыми искажениями относительно априори
заданного результата сегментации исходного,
неискаженного изображения. В качестве иска-
жения изображений в статье рассматривается
их зашумление и размытие.

Таким образом, описанный выше подход позво-
ляет не только выполнить сравнительную оценку
качества работы различных сегментаторов, но и
выявить особенности поведения такой оценки при
последовательном искажении входного изображе-
ния.

4 Наборы искусственных
изображений

Вначале рассмотрим приведенный на рис. 2 при-
мер достаточно простого изображения, но пред-
ставляющего при этом сложности для работы сег-
ментаторов.

На рис. 2, а показано изображение, на котором
по вертикали яркость неизменна. Вдоль горизон-
тального направления яркость изменяется от нуля
на левом крае до 200 на правом (максимум яркости
в данном формате изображения равен 255). Воз-
растание яркости происходит линейно с точностью
до дискретизации.

При правильной сегментации такого изобра-
жения должен получаться один сегмент. Однако
практика показывает, что алгоритмы сегментации
создают в таких областях с медленно меняющейся
яркостью несколько сегментов. Типичный пример
такой сегментации показан на рис. 2, б. На рисунке
не показаны сами сегменты, а только их грани-
цы, которые традиционно называются «ложными
границами». Приведенный пример иллюстриру-
ет трудность полутоновых изображений, в которых
имеет место плавное изменение яркости, для пра-
вильной работы сегментаторов.

Основой совокупности тестовых изображений
в данной статье является база данных системы
PICASSO [2], в которой аккумулированы типич-
ные ситуации, присутствующие на реальных изоб-
ражениях и представляющие трудность для рабо-
ты различных методов обработки изображений.
В данной статье будет рассмотрено два класса тес-
товых изображений, взятых из базы данных сис-

Рис. 2 Пример сегментации изображения с линейно изменяющейся яркостью
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Рис. 3 Круг яркости 150 на фоне 30 (а) и Угол 80◦ яркости 50 на фоне 200 (б)

Рис. 4 Изображения Step (а), Junction (б), Snail (в) и Roof (г)

Рис. 5 Сегментация при гауссовом зашумлении, девиация зашумления 4

темы PICASSO, которые можно условно назвать
«простыми» и «сложными». В простых изображе-
ниях нет плавных изменений яркости, все границы
резко очерчены, число регионов — два. Сложные
изображения являются полутоновыми.

На рис. 3 приведены примеры простых изобра-
жений, использованных в статье — Круг и Угол.

На рис. 4 приведены примеры сложных изобра-
жений, использованных в статье, — Step, Junction,
Snail и Roof. Для каждого тестового изображения из

обоих классов было построено по два однопарамет-
рических семейства новых изображений.

Первое семейство строилось путем добавления к
исходным изображениям гауссова шума. Значение
девиации шума σ служило параметром семейства.
Второе семейство строилось путем гауссова размы-
тия тех же изображений. Параметром семейства
служил радиус окна размытия r.

В качестве иллюстрации на рис. 5 показан ти-
пичный пример работы сегментатора на зашумлен-
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ных сложных изображениях. Сегментные карты на
рисунке опущены, показаны только границы полу-
ченных сегментов.

5 Методики анализа результатов
сегментации

Поскольку различные сегментаторы по-разному
закрашивают сегменты, а даже один и тот же сег-
ментатор может изменять закраску сегментов при
внесении искажений в изображения, то для сравне-
ния результатов сегментации необходимо перейти к
более универсальным объектам, чем сегмент. Оче-
видно, что таким наиболее естественным объектом
является граница сегмента, которая представляет
собой набор точек, никак не зависящих от закрас-
ки сегментов. Именно границы сегментов и будут
использоваться далее при сравнительном исследо-
вании алгоритмов сегментации. Отметим, что го-
могенность сегментов, получаемых при обработке
изображений исследуемым классом сегментаторов,
оказывается очень удобной для выполнения проце-
дуры выделения границ, а именно:

– задача выделения границ сегментов и, соот-
ветственно, регионов практически тривиальна,
если получена сегментная карта;

– будучи границами двумерных однородных
областей, такие границы являются непрерыв-
ными;

– двумерная однородная область обладает ориен-
тацией. Это означает, что для нее можно опре-
делить направление обхода граничного конту-
ра. После этого можно достаточно легко от-
следить все ее граничные точки, организуя их в
одномерную кривую. При этом граница трак-
туется как упорядоченный массив.

В статье сравнение результатов сегментации
основывается на измерении расстояний между кри-
выми. Для этого используется среднее расстояние d
и хаусдорфово расстояние χ.

Напомним, что среднее расстояние d(X,Y ) и
хаусдорфово расстояниеχ(X,Y )между множества-
ми X и Y определяются следующим образом:

d(X,Y ) =
1

2


 1
NX

∑

x∈X

ρ(x, Y ) +
1

NY

∑

y∈Y

ρ(y,X)


 ;

χ(X,Y ) = max

[
max
x∈X

ρ(x, Y ), max
y∈Y

ρ(y,X)

]
.

Здесь ρ(x, Y )— расстояние от точки x ∈ X до мно-
жества Y : ρ(x, Y ) = min

y∈Y
ρ(x, y), а ρ(x, y)— обычное

евклидово расстояние между точками x и y, NX и
NY — число точек в X и Y .

Если величина χ(X,Y ) дает скорее макси-
мальное расстояние между точками множеств, то
d(X,Y ) дает некоторое среднее расстояние и явля-
ется тем, что принято называть термином «мера раз-
личия» (discrepancy measure). Очевидно, d(X,Y ) ≥
≥ 0, d(X,X) = 0 и d(X,Y ) = d(Y,X).

Рассмотрим подробнее свойства расстояния
d(X,Y ) и его сходство и различие с расстоянием
χ(X,Y ).

ЕслиX иY — одноточечные множества на плос-
кости, то d(X,Y ) совпадает с обычным евклидо-
вым расстоянием между точками X и Y . Если X
и Y — отрезки, являющиеся противоположными
сторонами прямоугольника, то d(X,Y ) совпадает с
обычным расстоянием между этими сторонами.

Пусть множество X состоит из одной точки x,
а Y — из двух точек: x и y, причем евклидово
расстояние между x и y равно r. В этом случае
χ(X,Y ) = r.

Найдем среднее расстояние. Поскольку
ρ(x, Y ) = 0 в силу того, что x ∈ Y , а ρ(y,X) = r,
то очевидно, что d(X,Y ) = r/4. Здесь учтено, что
NY = 2. Если бы точка x не принадлежала множе-
ству Y , то среднее расстояние, как и хаусдорфово,
было бы равноr. Таким образом, наличие во множе-
ствеY удаленной точки y не так сильно сказывается
на среднем расстоянии, как на хаусдорфовом.

Сходство и различие между χ и d проиллюстри-
ровано на рис. 6. Здесь множествоX — отрезокAB,
а множество Y — отрезок CD.

Отметим, что если множества X и Y — точ-
ки граничных кривых двух разных изображений и
координаты точек задаются как координаты пик-
селов, то и расстояния d и χ также измеряются в
пикселах. Поскольку в процессе нахождения этих
расстояний используется евклидова метрика с вы-

Рис. 6 Сходство и различие между χ и d
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числением квадратного корня, то величины d и χ
могут быть нецелыми числами.

Далее будем считать, что X — это множество
наперед заданных граничных точек на эталонном
(ground truth) изображении, а Y — множество гра-
ничных точек, которые получены после работы
сегментатора. В идеальном случае множество X
должно совпадать с Y , но в типичном случае мно-
жество Y хотя и близко к X, но имеет некоторое
количество точек, удаленных от X .

Из рассмотренных выше примеров можно сде-
лать следующие предположения относительно ка-
чества работы сегментатора:

1. Если обе величины χ(X,Y ) и d(X,Y ) в не-
котором естественном смысле малы, то полу-
ченные сегментатором границы близки к гра-
ницам на эталонном изображении, причем на
сегментной карте, построенной сегментатором,
практически нет ни ложных границ, ни прочих
посторонних сегментов, отсутствующих на эта-
лонном изображении.

2. Если значение χ(X,Y ) велико, а d(X,Y ) —
мало, то на сегментной карте имеются посто-
ронние сегменты, например шумовые пятна, в
том числе удаленные от границ на эталонном
изображении, но их размер невелик.

3. Если и χ(X,Y ), и d(X,Y ) велико, то либо раз-
мер посторонних сегментов большой, либо гра-
ничные кривые значительно удалены друг от
друга.

4. Ситуация, когда среднее расстояние велико, а
хаусдорфово — мало, по всей видимости, не-
возможна.

В качестве иллюстрации приведем результаты
типичной работы сегментатора на простом изобра-
жении Круг, подвергнутом гауссову зашумлению.
На рис. 7 представлены только границы получен-
ных сегментов. Как видно, из-за наличия зашум-
ления появились мелкие посторонние сегменты.
Идеальной же границей эталонного изображения в
данном случае является окружность.

Отметим, что в хаусдорфовой метрике расстоя-
ние между фигурой на рис. 7 и окружностью мо-
жет быть велико, поскольку посторонние объек-
ты значительно удалены от окружности. Однако
среднее расстояние оказывается небольшим вслед-
ствие усреднения, поскольку размер посторонних
сегментов мал.

Таким образом, по паре расстояний χ и d можно
более полно судить о качестве проведенной сегмен-
тации, чем только по одному из них.

На основании вышесказанного была использо-
вана следующая методика сравнительного исследо-

вания сегментаторов. Пусть I — некоторое исход-
ное изображение, а Iσ — изображение с добав-
ленным гауссовым шумом с девиацией σ, {Iσ} —
множество изображений Iσ с различными значе-
ниями девиации σ, принадлежащими некоторому
конечному набору. Пусть в результате обработки
сегментатором множества {Iσ} получается множе-
ство сегментных карт S{Iσ}. Находя на каждой сег-
ментной карте изS{Iσ} граничные точки, получаем
множество граничных точек сегментов B(S{Iσ}).
Обозначим через B(I) множество граничных точек
исходного эталонного изображения I. Вычисляем
среднее расстояниеd = d(B(I), B(S{Iσ})и хаусдор-
фово χ = χ(B(I), B(S{Iσ}) для каждого значения
девиации σ. Полученные значения d и χ как функ-
ции σ могут быть изображены в виде графиков для
последующего анализа.

Если при сравнительном исследовании исполь-
зуется несколько исходных изображений, то функ-
ции d = d(σ) и χ = χ(σ) вычисляются отдельно
для каждого из них и усредняются для каждого из
значений девиации σ по всем исходным изображе-
ниям. Такое усреднение способствует более объ-
ективному отражению особенностей исследуемого
сегментатора.

Методика сравнительного исследования сег-
ментаторов при размытии изображений совпадает с
вышеизложенной для зашумления, в которой вмес-
то девиации шума σ рассматривается радиус окна
гауссова размытия r.

Рассмотрим отдельно вопрос о выборе множе-
ства граничных точек B(I) исходного эталонного
изображения I. В случае, когда I относится к
классу простых изображений, например Угол или
Круг, для него легко построить идеальные гранич-
ные линии эталонного изображения и определить
их в качестве B(I). Но для изображений из класса

Рис. 7 Пример сегментации простого изображения Круг

при зашумлении
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сложных, таких как Step, Junction, Snail и Roof, даже
при обработке неискаженного изображения все ал-
горитмы сегментации дают границы, сильно отли-
чающиеся от предполагаемых идеальных. Причина
состоит в наличии областей с медленно изменя-
ющейся яркостью, обработка которых создает для
всех методов сегментации значительные трудности.
Поэтому для данного класса тестовых изображений
в работе, представленной в статье, исследуется во-
прос, насколько результат сегментации искаженно-
го сложного изображения отличается от результата
сегментации исходного изображения. Иными сло-
вами, на изображениях Step, Junction, Snail и Roof

изучается устойчивость сегментатора. В этом слу-
чае в качестве B(I) берутся границы, полученные
при сегментации исходного изображения I. Та-
ким образом, методика тестирования на простых
и сложных изображениях отличается, и поэтому
графики для изображений Круг и Угол и для изобра-
жений Step, Junction, Snail и Roof будут приведены
отдельно.

Необходимо отметить, что эксперименты с
оценкой качества работы сегментаторов показали,
что они обладают определенной нестабильностью
работы. Небольшие изменения при переходе от од-
ного тестового изображения к последующему могут
приводить к заметным изменениям всего результа-
та сегментации. Например, при линейном увели-
чении максимальной яркости левого изображения
на рис. 2 число ложных границ может в некото-
рых пределах скачкообразно и увеличиваться, и
уменьшаться. Аналогичное явление происходит и
при сегментации зашумленных и размытых изоб-
ражений. Такая ситуация приводит к тому, что
графики d(σ) и χ(σ) получаются негладкими и не-
удобными для анализа. Поэтому в качестве графи-
ков строились более информативные линии тренда,
представляющие собой стандартное полиномиаль-
ное приближение исходных точек.

6 Тестируемые методы
сегментации

Изложенная выше методика исследования ка-
чества работы сегментаторов была опробована на
примере хорошо известных реализаций четырех ме-
тодов сегментации, базирующихся на разных видах
энергетического функционала, описание которых
можно найти в [1–8].

6.1 Сегментатор JSEG
Сегментатор JSEG [9] ориентирован на автома-

тическую сегментацию изображений и видео, кото-

рые могут содержать цветные регионы и текстуры.
Обработка изображения состоит из двух незави-
симых шагов: цветовой квантизации и простран-
ственной сегментации. Собственно сегментация
выполняется с использованием метода растущих
областей. В числе опций сегментатора имеются
опции обработки полутоновых изображений, в том
числе и бестекстурных, что и было использовано.
Рабочие параметры сегментатора могут устанавли-
ваться самим сегментатором. В ходе исследования
качества работы этого сегментатора такие парамет-
ры и были использованы.

6.2 Сегментатор EDISON

Сегментатор EDISON [10] выполняет сегмен-
тацию изображений, выделение границ, а также
фильтрацию шума, сохраняющую резкие перепады
яркости изображения. Алгоритм, реализованный в
сегментаторе, определяет границы на изображении
и использует их в процессе сегментации. Одним из
основных параметров сегментатора является мини-
мальный размер региона в пикселах, который мо-
жет создать данный метод. При исследовании зна-
чения этого параметра брались равными 100 и 1000.
Соответственно, при исследовании сегментаторы
обозначались как EDISON 100 и EDISON 1000.
Остальные рабочие параметры фиксировались так
же, как и у авторов сегментатора.

6.3 Сегментатор EDGEFLOW

Для сегментации и выделения границ изображе-
ния сегментатор EDGEFLOW [11] реализует метод
потока граничных точек. Суть его состоит в том,
что в каждой точке изображения вычисляется на-
правление изменения яркости, цвета или текстуры.
Это позволяет формировать векторное поле потока
граничных точек. Интегральные кривые этого по-
ля, проходя через области изображения, образуют
гомогенные регионы, сталкиваются друг с другом
и, стабилизируясь, формируют границы регионов.
Сегментатор имеет параметр, существенно влияю-
щий на его работу — так называемое смещение. При
исследовании качества работы этого сегментатора
значения параметра брались равными 10 и 26. Со-
ответственно при исследовании сегментаторы обо-
значались как EDGEFLOW 10 и EDGEFLOW 26.

6.4 Сегментатор MULTISCALE

При обработке сегментатором MULTI-
SCALE [12] изображение вначале анализируется
в более грубом масштабе, а затем — в более мелком.
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При рассмотрении изображения в грубом масштабе
шум и помехи мало заметны. При рассмотрении
изображения в более мелком масштабе лучше за-
метны детали объектов. Объединение этих двух
подходов позволяет фильтровать шум и сохранять
важные детали изображения. Сегментатор имеет
большое число рабочих параметров. В соответствии
с рекомендациями, приведенными в описании сег-
ментатора, при исследовании качества его работы
были взяты значения, описанные как безопасные.

7 Результаты тестирования

7.1 Зашумление изображений

Для тестирования качества работы сегментато-
ров на простых и сложных изображениях к ним
аддитивно был добавлен гауссов шум с девиацией
от 0 до 30 с шагом 1. Таким образом было получено
множество тестовых изображений.

На рис. 8 приведены графики d(σ) и χ(σ) по
всем исследованным сегментаторам при обработке
простых изображений Круг и Угол (см. рис. 3). Гра-
ничные кривые, полученные после сегментации
данных изображений, сравнивались с границами
эталонных изображений, которые очевидны и не
приводятся. Здесь и далее графики представлены
как линии тренда результатов измерений. Количе-
ство маркеров на графиках уменьшено для большей
разборчивости.

Из анализа графиков можно видеть, что на дан-
ных изображениях сегментатор JSEG резко выделя-
ется среди остальных. Графики для JSEG практиче-
ски лежат на горизонтальной оси, так что в данном
диапазоне зашумлений этот метод работает очень
хорошо по сравнению со всеми остальными. Кроме

этого, оба расстояния d и χ для JSEG малы. По-
скольку полученные при работе этого сегментатора
границы сравниваются с идеальными границами
эталонных изображений, можно сделать вывод, что
сегментатор JSEG хорошо сохраняет форму границ.

В целом при увеличении зашумления как сред-
нее расстояние d, так и хаусдорфово расстояние χ
растут для всех исследуемых сегментаторов. Спад
некоторых графиков при больших значениях де-
виации шума не должен вводить в заблуждение,
поскольку граничные кривые очень сильно иска-
жены, что делает результаты сегментации недосто-
верными.

Можно заключить, что сегментатор EDISON
лучше использовать на простых изображениях при
значениях девиации не более 15–20, а сегментатор
EDGEFLOW — при значениях девиации не более
3–5. Сегментатор MULTISCALE достаточно устой-
чив к зашумлению простых изображений: замедле-
ние роста графика среднего расстояния и некоторая
тенденция к спаду начинается при значениях деви-
ации шума 20–25.

На рис. 9 приведены графики d(σ) и χ(σ) по
всем исследованным сегментаторам при обработке
сложных изображений Step, Junction, Snail и Roof

(см. рис. 4). Как уже было сказано ранее, ground
truth изображения, полученные после сегментации
исходных изображений, в данном случае являлись
эталоном для нахождения среднего и хаусдорфова
расстояния.

Из анализа графиков на рис. 9 видно, что
наибольшие значения расстояний получились для
сегментатора EDGEFLOW 26, причем графики
начинают спадать при значениях девиации 7–8.
Это, по-видимому, и есть тот уровень зашум-
ления, до которого целесообразно использовать
данный сегментатор. Величины расстояний для

Рис. 8 Зашумление простых изображений: 1 — JSEG; 2 — EDGEFLOW 26; 3 — EDISON 1000; 4 — EDGEFLOW 10;
5 — EDISON 100; 6 — MULTISCALE
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Рис. 9 Зашумление сложных изображений: 1 — JSEG; 2 — EDGEFLOW 26; 3 — EDISON 1000; 4 — EDGEFLOW 10;
5 — EDISON 100; 6 — MULTISCALE

EDGEFLOW 10 меньше, однако графики переста-
ют расти и начинают спадать приблизительно при
той же величине шума. Сегментатор MULTISCALE
несколько более устойчив к зашумлению: спад гра-
фиков начинается при значениях девиации поряд-
ка 20. Но большие в целом значения расстояний d
и χ говорят о том, что при увеличении зашумле-
ния изображения этот сегментатор создает много
лишних крупных сегментов. Сегментаторы EDI-
SON и JSEG показали наилучшие результаты. Их
графики лежат ниже графиков остальных методов.
Графики сегментатора EDISON начинают спадать
при значениях девиации 15–20. По-видимому, это
предельное зашумление, до которого целесообраз-
но использовать этот сегментатор. У сегментатора
JSEG показатели несколько лучше.

Сопоставим теперь графики для простых изоб-
ражений и сложных. Нетрудно видеть, что в обоих
случаях лучшие показатели у сегментатора JSEG,

к которым приближаются показатели сегментатора
EDISON. Оценки для предельных уровней шума,
с которым методы еще можно использовать, тоже
примерно одинаковы.

7.2 Размытие изображений

Для тестирования качества работы сегментато-
ров при размытии изображений был создан на-
бор простых изображений, для которых выполнено
гауссово размытие с радиусом окна от 0 до 12 пик-
селов с шагом 0,4 пиксела и набор сложных изобра-
жений, для которых выполнено гауссово размытие
с радиусом окна от 0 до 3 пикселов с шагом 0,1 пик-
села.

На рис. 10 приведены графикиd(r)иχ(r)по всем
исследуемым алгоритмам при сегментации простых
изображений Круг и Угол.

Как видно из анализа полученных графиков,
наилучшее качество показал сегментатор EDISON:

Рис. 10 Размытие простых изображений: 1 — JSEG; 2 — EDGEFLOW 26; 3 — EDISON 1000; 4 — EDGEFLOW 10;
5 — MULTISCALE
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Рис. 11 Размытие сложных изображений: 1 — JSEG; 2 — EDGEFLOW 26; 3 — EDISON 1000; 4 — EDGEFLOW 10;
5 — EDISON 100; 6 — MULTISCALE

у него значения как среднего, так и хаусдорфова
расстояния наименьшие по сравнению с другими
методами. Это означает точное сохранение формы
границ при размытии исходного изображения. Сег-
ментатор EDGEFLOW продемонстрировал прием-
лемое качество при значениях радиуса окна размы-
тия не более 3–4, после чего на сегментной карте
возникало значительное количество лишних сег-
ментов. На это обстоятельство указывают большие
значения как среднего, так и хаусдорфова расстоя-
ния. Сегментатор JSEG хорошо работает до значе-
ний радиуса 8–9. Примерно такие же показатели
у сегментатора MULTISCALE. Однако следует еще
раз подчеркнуть, что все эти результаты относятся
к простым изображениям, на которых не создаются
ложные границы.

На рис. 11 приведены графикиd(r)иχ(r)при об-
работке сложных изображений Step, Junction, Snail

и Roof, содержащих области с медленно изменя-
ющейся яркостью. Как видно, для всех иссле-
дуемых алгоритмов сегментация сложных изобра-
жений оказалась более трудной задачей. Обратим
внимание на диапазоны значений радиуса окна раз-
мытия на графиках рис. 10 и 11. Если на рис. 10
радиус изменялся от 0 до 12 пикселов, то для полу-
чения приемлемого качества сегментации сложных
изображений (см. рис. 11) пришлось ограничить-
ся максимальным значением радиуса в 3 пиксела.
Отметим, что при радиусе размытия в 2–3 пик-
села значения всех расстояний, приведенных для
сегментаторов на рис. 10, в несколько раз меньше
расстояний, приведенных на рис. 11.

Анализ графиков на рис. 11 показывает, что при
тестировании на размытых сложных изображени-
ях наилучшее качество показал сегментатор JSEG:
у него значения как среднего, так и хаусдорфова
расстояния наименьшие по сравнению с другими
сегментаторами. Это означает более точное сохра-

нение сегментатором формы границ при размы-
тии исходного изображения. Сегментатор EDGE-
FLOW может успешно работать лишь при значени-
ях радиуса окна размытия не более 1–1,5 пиксела.
При больших значениях радиуса размытия начина-
ет значительно изменяться количество и форма сег-
ментов. Сегментаторы EDISON и MULTISCALE
близки по своим показателям. Однако большие
значения хаусдорфова расстояния при существен-
но меньших (в 10–20 раз) значениях среднего рас-
стояния указывают на большое число мелких ис-
кажений (изломов) граничных линий. Сохранение
границ ухудшается при значениях радиуса окна раз-
мытия, уже больших 1 пиксела.

8 Выводы

1. Применение для измерения результатов сег-
ментации двух метрик с различными свой-
ствами — среднего и хаусдорфова расстоя-
ния — позволяет более точно оценить качество
работы сегментаторов. Подчеркнем, что при
этом не идет речь об определении лучшей из
двух метрик. Существенно то, что обе метри-
ки используются одновременно и результаты
измерения сопоставляются.

2. Кроме хаусдорфова и среднего расстояния, мо-
гут быть и другие способы сравнения граничных
кривых. Например, подсчет числа точек на кри-
вых, количества точек ветвления, гистограммы
распределения кривизны кривых и т. п. Каждый
из таких способов дает некоторую меру разли-
чия двух наборов кривых (граничных линий
сегментов). Численное значение каждой такой
меры является характеристикой пары изобра-
жений, а их совокупность задает вектор харак-
теристик. Для такого многомерного вектора ха-
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рактеристик можно выполнить исследование,
аналогичное вышеизложенному, или восполь-
зоваться иными оригинальными методами. Ис-
пользование таких методов (которые можно на-
звать мультиметрическими) может позволить
еще точнее оценить свойства сегментаторов.

3. При тестировании конкретных сегментаторов
оказалось, что одной из наиболее важных
проблем исследованных методов сегментации
является проблема создания ложных границ на
изображениях с медленно изменяющейся яр-
костью. В этой связи разработка методов и их
программных реализаций, сводящих к миниму-
му количество ложных границ, представляется
актуальной.

4. Исследование качества работы ряда популяр-
ных сегментаторов показало, что они ведут себя
неустойчиво при зашумлении и размытии изоб-
ражения. Другими словами, результат сегмен-
тации даже слегка зашумленного или размыто-
го изображения может существенно отличаться
от результата сегментации исходного изобра-
жения. Таким образом, можно заключить, что
целесообразно до процедуры сегментации вы-
полнить очистку изображения от шума и повы-
сить его четкость.

5. В статье приведены численные оценки степе-
ни искажения изображений, при которой ра-
бота сегментаторов остается удовлетворитель-
ной. В этой связи становится актуальной
задача оценивания (параметрического для рас-
смотренных в статье случаев) искажений для
изображения, подвергаемого сегментации.
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О НЕРАВЕНСТВАХ ТИПА БЕРРИ–ЭССЕЕНА

ДЛЯ ПУАССОНОВСКИХ СЛУЧАЙНЫХ СУММ∗

В. Ю. Королев1, И. Г. Шевцова2, С. Я. Шоргин3

Аннотация: Для равномерного расстояния между функциями распределения �(x) стандартной нормаль-
ной случайной величины и Fλ(x)пуассоновской случайной суммы независимых одинаково распределен-
ных случайных величин X1, X2, . . . с конечным третьим абсолютным моментом, где λ > 0 — параметр
пуассоновского индекса, доказано неравенство

sup
x

|Fλ(x)−�(x)| 6 0,4532
E|X1 − EX1|3

(DX1)
3/2

√
λ

, λ > 0 ,

типа оценки Берри–Эссеена, использующее центральные моменты, в отличие от ранее известных
аналогичных неравенств, использующих начальные моменты.

Ключевые слова: пуассоновская случайная сумма; центральная предельная теорема; оценка скорости
сходимости; неравенство Берри–Эссеена; абсолютная константа

1 Введение
ПустьX1, X2, . . .— независимые одинаково рас-

пределенные случайные величины (с. в.) с E|X1|3 <
< ∞. Пусть Nλ — с. в., имеющая пуассоновское
распределение с параметром λ > 0. Предположим,
что при каждом λ > 0 с. в. Nλ, X1, X2 независимы.
Случайная величина

Sλ = X1 + . . .+XNλ

называется пуассоновской случайной суммой (для
определенности полагаем Sλ = 0, если Nλ = 0).
Пуассоновские случайные суммы Sλ являются
весьма популярными математическими моделями
многих реальных объектов. В частности, в страхо-
вой математике величина Sλ описывает суммарное
страховое требование в классическом процессе рис-
ка в «динамическом» случае. Многие примеры при-
кладных задач из самых разнообразных областей, в
которых используются пуассоновские случайные
суммы, приведены, скажем, в книгах [1, 2].

Как известно, при указанных выше условиях на
моменты слагаемых распределения пуассоновских
случайных сумм Sλ асимптотически нормальны,
что обусловливает большую важность задачи изуче-
ния точности нормальной аппроксимации для рас-
пределений пуассоновских случайных сумм.

Функцию распределения (ф. р.) стандартизо-
ванной пуассоновской случайной суммы

S̃λ =
Sλ − ESλ√
DSλ

=
Sλ − λEX1√

λEX21

обозначим Fλ(x). Также введем обозначения:

L0 = L0(X1) =
E|X1 − EX1|3
(DX21 )

3/2
;

L1 = L1(X1) =
E|X1|3
(EX21 )

3/2
.

ВеличиныL0 и L1 называются соответственно цен-
тральной и нецентральной ляпуновскими дробями.
Пусть �(x)— ф. р. стандартного нормального зако-
на.

Как известно, изначально оценки точности нор-
мальной аппроксимации для распределений пуас-
соновских случайных сумм доказывались в тер-
минах центральных ляпуновских дробей L0 по
аналогии с оценками для сумм неслучайного числа
независимых с. в. Результаты такого типа можно
найти, например, в [3]. Однако, как было показано
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позднее, при изучении нормальной аппроксима-
ции для распределений пуассоновских случайных
сумм более естественно использовать нецентраль-
ные ляпуновские дроби L1.

В частности, в работе [4] показано, что если для
абсолютной константы C в классическом неравен-
стве Берри–Эссеена известна оценка C 6 M , то та
же самая оценка справедлива для абсолютной кон-
станты C1 в аналоге неравенства Берри–Эссеена
для пуассоновских случайных сумм, использующем
нецентральную ляпуновскую дробь:

–λ ≡ sup
x

|Fλ(x)−�(x)| 6 C1
L1(X1)√

λ
, λ > 0 , (1)

при этомC1 6 M . Тот же результат был независимо
получен в работе [5], но с более точной оценкойM .
В 2010 г. в работе [6] было показано, что привяз-
ка константыC1 к классическому неравенству Бер-
ри–Эссеена на самом деле менее жесткая, и было
впервые продемонстрировано, что верхняя оценка
константы C1 меньше теоретически наименьшего
возможного значения (

√
10+3)/(6

√
2π) = 0,4097 . . .

абсолютной константы C в классическом неравен-
стве Берри–Эссеена. Позднее с помощью моди-
фикации метода, использованного в [6], авторы
указанной статьи показали, что C1 6 0,3041 [7, 8].

Необходимо отметить, что, несмотря на то что
верхние оценки константы C1 в (1) изучаются уже
более 30 лет (см. исторические обзоры в [7, 8]),
нижние оценки для C1 получены лишь недавно в
работе [9], где, в частности, было показано, что
C1 > 0,2344.

В 1996 г. в работе [10] было показано, что для
любой с. в. X с E|X |3 < ∞ имеет место соотноше-
ние:

L1(X)

L0(X)
6 2

√
2 < 2,8285 ,

откуда с учетом результатов [7, 8] вытекает, что
для абсолютной константы C0 в аналоге неравен-
ства Берри–Эссеена для пуассоновских случай-
ных сумм, использующем центральные ляпунов-
ские дроби,

–λ 6 C0
L0(X1)√

λ
, λ > 0 , (2)

справедлива оценка C0 6 0,3041 · 2
√
2 < 0,8602.

Более того, в 2001 г. в работе [11] было высказано
предположение, что

sup
X

L1(X)

L0(X)
=

√
17 + 7

√
7

4
= 1,48997 . . . < 1,49 ,

где супремум берется по всем распределениям
с. в. X с E|X |3 <∞, и было описано гипотетиче-
ское экстремальное распределение с. в. X .

В данной работе будет показано, что
L1(X)/L0(X) 6 1,49 для любой с. в.X с E|X |3 <∞,
откуда вытекает, что

C0 < 0,3041 · 1,49 < 0,4532 ,
что строго меньше наилучшей известной верхней
оценки C 6 0,4784 абсолютной константы в клас-
сическом неравенстве Берри–Эссеена (см. [7, 8]).

2 Основные результаты

Теорема 1. Для любой с. в.X сE|X |3 <∞ справедливо

неравенство

L1(X) 6 1,49L0(X) .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим

J(X) =
L1(X)

L0(X)
.

Тогда утверждение теоремы эквивалентно тому, что
sup
X
J(X) 6 1,49, где супремум берется по всем

с. в. X с E|X |3 < ∞. Если EX = 0, то, очевид-
но, L0(X) = L1(X) и утверждение теоремы верно.
Пусть теперь EX 6= 0. С учетом инвариантности
ляпуновских дробей L0(X) и L1(X) относительно
преобразований масштаба имеем

sup
X
J(X) = sup

a6=0
sup

X : EX=a
J(X) = sup

X : EX=1
J(X) =

= sup
X : EX=0

L1(X + 1)

L0(X)
=

= sup
b>0

sup
X : EX=0, EX2=b2

E|X + 1|3
(1 + b−2)3/2E|X |3

.

Таким образом, утверждение теоремы эквивалент-
но тому, что

sup
b>0

sup
X : EX=0, EX2=b2

Jb(X) 6 0 ,

где

Jb(X) = E|X + 1|3 − 1,49(1 + b−2)3/2E|X |3 .
Из результатов работ [12–14] вытекает, что экс-
тремум функционала моментного типа, линейно-
го по функции распределения случайной величи-
ны X, при двух линейных ограничениях EX = 0 и
EX2 = b2 моментного типа достигается на некото-
ром трехточечном распределении. Пусть

P(X = x) = p ;

P(X = y) = q ;

P(X = z) = 1− p− q ,

где p, q > 0, p+ q 6 1, x 6 y 6 z. Вычисляем
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EX = p(x− z) + q(z − y) + z ;

EX2 = p(x2 − z2) + q(y2 − z2) + z2 ≡
≡ g1(x, y, z, p, q) ;

E|X |3 = p(|x|3 − |z|3) + q(|y|3 − |z|3) + |z|3 ≡

≡ g2(x, y, z, p, q) ;

DX = p(1− p)(z − x)2 + q(1− q)(z − y)2 −

− 2pq(z − x)(z − y) ≡ g3(x, y, z, p, q) ;

E|X − EX |3 = −p(q(z − y)− (1− p)(z − x))3 +

+ q|p(z − x)− (1− q)(z − y)|3 +

+ (1− p− q)(p(z − x)− q(z − y))3 ≡

≡ g4(x, y, z, p, q) ;

J(X) =
g2(x, y, z, p, q)

g4(x, y, z, p, q)

(
g3(x, y, z, p, q)

g1(x, y, z, p, q)

)3/2
≡

≡ g(x, y, z, p, q) ,

причем в силу инвариантностиJ(X)относительно-
го масштабного преобразованияX без ограничения
общности можно считать, что −1 6 x 6 y 6 z 6 1.
Таким образом,

sup
X
J(X) = sup {g(x, y, z, p, q) : p, q > 0 ,

p+ q 6 1, −1 6 x 6 y 6 z 6 1} .
Численная оптимизация непрерывной функции
g(x, y, z, p, q) пяти аргументов показывает, что ее
максимальное значение на описанном компакте не
превосходит 1,49, что и доказывает теорему. 2

Теормема 2. При условиях, сформулированных выше,

для любого λ > 0 справедливо неравенство

–λ 6 0,4532
L0√
λ
. (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Учитывая результат рабо-
ты [8] и теорему 1, получаем

–λ 6 0,3041
L1(X1)√

λ
6

6 0,3041 sup
X

L1(X)

L0(X)

L0(X1)√
λ

6

6 0,3041 · 1,49L0(X1)√
λ

< 0,4532
L0(X1)√

λ
.
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ОБ ОДНОЙ ЯДЕРНОЙ ОЦЕНКЕ ПЛОТНОСТИ∗

В. Г. Ушаков1, Н. Г. Ушаков2

Аннотация: Исследуется ядерная оценка плотности распределения, основанная на так называемом синк-
ядре. Основное внимание уделено анализу среднеквадратической ошибки оценки при конечных объемах
выборки. Рассмотрены проблемы оценивания моды и производных плотности.

Ключевые слова: непараметрическое оценивание плотности; ядерная оценка; ядро бесконечного порядка

1 Введение

Непараметрическое оценивание плотности ве-
роятностных распределений с помощью ядерных
оценок является одной из важнейших задач ин-
теллектуального анализа данных, в частности при
анализе трафика в телекоммуникационных систе-
мах.

Рассмотрим выборку X1, . . . , Xn, состоящую из
n независимых наблюдений, имеющих одинаковые
распределения. Всюду в настоящей работе будем
предполагать, что Xk имеет абсолютно непрерыв-
ное распределение. Обозначим функцию распре-
деления, плотность распределения и характеристи-
ческую функцию соответственно F (x), f(x) и ϕ(t).
Ядерной оценкой плотности распределения f(x),
построенной по выборке X1, . . . , Xn, называется
случайная функция

�fn(x;h) =
1

nh

n∑

k=1

K

(
x−Xk

h

)
,

гдеK(x)— некоторая функция, называемая ядром;
h — параметр сглаживания (неотрицательное
число).

Обычно в качестве ядра выбирается плотность
распределения вероятностей, т. е. неотрицательная

интегрируемая функция такая, что
∞∫

−∞
K(x) dx = 1.

В данной работе, однако, будем иметь дело с не-
стандартным ядром, а именно:

K(x) =
sinx

πx
, (1)

чье преобразование Фурье (характеристическая
функция) равно

ψ(t) =

{
1 , если |t| ≤ 1 ;
0 , если |t| > 1 .

Это так называемое синк-ядро. Всюду в данной ра-
боте будем обозначать ядерную оценку с ядром (1)
как fn(x;h). Оценка fn(x;h) изучалась в работах [1,
2]. В [1] она исследовалась для класса плотно-
стей, чьи характеристические функции убывают
регулярно при |t| → ∞. Было показано, что при
экспоненциальном убывании скорость сходимости
к нулю среднеквадратической ошибки отличается
от 1/n лишь медленно меняющейся функцией, т. е.
ядро (1) имеет бесконечный порядок. Если |ϕ(t)|
убывает «алгебраически»: |ϕ(t)| ∼ 1/tp, t → ∞, то,
как было показано в [1], при p > 5 оценка fn(x;h)
имеет лучший порядок состоятельности, чем ядер-
ные оценки с ядрами, являющимися плотностями
распределения. В [2] доказано, что оценка fn(x;h)
имеет оптимальный порядок состоятельности.

Несмотря на очень хорошие асимптотические
свойства, оценка с ядром (1) не нашла пока еще
широкого применения. Одной из причин является
то, что, поскольку ядро принимает отрицательные
значения и неинтегрируемо, реализации соответ-
ствующей ядерной оценки не являются плотностя-
ми распределения. Этот дефект, однако, легко мо-
жет быть исправлен без потери точности [3]. Другая
причина: не вполне понятно, при каких объемах
выборки проявляются асимптотические преиму-
щества оценки fn(x;h). Многие считают, что эти
объемы должны быть очень велики. В настоящей
работе проводится более углубленное исследование
оценки с ядром (1). Получены неравенства для ин-
тегральной среднеквадратической ошибки, позво-
ляющие оценить величину ошибки при конечных
объемах выборки (в том числе в случае оценивания
производных плотности). Кроме того, исследуется

∗Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследований (проекты 11-01-00515а и 11-07-00112а), а также
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2009–2013 годы».
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равномерная сходимость оценки и проблема оце-
нивания моды плотности.

Пусть �f (x)— какая-либо оценка плотностиf(x).
В качестве меры точности оценки будем использо-
вать интегральную среднеквадратическую ошибку,
которую будем обозначать J( �f) и которая опреде-
ляется следующим образом:

J( �f) = E

∞∫

−∞

[
�f(x) − f(x)

]2
dx .

Для ядерной оценкиfn(x;h)с ядром (1)J(fn)может
быть записана как (см. [2])

J(fn) =
1

2π

∫

|t|>1/h

|ϕ(t)|2 dt+

+
1

n

1

2π

1/h∫

−1/h

(1 − |ϕ(t)|2) dt . (2)

Отметим, что первое слагаемое в правой части явля-
ется интегрированным квадратом смещения оцен-
ки, а второе — интегрированной дисперсией. Всю-
ду в данной работе будем предполагать, что квадрат
оцениваемой плотности интегрируем. В противном
случае J(fn) =∞ и исследование оценки на основе
интегральной среднеквадратической ошибки ста-
новится бессмысленным.

Ядра, являющиеся плотностями распределения
вероятностей, будем для краткости называть стан-
дартными ядрами.

2 Неравенства

Пусть “f (x)— какая-либо оценка плотностиf(x).
Обозначим интегрированный квадрат смещения и
интегрированную дисперсию соответственно B( “f)
и V( “f), т. е.

B( “f) =

∞∫

−∞

[
E “f(x) − f(x)

]2
dx ;

V( “f) =

∞∫

−∞

[
“f(x) − E “f(x)

]2
dx .

В этом параграфе будут получены верхние оценки
интегральной среднеквадратической ошибки, ко-
торые позволяют оценить реальный уровень по-
грешности при конечных объемах выборки. Опре-
делим нулевую производную функции как саму
функцию. Ниже будем использовать следующий
вариант равенства Парсеваля. Предположим, что
плотность распределения f(x) m раз дифференци-

руема, m ≥ 0, а квадрат m-й производной интегри-
руем. Пусть ϕ(t)— соответствующая характеристи-
ческая функция. Тогда

∞∫

−∞

(f (m)(x))2 dx =
1

2π

∞∫

−∞

t2m|ϕ(t)|2 dt . (3)

Пусть g(x)— некоторая функция, квадрат кото-

рой интегрируем. Обозначим R(g) =
∞∫

−∞
g2(x) dx.

Теорема 1. Пусть m-я производная плотности f(x)
существует, а ее квадрат интегрируем. Тогда

J(fn) < ε(h)h2mR(f (m)) +
1

πnh
, (4)

где ε(h) ≤ 1 для всех h и ε(h)→ 0 при h→ 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оценим сначала первое сла-
гаемое в правой части (2). Применяя (3), получаем:

1

2π

∫

|t|>1/h

|ϕ(t)|2 dt =

= h2m
1

2π

∫

|t|>1/h

(1/h)2m|ϕ(t)|2 dt ≤

≤ h2m
1

2π

∫

|t|>1/h

t2m|ϕ(t)|2 dt =

= h2m
1

2π

∞∫

−∞

t2m|ϕ(t)|2 dt−

− h2m
1

2π

1/h∫

−1/h

t2m|ϕ(t)|2 dt =

= h2m
1

2π

∞∫

−∞

t2m|ϕ(t)|2 dt×

×




1−

1/h∫

−1/h

t2m|ϕ(t)|2 dt

∞∫

−∞

t2m|ϕ(t)|2dt




=

= ε(h)h2m
∞∫

−∞

(f (m)(x))2 dx = ε(h)h2mR(f (m)) ,
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где

ε(h) = 1−

1/h∫

−1/h

t2m|ϕ(t)|2 dt

∞∫

−∞

t2m|ϕ(t)|2 dt

удовлетворяет условиям теоремы: ε(h) ≤ 1 и
ε(h)→ 0 при h→ 0.

Для второго слагаемого в правой части (2) имеем

1

n

1

2π

1/h∫

−1/h

(1− |ϕ(t)|2) dt < 1
n

1

2π

1/h∫

−1/h

dt =
1

πnh
.

Таким образом, получаем (4).

Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы 1.
Тогда

J(fn) < h2mR(f (m)) +
1

πnh
. (5)

Полагая в (5)

h =

[
1

2πnmR(f (m))

]1/(2m+1)

(это значение h минимизирует правую часть (5)),
получаем

Следствие 2. Пусть выполнены условия теоремы 1.
Тогда

inf
h>0

J(fn) <

<
1 + 2m

(2πm)2m/(2m+1)
R(f (m))1/(2m+1)n−2m/(2m+1) .

Следствие 3. Пусть выполнены условия теоремы 1.
Тогда

inf
h>0

J(fn) = o
(
n−2m/(2m+1)

)
, n→ ∞ .

Следствие 4. Если f(x) дважды дифференцируема и

квадрат второй производной интегрируем, то

inf
h>0

J(fn) = o(n
−4/5) , n→ ∞ ,

и

inf
h>0

J(fn) <
5

4π
(4πR(f ′′))

1/5
n−4/5 .

Чтобы получить более точные оценки, необхо-
дима дополнительная информация об оцениваемой
плотности. Пусть g(x)— некоторая функция. Обо-
значим V r(g) ее полную вариацию.

Теорема 2. Если f(x) m раз дифференцируема

(m ≥ 0), и ее m-я производная имеет ограниченную

полную вариацию, то

J(fn) ≤ h2m+1
V r(f (m))2

(2m+ 1)π
+
1

πnh
. (6)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для всех t [4]

|ϕ(t)| ≤ V r(f (m))

|t|m+1 .

Применяя это неравенство, оценим первое слагае-
мое в правой части (2):

1

2π

∫

|t|>1/h

|ϕ(t)|2 dt ≤ V r(f (m))2

π

∞∫

1/h

dt

t2m+2
=

=
V r(f (m))2

(2m+ 1)π
h2m+1 .

Для второго слагаемого в правой части (2) имеем
(см. доказательство теоремы 1)

1

n

1

2π

1/h∫

−1/h

(1− |ϕ(t)|2) dt < 1

πnh
.

Таким образом, получаем (6).

Следствие. Если выполнены условия теоремы 2, то

inf
h>0

J(fn) ≤

≤ 2(m+ 1)

(2m+ 1)π
V r(f (m))1/(m+1)n−(2m+1)/(2m+2) .

Например, если m = 2, получаем

inf
h>0

J(fn) ≤
6

5π
V r(f ′′)1/3n−5/6 ,

что по порядку лучше, чем в случае стандартных
оценок (n−4/5).

Следуя Ватсону и Лидбеттеру [5] и Дэвис [1] бу-
дем говорить, что характеристическая функцияϕ(t)
убывает экспоненциально с показателем α и коэф-
фициентом ρ (ρ > 0, 0 < α ≤ 2), если

|ϕ(t)| ≤ Ae−ρ|t|α , (7)

где A — постоянная. В [1] доказано (теорема 4.1),
что если для характеристической функции оцени-
ваемой плотности выполняется (7), то

lim
n→∞

heρ/hα |B(fn)| = 0 .

Теорема 3 уточняет это утверждение.
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Теорема 3. Если

1

2π

∞∫

−∞

eρ|t|α |ϕ(t)|2 dt = C <∞ ,

то

J(fn) ≤ ε(h)Ce−ρ/hα

+
1

πnh
, (8)

где 0 < ε(h) < 1 и ε(h)→ 0 при h→ 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично доказательству
теоремы 1. Для первого слагаемого в правой час-
ти (2) имеем

1

2π

∫

|t|>1/h

|ϕ(t)|2 dt <

< e−ρ/hα 1

2π

∫

|t|>1/h

eρ|t|α |ϕ(t)|2 dt = ε(h)Ce−ρ/hr

,

где

ε(h) = 1−

1/h∫

−1/h

eρ|t|α |ϕ(t)|2 dt

∫
eρ|t|α |ϕ(t)|2 dt

.

Второе слагаемое оцениваем так же, как в доказа-
тельстве теоремы 1.

Трудно найти в явном виде значение h, ми-
нимизирующее правую часть (8), поэтому возьмем
такоеh, при котором правая часть (8) имеет простой
вид, а именно:

h =

(
1

ρ
lnn

)−1/α

.

Тогда

J(fn) <

(
C +

(lnn)1/α

πρ1/α

)
1

n
<

<

(
C +

1

πρ1/α

)
(lnn)1/α

n

при условии, что n > 2. Если, например, f(x) —
стандартная нормальная плотность распределения,
то

J(fn) <

(
1√
2π
+

√
2

π

) √
lnn

n
.

Следствие. Пусть характеристическая функция ϕ(t)
убывает экспоненциально с показателемα и коэффи-

циентом ρ. Тогда

lim
n→∞

ecρ/hα |B(fn)| = 0

для любого c < 2.

3 Оценивание производных

Те преимущества, которые имеет оценка fn(x;h)
по сравнению со стандартными ядерными оценка-
ми, особенно проявляются в случае, когда оценива-
ется не сама плотность, а ее производная. Предпо-
ложим, что f(x) является r раз дифференцируемой
и необходимо оценить r-ю производную f (r)(x).
Естественной оценкой является r-я производная
ядерной оценки плотности f(x) (при условии, что
ядро r раз дифференцируемо). Далее, пусть

�fn(x;h) =
1

nh

n∑

j=1

K

(
x−Xj

h

)

есть ядерная оценка плотности f(x) и существу-
ет производная K(r)(x). Тогда в качестве оценки
производной f (r)(x) берется

�f (r)n (x;h) =
1

nhr+1

n∑

j=1

K(r)
(
x−Xj

h

)
.

Пусть J( �f
(r)
n ) — интегральная среднеквадрати-

ческая ошибка �f (r)n (x) как оценки производной
f (r)(x), т. е.

J( �f (r)n ) = E

∞∫

−∞

[
�f (r)n (x) − f (r)(x)

]2
dx .

Если K(x) — стандартное ядро, то интегральная

среднеквадратическая ошибка оценки �f (r)n (x;h)мо-
жет быть записана следующим образом (при усло-
вии, что f(x) имеет r + 2 производные и дисперсия
ядра конечна):

J( �f (r)n ) =
1

4
h4µ22R(f

(r+2)) +
1

nh2r+1
R(K(r)) +

+ o

(
h4 +

1

nh2r+1

)
, h→ 0 ,

где µ2 =
∞∫

−∞
x2K(x) dx. То есть при оптимальном

выборе параметра сглаживания порядок ошибки
равен n−4/(2r+5) и он существенно ухудшается с
ростом r. В данном параграфе будет показано,
что оценка f (r)n (x;h), основанная на ядре (1), при
определенных условиях почти свободна от этого не-
достатка или во всяком случае в гораздо меньшей
степени подвержена ему.
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Лемма 1. Для синк-оценки

J(f (r)n ) =
1

2π

∫

|t|>1/h

t2r |ϕ(t)|2 dt+

+
1

n

1

2π

1/h∫

−1/h

t2r
(
1− |ϕ(t)|2

)
dt . (9)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим ϕn(t) выбороч-
ную характеристическую функцию, т. е.

ϕn(t) =
1

n

n∑

j=1

eitXj .

Применяя равенство Парсеваля, получаем

J(f (r)n ) = E

∞∫

−∞

(f (r)n (x;h)− f (r)(x))2 dx =

=
1

2π
E

∞∫

−∞

t2r
∣∣ϕn(t)I[−1/h,1/h](t)− ϕ(t)

∣∣2 dt =

=
1

2π

∞∫

−∞

E
[ (
ϕn(t)I[−1/h,1/h](t)−

− ϕ(t)) (ϕn(t) I[−1/h,1/h](t)− ϕ(t))
]
dt =

=
1

2π

1/h∫

−1/h

t2rE|ϕn(t)|2 dt−

− 1

2π

1/h∫

−1/h

t2r
(
ϕ(t)Eϕn(t) + ϕ(t)Eϕn(t)

)
dt+

+
1

2π

∞∫

−∞

t2r |ϕ(t)|2 dt . (10)

Легко видеть, что

Eϕn(t) = ϕ(t) ; (11)

Eϕn(t) = ϕ(t) ; (12)

E |ϕn(t)|2 = E

∣∣∣∣∣∣
1

n

n∑

j=1

eitXj

∣∣∣∣∣∣

2

=

= E


 1
n

n∑

j=1

eitXj · 1
n

n∑

k=1

e−itXk


 =

=
1

n2


n+

∑

j 6=k

eit(Xj−Xk)


 =

=
1

n
+

(
1− 1

n

)
|ϕ(t)|2 . (13)

Подставляя (11)–(13) в правую часть (10), получа-
ем (9).

Применяя лемму 1, получаем аналоги теорем
предыдущего параграфа для случая оценивания
производных.

Теорема 4. Если f(x) r +m раз дифференцируема и

квадрат ее (r +m)-й производной интегрируем, то

J(f (r)n ) < ε(h)h2mR(f (r+m)) +
1

π(2r + 1)nh2r+1
,

где ε(h) ≤ 1 для всех h и ε(h)→ 0 при h→ 0.
Следствие. Пусть выполнены условия теоремы 4.
Тогда

inf
h>0

J(f (r)n ) ≤

≤ Cm,rR(f
(r+m))(2r+1)/(2r+2m+1)n−2m/(2r+2m+1),

где

Cm,r = (2πm)
−2m/(2r+2m+1) +

+
(2πm)(2r+1)/(2r+2m+1)

π(2r + 1)
.

Теорема 5. Пусть

1

2π

∞∫

−∞

t2reρ|t|α |ϕ(t)|2 dt = C <∞ .

Тогда

J(f (r)n ) ≤ ε(h)Ce−ρ/hα

+
1

πnh2r+1
,

где 0 < ε(h) < 1 и ε(h)→ 0 при h→ 0.
Следствие. Пусть выполнены условия теоремы 5.
Тогда

inf
h>0

J(f (r)n ) <

(
C +

(lnn)(2r+1)/α

πρ(2r+1)/α

)
1

n
.

Теорема 6. Пусть характеристическая функция ϕ(t)
плотности f(x) удовлетворяет условию: существует

T > 0 такое, что f(t) = 0 при |t| > T . Тогда если

h ≤ 1
T
,
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то

J(f (r)n ) ≤
1

πnh2r+1
.

В частности, если h = const = 1/T , то

J(f (r)n ) ≤
T 2r+1

πn
.

Доказательства теорем 4–6 сходны с доказатель-
ствами предыдущего параграфа, и авторы оставля-
ют их читателю.

4 Равномерная состоятельность
и оценивание моды

В данном параграфе будет доказано, что оценка
fn(x;h) равномерно состоятельна: она сходится по
вероятности к оцениваемой плотности распределе-
ния равномерно на всей действительной прямой.
Кроме того, докажем, что мода оценки является
состоятельной оценкой моды оцениваемой плот-
ности.

Пусть K(x) — симметричное и дифференциру-
емое стандартное ядро (т. е. ядро, являющееся плот-
ностью распределения вероятностей) с конечной
дисперсией σ2. Предположим, что производная
ядра имеет конечную полную вариацию, которую
обозначим v. Характеристическую функцию ядра и
ядерную оценку, основанную на этом ядре, обозна-
чим соответственно ψ(t) и �fn(x;h).

Лемма 2. Если характеристическая функция ϕ(t)
интегрируема:

∞∫

−∞

|ϕ(t)| dt <∞ ,

то

sup
x

|fn(x;h)− �fn(x;h)| a.s.−−→ 0

при n→ ∞, h→ 0, nh→ ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о .

sup
x

∣∣∣fn(x;h)− �fn(x;h)
∣∣∣ ≤

≤ 1

2π




∞∫

−∞

|ψ(ht)| · |ϕn(t)− ϕ(t)| dt+

+

∞∫

−∞

|ϕ(t)| · |ψ(ht)− I[−1/h,1/h](t)| dt+

+

1/h∫

−1/h

|ϕn(t)− ϕ(t)| dt


 .

Докажем, что каждый из трех интегралов в правой
части сходится к нулю при n → ∞, h → 0, nh →
→ ∞. Обозначим эти интегралы соответственно I1,
I2 и I3. Тогда

I1 ≤
∫

|t|≤n2

|ϕn(t)− ϕ(t)| dt+ 4
∞∫

n2

|ψ(ht)| dt .

Первый интеграл в правой части сходится почти
наверное к нулю при n → ∞ в силу теоремы 1
из [6]. Чтобы оценить второй интеграл, применим
неравенство

|ψ(t)| ≤ v

|t|2 ,

справедливое для всех t [4]. Применяя это неравен-
ство, получаем

∞∫

n2

|ψ(ht)| dt ≤ v

n2h2
→ 0

при nh → ∞. Таким образом, I1
a.s.−−→ 0 при n→ ∞,

nh→ ∞;

I2 ≤ 2
1/

√
h∫

0

[1− ψ(ht)] dt+ 4

∞∫

1/
√

h

|ϕ(t)| dt .

Второй интеграл в правой части стремится к нулю
при h → 0, поскольку функция |ϕ(t)| интегриру-
ема. Чтобы оценить первый интеграл, используем
неравенство

ψ(t) ≥ 1− σ2t2

2
,

справедливое для всех t (см., например, [7]). При-
меняя это неравенство, получаем

1/
√

h∫

0

[1− ψ(ht)] dt ≤ σ2

6

√
h→ 0

при h→ 0. Таким образом, I2 → 0 при h→ 0.
Наконец, если nh → ∞, то 1/h ≤ cn, где c —

некоторая постоянная, и, следовательно,

I3 ≤
∫

|t|≤cn

|ϕn(t)− ϕ(t)| dt a.s.−−→ 0

при n→ ∞ в силу указанной выше теоремы 1 из [6].
Таким образом, все три интеграла стремятся к нулю,
что доказывает лемму.

Замечание. Из условия леммы об интегрируемости
функции ϕ следует, что плотность f(x) равномерно
непрерывна, однако оно несколько более ограни-
чительно. Выполняется, например, в том случае,
когда f(x)дифференцируема и ее производная f ′(x)
имеет ограниченную вариацию.
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Теорема 6. Если ϕ(t) интегрируема, то

sup
x

|fn(x;h)− f(x)| P−→ 0 (14)

при n→ ∞, h→ 0, nh2 → ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть K(x) — произвольное
стандартное ядро, удовлетворяющее условиям лем-
мы 2 и теоремы 3A работы [8]. Тогда в силу указан-
ной теоремы 3A

sup
x

∣∣∣ �fn(x;h)− f(x)
∣∣∣ P−→ 0 (15)

при n→ ∞, h→ 0, nh2 → ∞ и в силу леммы 2

sup
x

|fn(x;h)− �fn(x;h)| P−→ 0 (16)

при n → ∞, h → 0, nh2 → ∞. Из (15) и (16)
очевидным образом следует (14).

Обозначим θ моду плотности распределения
f(x). Предположим, что она единственна. Пусть
θn — мода оценки fn(x;h).

Теорема 7. Если ϕ(t) интегрируема, то

θn
P−→ θ

при n→ ∞, h→ 0, nh2 → ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы аналогично доказа-
тельству второй части теоремы 3A из [8].
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О СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЫБОРОЧНОГО

АБСОЛЮТНОГО МЕДИАННОГО ОТКЛОНЕНИЯ

К НОРМАЛЬНОМУ ЗАКОНУ∗

О. В. Шестаков1

Аннотация: Получены оценки скорости сходимости распределения выборочного абсолютного медианного
отклонения к нормальному закону в общем и симметричном случае.

Ключевые слова: порядковые статистики; выборочная медиана; абсолютное медианное отклонение;
нормальное распределение; оценка скорости сходимости

1 Введение
Абсолютное медианное отклонение от медианы

представляет собой меру разброса, которую мож-
но использовать, например, в тех случаях, когда
дисперсия не существует. Для выборочного абсо-
лютного медианного отклонения получены резуль-
таты, касающиеся сходимости почти всюду (п. в.)
и асимптотической совместной нормальности вы-
борочного абсолютного медианного отклонения и
выборочной медианы, а также экспоненциальные
оценки вероятностей больших отклонений и раз-
ложение Бахадура [1–4]. В данной работе будут
получены некоторые оценки скорости сходимости
выборочного абсолютного медианного отклонения
к нормальному закону.

Введем необходимые обозначения. Пусть слу-
чайная величина X имеет функцию распределе-
ния F . Медиана F определяется как m∗ =
= F−1(1/2) = inf{x : F (x) > 1/2}. Если функция F
непрерывна в точке m∗, то F (m∗) = 1/2. Медиа-
ну функции распределения H случайной величины
|X −m∗| (т. е. H(y) = F (m∗ + y) − F (m∗ − y−))
обозначим через M∗. Величина M∗ называется
абсолютным медианным отклонением от медианы
функции распределения F .

Выборочные аналоги медианы и абсолютного
медианного отклонения определяются следующим
образом. Пусть {X1, . . . , Xn} — независимая вы-
борка из распределения F , а {X(1), . . . , X(n)} —
соответствующий ей ряд из порядковых статистик.
Тогда выборочная медиана равна

medn =
1

2

(
X(⌊n+1

2 ⌋) +X(⌊n+2
2 ⌋)

)
.

Обозначим через {Z(1), . . . , Z(n)} ряд из упорядо-
ченных значений Zi = |Xi −medn|, 1 6 i 6 n. То-

гда выборочное абсолютное медианное отклонение
равно

MADn =
1

2

(
Z(⌊n+1

2 ⌋) + Z(⌊n+2
2 ⌋)

)
.

Преимуществом medn и MADn как мер центра и
разброса значений случайной величины является
их робастность, т. е. устойчивость по отношению
к выбросам. При определенных условиях имеет
место сходимость medn и MADn п. в. к m∗ и M∗

соответственно [1, 3]. Кроме того, довольно сла-
бые ограничения на регулярность F обеспечивают
асимптотическую совместную нормальность medn

и MADn [2]. В работах [3, 5] получены экспонен-
циальные неравенства для вероятностей больших
уклонений medn и MADn от m∗ и M∗, а недав-
но получен сильный (п. в.) вариант разложения
Бахадура для MADn [4]. В данной работе при-
ведены оценки скорости сходимости выборочного
абсолютного медианного отклонения к нормаль-
ному закону. Причем в случае симметричного рас-
пределения F оценка имеет лучший порядок, чем
в общем случае. Для простоты изложения будем
рассматривать вместо medn и MADn выборочные
квантили, т. е. величины �mn и �Mn, которые опреде-
ляются как �mn = �F

−1
n (1/2) = inf{x : �Fn(x) > 1/2}

и �Mn = �H
−1
n (1/2) = inf{y : �Hn(y) > 1/2}, где �Fn —

выборочная функция распределения, соответству-
ющая распределению F , а �Hn(y) = �Fn( �mn + y) −
− �Fn( �mn − y). Это позволяет рассматривать в
определениях выборочной медианы и выборочного
абсолютного медианного отклонения одну поряд-
ковую статистику вместо полусуммы порядковых
статистик. Можно показать, что все результаты
данной работы останутся справедливыми и для ве-
личин medn и MADn.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (гранты 11-01-00515а и 11-01-12-26-офи-м).
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тельной математики и кибернетики; Институт проблем информатики Российской академии наук, oshestakov@cs.msu.su
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2 Оценка скорости сходимости
абсолютного медианного
отклонения к нормальному
закону

Оценки скорости сходимости выборочных
квантилей (включая выборочную медиану) к нор-
мальному закону известны довольно давно (см., на-
пример, [5, 6]). Используя разложение Бахадура [7],
полученное в работе [4], можно получить оцен-
ку скорости сходимости соответствующим образом
центрированного и нормированного выборочного
абсолютного медианного отклонения к нормально-
му закону.

Теорема 1. Пусть функция распределенияF в окрест-

ности точек m∗ и m∗ ±M∗ имеет непрерывную по-

ложительную плотность f и ограниченную вторую

производную F ′′. Тогда существует такая констан-

та C∗, что начиная с некоторого n

sup
t∈R

∣∣∣∣P
(

2h(M∗)f(m∗)

(f2(m∗) + gF (M
∗))1/2

n1/2( �Mn −M∗) 6

6 t

)
− �(t)

∣∣∣∣ 6 C∗n−1/4(lnn)3/4 , (1)

где gF (M
∗) = [f(m∗ − M∗) − f(m∗ + M∗)]2 −

− 4[1− F (m∗ −M∗)− F (m∗ +M∗)]f(m∗), а �(t)—

функция распределения стандартного нормального

закона.

Д о к а з а т е л ь с т в о . В работе [4] получено сле-
дующее представление (разложение Бахадура) для
�Mn:

�Mn −M∗ п. в.
= Yn +Rn ,

где

Yn =
1/2− [ �Fn(m

∗ +M∗)− �Fn(m
∗ −M∗)]

h(M∗)
−

− f(m∗ −M∗)− f(m∗ +M∗)

h(M∗)

1/2− �Fn(m
∗)

f(m∗)
,

а Rn — остаточный член, о котором будет сказа-
но ниже. Величина Yn представляет собой среднее
арифметическое независимых одинаково распре-
деленных случайных величин, причем математиче-
ское ожидание Yn равно нулю, а дисперсия рав-
на σ2/n, где

σ2 =
f2(m∗) + gF (M

∗)

4[h(M∗)f(m∗)]2
.

Воспользуемся неравенством

sup
t∈R

∣∣∣∣∣P
(
n1/2

σ
( �Mn −M∗) 6 t

)
− �(t)

∣∣∣∣∣ 6

6 sup
t∈R

∣∣∣∣∣P
(
n1/2

σ
Yn 6 t

)
− �(t)

∣∣∣∣∣+
εn√
2π
+

+ P
(∣∣∣n1/2Rn

∣∣∣ > σεn

)
, (2)

где εn = Bn
−1/4(lnn)3/4 с некоторой константойB,

ограничения на которую будут наложены ниже.
Оценим P

(∣∣n1/2Rn

∣∣ > σεn

)
. Величина Rn имеет

следующую структуру [4]:

Rn =
–(1)n −–(2)n +–

(3)
n +–

(4)
n −–(5)n +–

(6)
n

h(M∗)
,

где

–(1)n = �Fn( �mn + �Mn)− �Fn( �mn − �Mn)−
1

2
;

–(2,3)n = F ( �mn ± �Mn)− F (m∗ ±M∗)−
− f(m∗ ±M∗)[ �mn ± �Mn − (m∗ ±M∗)] ;

–(4,5)n = F ( �mn ± �Mn)− F (m∗ ±M∗)−
− [ �Fn( �mn ± �Mn)− �Fn(m

∗ ±M∗)] ;

–(6)n =

(
�mn −m∗ − 1/2−

�Fn(m
∗)

f(m∗)

)
×

× [f(m∗ −M∗)− f(m∗ +M∗)] .

Далее

P
(∣∣∣n1/2Rn

∣∣∣ > σεn

)
6

6

6∑

i=1

P

(∣∣∣n1/2–(i)n

∣∣∣ >
σh(M∗)εn

6

)
. (3)

Пользуясь ограниченностью F ′′, можно пока-
зать [3–5], что найдутся такие константы Ci,
i = 1, . . . , 6, что начиная с некоторого n (в зави-
симости от величины F ′′ в окрестности точек m∗ и
m∗ ±M∗)

P

(∣∣∣n1/2–(i)n

∣∣∣ >
σh(M∗)εn

6

)
6

6
Ci(lnn)

1/2

n1/4
, i = 1, . . . , 6 , (4)

если B > max{B1, B2}, где

B1 > 6[σh(M
∗)]−1(2D1D2)

1/2 ;

B2 > 6[σh(M
∗)]−1 ×

× |f(m∗ −M∗)− f(m∗ +M∗)| (2D′
1D

′
2)
1/2 ;
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D1 > min

{
2

f(m∗)
,
2

h(M∗)

}
;

D2 > max{f(m∗ +M∗), f(m∗ −M∗)} ;

D′
1 >

1

2f(m∗)
;

D′
2 > f(m∗) .

Кроме того, в силу неравенства Берри–Эссеена
найдется такая константа C7, что для первого сла-
гаемого в (2) справедливо

sup
t∈R

∣∣∣∣∣P
(
n1/2

σ
Yn 6 t

)
− �(t)

∣∣∣∣∣ 6
C7

n1/2
. (5)

Объединяя (2)–(5), получаем (1). Теорема дока-
зана.

3 Случай симметричного
распределения

В случае, когда функция распределения F сим-
метрична относительно медианы, оценку, приве-
денную в теореме 1, можно улучшить.

Теорема 2. Пусть функция распределения F симмет-

рична относительно медианы m∗ и в окрестности

точек m∗ и m∗ ±M∗ имеет непрерывную положи-

тельную плотность f и ограниченную вторую произ-

водную F ′′. Тогда существует такая константа “C∗,

что начиная с некоторого n

sup
t∈R

∣∣∣P
(
2h(M∗)n1/2( �Mn −M∗) 6 t

)
− �(t)

∣∣∣ 6

6 “C∗n−1/2 lnn , (6)

где�(t)— функция распределения стандартного нор-

мального закона.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим

Gn(t) = P
(
2h(M∗)n1/2( �Mn −M∗) 6 t

)
.

Положим An = A(lnn)1/2, где A — некоторая кон-
станта, ограничения на которую будут наложены
позднее. Имеем

sup
|t|>An

|Gn(t)− �(t)| = max
{
sup

t>An

|Gn(t)− �(t)| ,

sup
t<−An

|Gn(t)− �(t)|
}

6

6 max {1−Gn(An) + 1− �(An),

Gn(−An) + �(−An)} 6

6 Gn(−An) + 1−Gn(An) + 1− �(An) =

= P

(∣∣∣ �Mn −M∗
∣∣∣ >

Ann
−1/2

2h(M∗)

)
+ 1− �(An) . (7)

Известно [5], что

1− �(t) 6 e−t2/2

√
2πt

при t > 0 ,

поэтому

1− �(An) 6
e−A2n/2

√
2πAn

6 (2πn lnn)−1/2 ,

если A > 1. Чтобы оценить первое слагаемое
в (7), воспользуемся экспоненциальным неравен-
ством для медианного абсолютного отклонения,
доказанного в работе [3]:

P
(∣∣∣ �Mn −M∗

∣∣∣ > ε
)

6 6e−2n–
2
ε,n . (8)

Здесь–ε,n = min{a, b, c, d}, где

a = F

(
m∗ +

ε

2

)
− 1
2
; b =

1

2
− F

(
m∗ − ε

2

)
,

c = H

(
M∗ +

ε

2

)
− 1
2
; d =

1

2
−H

(
M∗ − ε

2

)
.

Возьмем ε = εn = Ann
−1/2[2h(M∗)]−1. Воспользо-

вавшись формулой Тейлора и тем, что F (m∗) = 1/2
и H(M∗) = 1/2, получаем

a =
1

2
f(m∗)εn +

1

8
F ′′(t∗1)ε

2
n ;

b =
1

2
f(m∗)εn − 1

8
F ′′(t∗2)ε

2
n ,

где t∗1 лежит междуm∗ иm∗+εn, а t∗2 лежит междуm∗

и m∗ − εn. Аналогично

c =
1

2
h(M∗)εn +

1

8
H ′′(t∗3)ε

2
n ;

d =
1

2
h(M∗)εn − 1

8
H ′′(t∗4)ε

2
n ,

где t∗3 лежит между M∗ и M∗ + εn, а t∗4 лежит между
M∗ и M∗ − εn. Следовательно,

–2εn,n >
1

4
ε2nmin

{
f2(m∗)− M1f(m

∗)εn

2
,

h2(M∗)− M2h(M
∗)εn

2

}
,

где

sup
|z|6εn

|F ′′(m∗ + z)| 6 M1 <∞ ;

sup
|z|6εn

|H ′′(M∗ + z)| 6 M2 <∞ .
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Тогда

− 2n–2εn,n 6

6 −1
2
A2[2h(M∗)]−2 lnnmin

{
f2(m∗)−

− M1f(m
∗)εn

2
, h2(M∗)− M2h(M

∗)εn

2

}
.

Начиная с некоторого n (в зависимости от A, M1,
M2, f(m∗) и h(M∗)),

A2[2h(M∗)]−2min

{
f2(m∗)− M1f(m

∗)εn

2
,

h2(M∗)− M2h(M
∗)εn

2

}
> 1

при A > 2h(M∗)min
{
[f(m∗)]−1, [h(M∗)]−1

}
. Сле-

довательно, для этих n

P
(∣∣∣ �Mn −M∗

∣∣∣ > εn

)
6 6n−1/2 ; (9)

sup
|t|>An

|Gn(t)− �(t)| 6 6n−1/2 +

+ (2πn lnn)−1/2 (10)

при

A > max
{
1, 2h(M∗)min

{
[f(m∗)]−1, [h(M∗)]−1

}}
.

Рассмотрим теперь sup
|t|6An

|Gn(t)− �(t)|. Имеем

Gn(t) = P
(
2h(M∗)n1/2( �Mn −M∗) 6 t

)
=

= P

(
�Mn 6 M∗ +

tn−1/2

2h(M∗)

)
=

= P

(
1

2
6 �Hn

(
M∗ +

tn−1/2

2h(M∗)

))
=

= P

(
n

2
6

n∑

i=1

I

(
�mn −M∗ − tn−1/2

2h(M∗)
6 Xi 6

6 �mn +M
∗ +

tn−1/2

2h(M∗)

))
.

Следовательно,

sup
|t|6An

|Gn(t)− �(t)| =

= sup
|t|6An

∣∣∣∣∣P
(
n

2
6

n∑

i=1

I

(
�mn −M∗ − tn−1/2

2h(M∗)
6

6 Xi 6 �mn +M
∗ +

tn−1/2

2h(M∗)

))
− �(t)

∣∣∣∣∣ =

= sup
|t|6An

∣∣∣∣∣P
(
n

2
6

n∑

i=1

I (m∗ + ( �mn −m∗)−

−M∗ − tn−1/2

2h(M∗)
6 Xi 6

6 m∗ + ( �mn −m∗) +M∗ +
tn−1/2

2h(M∗)

))
− �(t)

∣∣∣∣∣ .

Обозначим события под индикатором через Bi. То-
гда

sup
|t|6An

|Gn(t)− �(t)| =

= sup
|t|6An

∣∣∣∣∣P
(
n

2
6

n∑

i=1

I(Bi), | �mn −m∗| 6 εn

)
+

+ P

(
n

2
6

n∑

i=1

I(Bi) | | �mn −m∗| > εn

)
×

× P (| �mn −m∗| > εn)− �(t)
∣∣∣∣∣ 6

6 sup
|t|6An

sup
|ε|6εn

∣∣∣∣∣P
(
n

2
6

n∑

i=1

I (m∗ + ε−M∗ −

− tn−1/2

2h(M∗)
6 Xi 6 m∗ + ε+M∗ +

tn−1/2

2h(M∗)

))
−

− �(t)
∣∣∣∣∣+ P (| �mn −m∗| > εn) . (11)

Для второго слагаемого при соответствующих огра-
ничениях на n и A справедливы оценки, аналогич-
ные (8) и (9) [5]:

P (| �mn −m∗| > εn) 6 2n
−1/2 . (12)

Оценим первое слагаемое в (11). Введем обозначе-
ния:

Dε,n,t = F

(
m∗ + ε+M∗ +

tn−1/2

2h(M∗)

)
−

− F

(
m∗ + ε−M∗ − tn−1/2

2h(M∗)

)
;

S(Dε,n,t) =

n∑

i=1

I

(
m∗ + ε−M∗ − tn−1/2

2h(M∗)
6

6 Xi 6 m∗ + ε+M∗ +
tn−1/2

2h(M∗)

)
;

S∗(Dε,n,t) =
S(Dε,n,t)− nDε,n,t

[nDε,n,t(1−Dε,n,t)]
1/2
;

xε,n,t =
n1/2(Dε,n,t − 1/2)
[Dε,n,t(1 −Dε,n,t)]

1/2
.
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СуммаS(Dε,n,t) представляет собой биномиальную
случайную величину с параметрами (n,Dε,n,t), по-
этому в силу неравенства Берри–Эссеена

sup
|t|6An

sup
|ε|6εn

∣∣∣∣∣P
(
n

2
6

n∑

i=1

I

(
m∗ + ε−M∗ −

− tn−1/2

2h(M∗)
6 Xi 6 m∗ + ε+M∗ +

tn−1/2

2h(M∗)

))
−

− �(t)
∣∣∣∣∣ =

= sup
|t|6An

sup
|ε|6εn

|P (S∗(Dε,n,t) > −xε,n,t)− �(t)| =

= sup
|t|6An

sup
|ε|6εn

|1− �(t)− P (S∗(Dε,n,t) <

< −xε,n,t) | 6 sup
|t|6An

sup
|ε|6εn

|�(−xε,n,t)−

− P (S∗(Dε,n,t) < −xε,n,t) |+
+ sup

|t|6An

sup
|ε|6εn

|�(xε,n,t)− �(t)| 6

6 sup
|t|6An

sup
|ε|6εn

∣∣∣n−1/2C0ρ(Dε,n,t)
∣∣∣+

+ sup
|t|6An

sup
|ε|6εn

|�(xε,n,t)− �(t)| , (13)

где

ρ(Dε,n,t) =
µ3(Dε,n,t)

σ3(Dε,n,t)
=
(1 −Dε,n,t)

2 +D2ε,n,t

[Dε,n,t(1 −Dε,n,t)]
1/2

,

µ3(Dε,n,t) = Dε,n,t(1−Dε,n,t)
[
(1−Dε,n,t)

2 +

+D2ε,n,t

]
,

σ2(Dε,n,t) = Dε,n,t(1−Dε,n,t) ,

а C0 — константа из неравенства Берри–Эссеена.
Обозначим:

Hε(y) = F (m
∗ + ε+ y)− F (m∗ + ε− y) ;

hε(y) = f(m
∗ + ε+ y) + f(m∗ + ε− y) ;

gε(z) = [Hε(M
∗ + z)−H2ε (M

∗ + z)]−1/2 .

Тогда

g′ε(z) = −1
2
hε(M

∗ + z) [1− 2Hε(M
∗ + z)]×

×
[
Hε(M

∗ + z)−H2ε (M
∗ + z)

]−3/2
;

[Dε,n,t(1−Dε,n,t)]
−1/2 = gε(0) + g

′
ε(z

∗)
tn−1/2

2h(M∗)
,

где z∗ лежит между 0 и tn−1/2/[2h(M∗)]. Величины

gn = sup
|ε|6εn

|gε(0)|

g∗n = sup
|z|6Ann−1/2/[2h(M∗)], |ε|6εn

|g′ε(z)|

конечны (по крайней мере, начиная с некоторо-
го n). Более того,

gn → 2 и g∗n → 0 при n→ ∞ .

Следовательно, величина

ρn = sup
|t|6An

sup
|ε|6εn

|ρ(Dε,n,t)|

также конечна. Более того,

ρ(Dε,n,t)→ 1 при n→ ∞ .

Таким образом, первое слагаемое в (13) имеет по-
рядок Cnn

−1/2, где величина Cn ограничена и
Cn → C0 при n→ ∞.

Далее по формуле Тейлора получаем

n1/2
(
Dε,n,t −

1

2

)
=

= n1/2

(
Hε

(
M∗ +

tn−1/2

2h(M∗)

)
− 1
2

)
=

= n1/2

(
Hε

(
M∗ +

tn−1/2

2h(M∗)

)
−Hε (M

∗) +

+Hε (M
∗)− 1

2

)
=

=
t

2h(M∗)

(
hε(M

∗) +
H ′′

ε (y
∗)

4h(M∗)
tn−1/2

)
+

+ n1/2 (F (m∗ + ε+M∗)− F (m∗ + ε−M∗)−
− (F (m∗ +M∗)− F (m∗ −M∗))) ,

где y∗ лежит между M∗ и M∗ + tn−1/2/(2h(M∗)).
Учитывая симметричность распределения F , име-
ем:

F (m∗+ε+M∗)−F (m∗+ε−M∗)−(F (m∗+M∗)−

− F (m∗ −M∗)) =
F ′′(z∗)− F ′′(z∗∗)

2
ε2 ,

где z∗ лежит между m∗ +M∗ и m∗ +M∗ + ε, а z∗∗

лежит между m∗ −M∗ и m∗ −M∗ + ε.
Далее в силу симметричности F

gε(0) = 2 + β(ε)ε ,

где β(ε)→ 0 при ε→ 0;

hε(M
∗) = h(M∗) + γ(ε)ε ,

где γ(ε)→ 0 при ε→ 0. Следовательно,
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xε,n,t =

(
t

2h(M∗)

(
hε(M

∗) +
H ′′

ε (y
∗)

4h(M∗)
tn−1/2

)
+

+
F ′′(z∗)− F ′′(z∗∗)

2
n1/2ε2

)
×

×
(
gε(0) + g

′
ε(z

∗)
tn−1/2

2h(M∗)

)
=

=

(
2 + β(ε)ε+ g′ε(z

∗)
tn−1/2

2h(M∗)

)
×

×
(

t

2h(M∗)

(
h(M∗) + γ(ε)ε+

H ′′
ε (y

∗)

4h(M∗)
tn−1/2

)
+

+
F ′′(z∗)− F ′′(z∗∗)

2
n1/2ε2

)
= t+Bε,n,t ,

где для Bε,n,t с некоторой константой A0 начиная с
некоторого n выполнено

Bn = sup
|t|6An

sup
|ε|6εn

|Bε,n,t| 6 A0n
−1/2 lnn .

Таким образом,

sup
|t|6An

sup
|ε|6εn

|�(xε,n,t)− �(t)| 6

6 A0(2πn)
−1/2 lnn . (14)

Объединяя (7)–(14), получаем (6). Теорема до-
казана.
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УСИЛЕННЫЕ ЗАКОНЫ БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ ДЛЯ ЧИСЛА

БЕЗОШИБОЧНЫХ БЛОКОВ ПРИ ПОМЕХОУСТОЙЧИВОМ

КОДИРОВАНИИ

А. Н. Чупрунов1, И. Фазекаш2

Аннотация: Рассматриваются сообщения, состоящие из блоков. Каждый блок кодируется помехоустой-
чивым кодом, который может исправить не более r ошибок. При этом предполагается, что количество
ошибок в блоке — независимая пуассоновская величина с параметром λ. Кроме того, предполагается,
что число ошибок в сообщении принадлежит некоторому подмножеству множества неотрицательных
целых чисел. В работе получены усиленные законы больших чисел для случайной величины — числа
безошибочных блоков в сообщении.

Ключевые слова: схема размещения; условная вероятность; закон больших чисел; код БЧХ

1 Введение и основные
результаты

Будем рассматривать код, который позволяет
исправить не больше r ошибок типа замещения.
Частным случаем такого кода является код Боуза–
Чоудхури–Хоквингема (БЧХ) (о кодах БЧХ см.,
например, в [1]). Работа посвящена изучению
асимптотического поведения случайной величи-
ны SnN — числа безошибочных блоков в сооб-
щении, состоящем из N блоков, причем каждый
блок подвергается помехоустойчивому кодирова-
нию, а число ошибок в сообщении принадлежит
некоторому конечному подмножеству Mn, n ∈ N,
множества неотрицательных целых чиселM.

Обозначим через πλ пуассоновскую случайную
величину с параметром λ; �— функцию распреде-
ления стандартной гауссовской случайной величи-

ны;
d
=— равенство распределений случайных вели-

чин. Будем предполагать, что все рассматриваемые
случайные величины определены на вероятност-
ном пространстве (Ÿ,A,P).

Рассмотрим сообщение, состоящее из N бло-
ков. Пусть случайная величина ξNj — количество
ошибок в j-м блоке. Будем предполагать, что ξNj ,
1 ≤ j ≤ N , — независимые пуассоновские слу-
чайные величины с параметром λ. Тогда число
безошибочных блоков в сообщении — случайная
величина

SnN =

N∑

i=1

InNi ,

где InNi — индикатор события AnNi, состоящего в
том, что i-й блок сообщения имеет не более r оши-
бок. Заметим, что событие

AnNi = {ξNi ≤ r | ξN1+ ξN2+ · · ·+ ξNN ∈Mn} =
= ∪r

l=0AnNil ,

где события

AnNil = {ξNi = l | ξN1 + ξN2 + · · ·+ ξNN ∈Mn} .

Обозначим n′
n = sup{n′ : n′ ∈ Mn}, αnN =

= n′
n/N .

Если множество Mn = {n} состоит из одного
элемента, то события AnNi являются событиями
теории размещения различимых частиц по различ-
ным ячейкам и не зависят от λ [2]. Подробное
изложение этой теории можно найти в моногра-
фии [3]. В [4] получены усиленные законы больших
чисел для событий теории размещения различимых
частиц по различным ячейкам. В частности, в [4]
доказана

Теорема A. Пусть Mn = {n}. Пусть n,N → ∞ так,

что αnN → α, где 0 < α <∞. Тогда

lim
n,N→∞

1

N
SnN = e

−α
r∑

k=0

αk

k!

почти наверное.

1Научно-исследовательский институт математики и механики им. Н. Г. Чеботарева, achuprunov@mail.ru
2Дебреценский университет, fazekas.istvan@inf.unideb.hu
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Если множества Mn = M, то индикаторы
InNi = I{ξNi≤r}, 1 ≤ i ≤ N , независимы. Поэтому
справедлива

Теорема Б. Пусть Mn =M. Тогда

lim
N→∞

1

N
SnN = e

−λ
r∑

k=0

λk

k!

почти наверное.

Основными результатами статьи являются сле-
дующие теоремы.

Теорема 1. Предположим, что n,N → ∞ так, что

αnN → α, где 0 < α < λ. Пусть Mn ⊂ M — такие

конечные подмножества, что

lim
n,N→∞

∑

k+l∈Mn

(α/λ)n
′

n−k−l

∑

k∈Mn

(α/λ)
n′

n−k
= Bl ; (1)

lim
n,N→∞

∑

k+2l∈Mn

(α/λ)
n′

n−k−2l

∑

k∈Mn

(α/λ)
n′

n−k
= (Bl)

2 , (2)

где Bl <∞, 1 ≤ l ≤ r. ПоложимB0 = 1. Тогда

lim
n,N→∞

1

N
SnN = e

−α
r∑

k=0

αk

k!
Bk (3)

в L2(Ÿ,A,P).

Следствие. Пусть Mn — такие конечные подмноже-

стваM , что Mn ⊂ Mn+1, n ∈ N, и ∪∞
n=1Mn =M.

Предположим, что n,N → ∞ так, что αnN → α,

где 0 < α < λ. Тогда

lim
n,N→∞

1

N
SnN = e

−α
r∑

k=0

αk

k!

в L2(Ÿ,A,P).

Теорема 2. Пусть множества Mn = {0, 1, . . . , n},

n ∈ N, α > λ. Тогда

lim
n,N→∞,λ≤αnN≤α

1

N
SnN = e

−λ
r∑

k=0

λk

k!

почти наверное.

Из теорем 1 и 2 вытекает следующая теоре-
ма. В ней показано что, если множества Mn =
= {0, 1, . . . , n}, то для «маленьких» αnN справедлив
аналог теоремы A, а для «больших» αnN — аналог
теоремы â .

Теорема 3. Пусть Mn = {0, 1, . . . , n}, n ∈ N. Пред-

положим, что n,N → ∞ так, что αnN → α, где

0 < α <∞.

(A) Пусть α < λ. Тогда

lim
n,N→∞

1

N
SnN = e

−α
r∑

k=0

αk

k!

по вероятности.

(B) Пусть α > λ. Тогда

lim
n,N→∞

1

N
SnN = e

−λ
r∑

k=0

λk

k!

почти наверное.

Замечание 1. Заметим, что |(1/N)SnN | ≤ 1. Поэтому
по теореме Лебега в условиях теоремы 1

lim
n,N→∞

1

N
SnN = e

−α
r∑

k=0

αk

k!
Bk

в пространстве Lp(Ÿ,A,P) для любого 0 < p <∞, а
в условиях теоремы 2

lim
n,N→∞

1

N
SnN = e

−λ
r∑

k=0

λk

k!

в пространстве Lp(Ÿ,A,P) для любого 0 < p <∞.

2 Доказательства

Для доказательства теоремы 1 потребуется сле-
дующая лемма.

Лемма 1. Пусть 0 < λ1 < 1, M — конечное под-

множество M. Обозначим n′ = sup{n′ : n′ ∈ M}.

Тогда

P{πλ ∈M}
P{πλ = n

′} = o(1) +
∑

k∈M

(
n′

λ

)n′−k

(4)

равномерно при n′, λ→ ∞ так, что n′/λ ≤ λ1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем

P{πλ ∈M} = P{πλ = n
′}
∑

k∈M

λkn′!

k!λn′ =

= P{πλ = n
′}
∑

k∈M

n′(n′ − 1) · · · (n′ − k + 1)

λn′−k
.

Так как

n′(n′ − 1) · · · (n′ − k + 1)

λn′−k
−
(
n′

λ

)n′−k

≥

≥ − k2

2λ

(
n′

λ

)n′−k−1
, k < n′ ,
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то

∑

k∈M

(
n′

λ

)n′−k

≥ P(πλ ∈M)

P(πλ = n
′)

≥
∑

k∈M

(
n′

λ

)n′−k

−

− (k0)
2

2λ

k0∑

k=0

(λ1)
k −

∞∑

k=k0+1

(λ1)
k , k0 < n′ .

Это неравенство и доказывает лемму 1.

Следствие 1. Пусть 0 < λ1 < 1, Mn ⊂ M – такие

конечные подмножества, что Mn ⊂ Mn+1, n ∈ N, и

∪∞
n=1Mn =M. Тогда

P{πλ ∈Mn}
P{πλ = n

′
n}
=

1

1− n′
n/λ
+ o(1) (5)

равномерно при n, λ→ ∞ так, что n′/λ ≤ λ1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как IMn → IM при n→ ∞
поточечно, то

∑

k∈Mn

(
n′

n

λ

)n′−k

=
∑

k∈M

(
n′

n

λ

)k

+ o(1) =

=
1

1− n′
n/λ
+ o(1) .

Применяя эту оценку к левой части (4), получа-
ем (5). Следствие доказано.

При Mn = {0, 1, . . . n} из следствия 1 вытекает

Следствие 2. Пусть 0 < λ1 < 1. Тогда

P{πλ ≤ n}
P{πλ = n}

=
1

1− n/λ
+ o(1)

равномерно при n, λ→ ∞ так, что n/λ ≤ λ1.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Пусть 0 ≤ l ≤ r.
Так как ξN2 + ξN3 + · · · + ξNN — пуассоновская
случайная величина с параметром (N − 1)λ, а ξN1+
+ ξN2 + . . . + ξNN — пуассоновская случайная ве-
личина с параметром Nλ, в силу леммы 1 имеем

E
1

N
SnN = EIAnNil

= P{AnNil} = P{ξN1 = l} ×

× P{ξN2 + ξN3 + · · ·+ ξNN ∈Mn − l}
P{ξN1 + ξN2 + · · ·+ ξNN ∈Mn}

=

= e−λλ
l

l!

P{π(N−1)λ ∈Mn − l}
P{πNλ ∈Mn}

=

= e−λλ
l

l!

P{π(N−1)λ = n
′ − l}

P{πNλ = n
′} ×

×
o(1) +

∑

k∈Mn−l

(n′
n/((N − 1)λ))n

′

n−k−l

o(1) +
∑

k∈Mn

(n′
n/(Nλ))

n′

n−k
=

=
n′

n!

l!((n′
n − l)!

(
N − 1
N

)n′

n−l(
1

N

)l

×

×
o(1) +

∑

k∈Mn−l

(n′
n/((N − 1)λ))n

′

n−k−l

o(1) +
∑

k∈Mn

(n′
n/(Nλ))

n′

n−k
;

EIAnNil
IAnNjl

=

= P(AnNil ∩AnNjl) = (P{ξN1 = l})2 ×

× P{ξN3 + ξN4 + · · ·+ ξNN ∈Mn − 2l}
P{ξN1 + ξN2 + · · ·+ ξNN ∈Mn}

=

=

(
e−λλ

l

l!

)2
P{π(N−2)λ ∈Mn − 2l}
P{πNλ ∈Mn}

=

=

(
e−λλ

l

l!

)2
P{π(N−2)λ = n

′ − 2l}
P{πNλ = n

′
n}

×

×
o(1) +

∑

k∈Mn−2l
(n′

n/((N − 1)λ))n
′

n−k−2l

o(1) +
∑

k∈Mn

(n′
n/(Nλ))

n′

n−k
=

=
n′

n!

(l!)2((n′
n − 2l)!

(
N − 2
N

)n′

n−2l (
1

N

)2l
×

×
o(1) +

∑

k∈Mn−2l
(n′

n/((N − 2)λ))n
′

n−k−2l

o(1) +
∑

k∈Mn

(n′
n/(Nλ))

n′

n−k
, i 6= j.

Следовательно,

P{AnNil} → e−αα
l

l!
Bl ; (6)

P(AnNil ∩AnNjl)→
(
e−αα

l

l!
Bl

)2
, i 6= j , (7)

при n,N → ∞ так, что αnN → α. Заметим, что

E

(
1

N
SnN −E 1

N
SnN

)2
=

=
P{AnN1l}

N
+P{AnN1l ∩AnN2l} −

− P{AnN1l ∩AnN2l}
N

− (P{AnN1l})2 .

Поэтому из (6) и (7) следует, что

E

(
1

N
SnN −E 1

N
SnN

)2
→ 0 (8)
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при n,N → ∞ так, что αnN → α. Так как

E
1

N
SnN = P{AnNil} ,

условия (8) и (6) влекут (3). Теорема доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия теоремы 1. Пусть
0 ≤ l ≤ r. По следствию 1 леммы 1

lim
n,N→∞
αnN→α

∑

k+l∈Mn

(α/λ)
n′

n−k−l

∑

k∈Mn

(α/λ)
n′

n−k
=
1− α/λ

1− α/λ
= 1 ;

lim
n,N→∞
αnN→α

∑

k+2l∈Mn

(α/λ)
n′

n−k−2l

∑

k∈Mn

(α/λ)
n′

n−k
=
1− α/λ

1− α/λ
= 1 .

Поэтому условия (1) и (2) выполнены. Следова-
тельно, применима теорема 1. Доказательство за-
кончено.

При доказательстве теоремы 2 будем использо-
вать следующие леммы.

Лемма 2. (A) Справедлива оценка

P{πλ > n} ≤
(
1 +O

(
1

n

))
e−n

∑
∞

k=3(1/k)(1−λ/n)k ×

×
(
�(

√
n)− �

(√
n

(
1− λ

n

)))
(9)

при λ/n ≤ 1.
(Б) Справедлива оценка

0 ≤ P{πNλ > n} −P{π(N−l)λ > n} ≤

≤
(
1 +O

(
1

n

))
e
−n

∞∑
k=2

(1/k)(1−Nλ/n)k λl√
2πn

(10)

при Nλ/n ≤ 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о . (A) В силу формулы Тейлора
с остаточным членом в интегральной форме (см.,
например, [5, c. 161]) для функции f(x) = ex с
последующей заменой t = λ−y получаем представ-
ление

P{πλ > n} = e−λ 1

n!

λ∫

0

ey(λ− y)n dy =

=
1

n!

λ∫

0

e−(λ−y)(λ − y)n dy =
1

n!

λ∫

0

e−ttn dt. (11)

Поэтому, используя замену t = ny, а затем замену
x =

√
n(1 − y), формулу Стирлинга и разложение

логарифма в ряд Тейлора при оценке правой час-
ти (11), получаем

P{πλ > n} = 1
n!

λ∫

0

e−ttn dt =

=

(
1 + O

(
1

n

))
en

√
2πnnn

λ/n∫

0

e−ny(ny)n d(ny) =

=

(
1 +O

(
1

n

))√
n

2π

∫ λ/n

0

en(1−y)yn dy =

=

(
1 +O

(
1

n

))√
n

2π

λ/n∫

0

en(1−y)en ln(y) dy =

=

(
1 +O

(
1

n

))√
n

2π
×

×
∫ λ/n

0

en(1−y)en ln(1−(1−y)) dy =

=

(
1 +O

(
1

n

))√
n

2π
×

×
λ/n∫

0

e−n(1−y)2/2e
−n

∞∑
k=3

(1−y)k/k
dy ≤

≤ −
(
1 +O

(
1

n

))
1√
2π
e
−n

∞∑
k=3

(1/k)(1−λ/n)k

×

×

√
n(1−λ/n)∫

√
n

e−x2/2 dx =

=

(
1 +O

(
1

n

))
e
−n

∞∑
k=3

(1/k)(1−λ/n)k

×

×
(
�
(√
n
)
− �

(√
n

(
1− λ

n

)))
.

Поэтому справедливо (9). Пункт (A) доказан.
Доказательство п. (Б) повторяет доказательство

п. (А) с той лишь разницей, что вместо оцени-

вания интеграла
λ∫
0

e−ttn dt оценивается интеграл

Nλ∫

(N−1)λ
e−ttn dt.

В частности, при λ = n получаем

Следствие 1. Справедливо неравенство

lim
n→∞

P{πn > n} ≤ 1
2
.
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При доказательстве теоремы 2 будем использо-
вать следующее обобщение следствия 1:

Следствие 2. Справедливо неравенство

lim sup
λ,n→∞,λ/n≤1

P{πλ > n} ≤ 1
2
.

Замечание 2. В работах В. М. Круглова [6, 7] полу-
чены оценки хвостов безгранично делимых и пуас-
соновских распределений. Оценки, полученные
в лемме 2, можно рассматривать как уточнение
оценок, полученных Кругловым для пуассоновских
распределений. Приведем некоторые аналоги не-
равенств (9) и (10).

(В) Используя элементарные неравенства

−
∞∑

k=3

1

k
(1− x)k ≤ 1

3
(1− x)2 ln(x) ;

−
∞∑

k=2

1

k
(1− x)k ≤ 1

2
(1− x) ln(x)

при оценке правых частей в (9) и (10) соответствен-
но, получаем

P{πλ > n} ≤
(
1 +O

(
1

n

))
e(1/3)n(1−λ/n)2 ln(λ/n)×

×
(
�(

√
n)− �

(√
n

(
1− λ

n

)))

при λ/n ≤ 1;

0 ≤ P{πNλ > n} −P{π(N−l)λ > n} ≤

≤
(
1 +O

(
1

n

))
e(1/2)n(1−Nλ/n) ln(Nλ/n) λl√

2πn

при Nλ/n ≤ 1.
(Г) Функция y = e−ttn возрастает на интервале

(0, n) и убывает на интервале (n,∞). Заметим, что
λ = n(λ/n) ≤ n при λ/n ≤ 1. Поэтому, используя
формулу Стирлинга и элементарное неравенство
exe−x ≤ e−(1−x)2/2, 0 ≤ x ≤ 1, при x = λ/n полу-
чаем

P{πλ > n} = 1
n!

λ∫

0

e−ttn ≤

≤ 1√
2πn

en

nn e
−λλnλ

(
1 +O

(
1

n

))
=

=
1√
2π

√
n
λ

n

(
e
λ

n
e−λ/n

)n(
1 +O

(
1

n

))
≤

≤ 1√
2π

√
n
λ

n
e−(n/2)(1−λ/n)2

(
1 +O

(
1

n

))
,
λ

n
≤ 1.

Замечание 3. Пусть случайные величины πni, 1 ≤
≤ i ≤ n, n ∈ N, — независимые копии случайной
величины πλ. Так как

1

n

n∑

i=1

πni
d
=
πnλ

n
, (12)

то, используя представление четвертого момента в
виде четвертой производной от характеристической
функции, получаем

E

∣∣∣∣∣
1

n

n∑

i=1

πni − λ

∣∣∣∣∣

4

=

=
(
e−nλ(1+i(t/n)−ei(t/n))

)(4)∣∣∣∣
t=0

=
3n2λ2 + nλ

n4
.

Поэтому, используя неравенство чебышевского ти-
па для четвертых моментов, приходим к

∞∑

n=1

P

{∣∣∣∣∣
1

n

n∑

i=1

πni − λ

∣∣∣∣∣ > ε

}
≤

≤ 1

ε4

∞∑

n=1

E

∣∣∣∣∣
1

n

n∑

i=1

πni − λ

∣∣∣∣∣

4

<∞ ∀ ε > 0 .

Следовательно,

1

n

n∑

i=1

πni → λ , n→ ∞ ,

почти наверное. Равенство (12) позволяет исполь-
зовать леммы 1 и 2 для оценки скорости сходимости
в этом усиленном законе больших чисел. Пусть слу-
чайная величина Xλ ≡ λ. При k ∈ N, k 6= λ, имеем

∣∣∣∣∣P
{
1

n

n∑

i=1

πni ≤ k

}
−P

{
Xλ ≤ k

}∣∣∣∣∣ ≤

≤





1√
2πnk

(
e
λ

k
e−λ/k

)nk (
1− k

λ

)−1
×

× (1 + o(1)) при 0 < k < λ ;

1√
2π

√
nk

λ

k

(
e
λ

k
e−λ/k

)nk

×

×
(
1 +O

(
1

nk

))
при k > λ .

(13)

Оценка (13) при 0 < k < λ вытекает из следствия 2
леммы 1, в котором вместо λ используется nλ, а
вместо n используется kn, с последующей оценкой
(kn)! с помощью формулы Стирлинга. Оценка (13)
при λ < k вытекает из замечания 2(Б). Заметим, что
e(λ/k)e−λ/k < 1, k 6= λ. Поэтому правая часть в (13)
стремится к нулю при n→ ∞ при любом k 6= λ.
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Лемма 3. Пусть множества Mn = {0, 1, . . . , n}, n ∈
∈ N, α > λ, pr = e

−λ
r∑

k=0

(λk/k!). Тогда

lim sup
n,N→∞,λ≤αnN≤α

|SnN −ESnN |√
N ln(N)

≤ 16
√
2 pr(1− pr)

почти наверное.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как ξN1+ξN2+· · ·+ξNN —
пуассоновская случайная величина с параметром
Nλ и Nλ/n ≤ 1 при λ ≤ αnN ≤ α, по следствию 2
леммы 2

lim inf
n,N→∞,λ≤αnN≤α

P{ξN1+ξN2+· · ·+ξNN ∈Mn} ≥ 1
2
.

Поэтому доказательство леммы 3 повторяет дока-
зательство теоремы 2 из [8].

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Согласно лемме 3,
при n,N → ∞ так, что λ ≤ αnN ≤ α, последо-
вательность (SnN −ESnN)/

√
N ln(N) ограничена

почти наверное. Поэтому (SnN −ESnN)/N → 0
при n,N → ∞ так, что λ ≤ αnN ≤ α почти навер-
ное. Так как

1

N
SnN =

SnN − ESnN

N
+
1

N
ESnN ;

1

N
ESnN = P(AnNi) ,

то для завершения доказательства теоремы доста-
точно показать, что

lim
n,N→∞,λ≤αnN≤α

P(AnNi) = e
−λ

r∑

k=0

λk

k!
. (14)

Пусть 0 ≤ l ≤ r. Заметим, что

P{AnNil} =

=
P{ξN1 = l}P{ξN2 + ξN3 + · · ·+ ξNN ≤ n− l}

P{ξN1 + ξN2 + · · ·+ ξNN ≤ n} =

= e−λλ
l

l!

1−P{π(N−l)λ > n}
1−P{πNλ > n} =

= e−λλ
l

l!

(
1 +
P{πNλ > n} −P{π(N−1)λ > n}

1−P{πNλ > n} +

+
P{π(N−1)λ > n} −P{π(N−1)λ > n− l}

1−P{πNλ > n}

)
. (15)

Используя формулу Стирлинга и элементарное не-
равенство exe−x ≤ 1, 0 ≤ x <∞, получаем

0 ≤ P{π(N−1)λ > n− l} −P{π(N−1)λ > n} ≤

≤ e−λl

(
α

λ

)l

P{πNλ = n} =

=

(
1 +O

(
1

n

))
e−λl

(
α

λ

)l(
ee−Nλ/nNλ

n

)n

×

× 1√
2πn

≤
(
1 +O

(
1

n

))
e−λl

(
α

λ

)l
1√
2πn

. (16)

Из (15) и (16) по лемме 2 и ее следствию 2 вытека-
ет, что P{AnNil} → e−λ(λl/l!) при n,N → ∞ так,
что λ ≤ αnN ≤ α. Условие (14) выполнено. Это
завершает доказательство теоремы.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3. (А) Так как
из сходимости в среднем квадратичном следует
сходимость по вероятности и множества Mn =
= {0, 1, . . . , n}, n ∈ N, удовлетворяют условиям
следствия теоремы 1, то п. (А) теоремы 3 вытекает
из следствия теоремы 1.

(Б) Пусть 0 < ε < α − λ. Можно считать, что
найдется n0 ∈ N со следующим свойством: |αnN −
− α| < ε при N,n > n0. Тогда при N,n > n0
справедливо неравенство λ ≤ αnN ≤ α + ε. Сле-
довательно, применима теорема 2. Доказательство
п. (Б) закончено.

Авторы благодарят профессора В. М. Круглова
за ценную информацию и профессора В. Ф. Колчи-
на за ценное замечание.
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ПО НАУЧНОЙ РАБОТЕ, ДОКТОРА ТЕХНИЧЕСКИХ НАУК

А. А. ЗАЦАРИННОГО

И. А. Соколов1, С. Я. Шоргин2

25 апреля 2011 года исполнилось 60 лет Алексан-
дру Алексеевичу Зацаринному — члену редколлегии
журнала «Информатика и её применения», лауре-
ату премии Правительства РФ в области науки и
техники, известному ученому в области создания
информационно-телекоммуникационных систем и
разработки методов оценки их эффективности.

А. А. Зацаринный родился в Киеве в семье во-
еннослужащего. В 1968 г. поступил в Киевское
высшее военное инженерное училище связи им.
М. И. Калинина. После окончания учебы в 1973 г.
был направлен для прохождения службы в 16 Цен-
тральный научно-исследовательский испытатель-
ном институт связи Министерства обороны. За
26 лет научно-исследовательской работы в этой ве-
дущей научной организации в области систем и
комплексов военной связи прошел путь от млад-
шего научного сотрудника — лейтенанта-инженера
до заместителя начальника института по научной
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защитил кандидатскую, а в 1996 г. — докторскую
диссертацию.

В сентябре 1999 г. Указом Президента РФ
А. А. Зацаринный был назначен начальником
Управления развития систем связи и АСУ Воору-
женных Сил (в составе Управления начальника свя-
зи ВС РФ), которым руководил в течение шести лет
(1999–2005). В 2000 г. ему присвоено воинское зва-
ние генерал-майор, в 2002 г. — генерал-лейтенант.

После увольнения из рядов Вооруженных Сил с
января 2006 г. по настоящее время занимает долж-
ность заместителя директора Института проблем
информатики Российской академии наук по науч-
ной работе.

Вся трудовая и служебная деятельность А. А. За-
царинного неразрывно связана с научно-исследо-
вательской, научно-организационной и научно-
практической работой в области создания систем
и комплексов военной связи, а также автоматизи-
рованных информационных систем.

За период работы в ИПИ РАН А. А. Зацарин-
ным получен ряд важнейших результатов в области
путей и методов создания информационно-теле-
коммуникационных систем.
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наград, в том числе орден «За военные заслуги»
(2000 г.) и 15 медалей.

От имени редколлегии сердечно поздравляем
А. А. Зацаринного с юбилеем и желаем ему счастья,
здоровья, семейного благополучия и дальнейших
творческих успехов.
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AN ASYMPTOTICALLY OPTIMAL TEST FOR THE NUMBER OF COMPONENTS OF A MIXTURE
OF PROBABILITY DISTRIBUTIONS

V. E. Bening1, A. K. Gorshenin2, and V. Yu. Korolev3

1Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics, M. V. Lomonosov Moscow State University; IPI RAN,
bening@yandex.ru
2Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics, M. V. Lomonosov Moscow State University; IPI RAN,
a.k.gorshenin@gmail.com
3Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics, M. V. Lomonosov Moscow State University; IPI RAN,
vkorolev@cs.msu.su

The problem of statistical testing of hypotheses concerning the number of components in a mixture of probability
distributions is considered. An asymptotically most powerful test is presented. Under rather weak conditions, the
limit distributions, power loss, and the asymptotic deficiency are found. The application of this test to verification
of hypotheses concerning the number of components in a mixture of uniform, normal, and gamma distributions is
considered in detail.

Keywords: mixtures of probability distributions; asymptotically most powerful test; power loss; asymptotic
deficiency

RECONSTRUCTION OF RANDOM FUNCTION DISTRIBUTIONS IN SINGLE PHOTON EMISSION
TOMOGRAPHY PROBLEMS USING TRIGONOMETRIC POLYNOMIAL APPROXIMATION
OF EXPONENTIAL MULTIPLIER

V. G. Ushakov1 and O. V. Shestakov2

1Department of Mathematical Statistics, Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics,
M. V. Lomonosov Moscow State University; IPI RAN, vgushakov@mail.ru
2Department of Mathematical Statistics, Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics,
M. V. Lomonosov Moscow State University; IPI RAN, oshestakov@cs.msu.su

This paper deals with the problem of reconstructing probabilistic distribution of random functions from distribution
of integral transforms arising in the problems of emission tomography. The method of reconstruction is developed
for the class of discrete random functions.

Keywords: emission tomography; Radon transform; projections; random functions

DIVERSIFICATION AND ITS LINKS WITH RISK MEASURES

D. O. Jakovenko1 and M. A. Tselishchev2

1FIDE Grandmaster, ms@cs.msu.su
2Department of Mathematical Statistics, Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics,
M. V. Lomonosov Moscow State University, ms@cs.msu.su

A new approach is proposed to the concept of diversification of investment portfolios which is defined as a binary
relationship in the set of portfolios with finite first moments. It is shown that this relationship is, in some sense,
a partial ordering. Important properties of such a definition are considered as well as necessary and sufficient
condition of the comparability of portfolios, based on the coherent risk measure Expected Shortfall. As an example,
an interpretation of the diversification of information risks is presented.

Keywords: diversification; investment portfolios; comparison of portfolios; coherent risk measure; Expected
Shortfall; information risk
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STABILITY BOUNDS FOR SOME QUEUEING SYSTEMS WITH CATASTROPHES

A. I. Zeifman1, A. V. Korotysheva2, T. L. Panfilova, and S. Ya. Shorgin4

1Vologda State Pedagogical University; IPI RAN; VSCC CEMI RAS, a zeifman@mail.ru
2Vologda State Pedagogical University, a korotysheva@mail.ru
3Vologda State Pedagogical University, ptl-70@mail.ru
4IPI RAN, SShorgin@ipiran.ru

Continuous-time Markovian queueing models with catastrophes are considered. The bounds of stability for some
characteristics of such systems are obtained. Also, a queueing example is considered.

Keywords: nonstationary queues; Markovian models with catastrophes; stability bounds; approximations for
limiting characteristics

ON A STATISTICAL PROBLEM FOR RANDOM INTERNET-TYPE GRAPHS

M. M. Leri1 and I. A. Cheplyukova2

1Institute of Applied Mathematical Research, Karelian Research Center of the Russian Academy of Sciences,
leri@krc.karelia.ru
2Institute of Applied Mathematical Research, Karelian Research Center of the Russian Academy of Sciences,
chia@krc.karelia.ru

There are considered random graphs of Internet-type, i. e., graphs with vertex degrees drawn independently from
power-law distributions. By means of Monte-Carlo simulations, a possibility of using the chi-square goodness of fit
test was investigated for verification of hypothesis that graph vertex degrees are identically distributed. There were
obtained the models of the dependency of the strength of chi-square test on the graph volume and vertex degrees
distributions parameters and recommendations on choosing the number of intervals were given.

Keywords: random graphs; chi-square goodness of fit test; simulation modeling

QUEUEING SYSTEM WITH NEGATIVE CUSTOMERS, BUNKER FOR OUSTED CUSTOMERS,
AND DIFFERENT SERVICE RATES

R. V. Razumchik

IPI RAN, rrazumchik@ieee.org

Consideration was given to the queuing system with Poisson flows of incoming positive and negative customers. For
the positive customers, there is an infinite-capacity buffer. The arriving negative customer knocks out a positive
customer queued in the buffer and moves it to an infinite-capacity buffer of ousted customers (bunker). If the
buffer is empty, then the negative customer discharges the system without affecting it. After servicing the current
customer, the server receives a customer from the buffer or, if the buffer is empty, the bunker. The service times of
customers arriving from buffer and bunker are distributed exponentially but with different parameters. Relations
for calculation of the stationary distributions of the queues in the buffer and bunker are obtained.

Keywords: queueing system; negative customers; bunker; different service rates
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APPLICATION OF THE STATISTICAL METHOD AND FINITE-DIFFERENCE METHOD
FOR STRONGLY IONIZED COLLISIONAL PLASMA DIAGNOSTICS PROBLEM SOLUTION
BY THE FLAT PROBE

I. A. Kudryavtseva1 and A. V. Panteleyev2

1Department of Mathematics and Cybernetics, Moscow Aviation Institute, irina.home.mail@mail.ru
2Department of Mathematics and Cybernetics, Moscow Aviation Institute, avpanteleev@inbox.ru

A mathematical model, describing strongly ionized collisional plasma dynamics near the flat probe, is formulated.
The mathematical model includes the Fokker–Planck and Poisson equations. Two methods of getting solution are
presented. One of these methods is the Monte-Carlo method, another is the combination of the splitting method
and the Particle-In-Cell method.

Keywords: Monte-Carlo method; Particle-In-Cell method; splitting method; probe; Fokker-Planck equation;
Poisson equation

COMPARATIVE STUDY OF IMAGE SEGMENTATION ALGORITHMS PROCESSING QUALITY
ON METRIC BASE

P. P. Koltsov

Scientific Research Institute for System Analysis of the Russian Academy of Sciences, koltsov@niisi.msk.ru

The processing quality of four well-known digital image segmentation algorithms is under study. The set of artificial
images under supervised distortions is used with a priori given reference ground truth images. Algorithms processing
results are compared with reference images by metrics with different features. The use of different metrics for image
segmentation algorithms processing quality estimation and comparative study of the results helps to clear more
exactly the features of the investigated algorithms.

Keywords: image processing; image processing quality estimation; image segmentation; edge detection; energy
methods

ON THE BERRY–ESSEEN TYPE INEQUALITIES FOR POISSON RANDOM SUMS

V. Yu. Korolev1, I. G. Shevtsova2, and S. Ya. Shorgin3

1Department of Mathematical Statistics, Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics,
M. V. Lomonosov Moscow State University; IPI RAN, vkorolev@cs.msu.su
2Department of Mathematical Statistics, Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics,
M. V. Lomonosov Moscow State University; IPI RAN, ishevtsova@cs.msu.su
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For the uniform distance between the distribution function �(x) of the standard normal random variable and the
distribution function Fλ(x) of the Poisson random sum of independent identically distributed random variables
X1, X2, . . . with finite third absolute moment, λ > 0 being the parameter of the Poisson index, it is proved the
inequality

sup
x

|Fλ(x)− �(x)| ≤ 0.4532
E|X1 − EX1|3

(DX1)
3/2

√
λ
, λ > 0 ,

which is similar to the Berry–Esseen estimate and uses the central moments, unlike the known analogous inequalities
based on the noncentral moments.

Keywords: Poisson random sum; central limit theorem; convergence rate estimate; Berry–Esseen inequality;
absolute constant
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ON ONE KERNEL DENSITY ESTIMATOR

V. G. Ushakov1 and N. G. Ushakov2

1Department of Mathematical Statistics, Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics,
M. V. Lomonosov Moscow State University; IPI RAN, vgushakov@mail.ru
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ushakov@math.ntnu.no

The kernel density estimator based on the sinc kernel is investigated. The main attention is paid to the analysis of
the integrated mean squared for finite sample sizes (nanosymptotic). The problems of estimation of the mode and
of estimation of density derivatives are also considered.

Keywords: nonparametric density estimator; kernel estimator; kernel of infinite order

ON THE RATE OF CONVERGENCE OF SAMPLE MEDIAN ABSOLUTE DEVIATION DISTRIBUTION
TO THE NORMAL LAW

O. V. Shestakov

Department of Mathematical Statistics, Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics,
M. V. Lomonosov Moscow State University; IPI RAN, oshestakov@cs.msu.su

Some estimates for the rate of convergence of sample median absolute deviation distribution to the normal law are
obtained in the general and symmetric cases.

Keywords: order statistics; sample median; median absolute deviation; normal distribution; rate of convergence

STRONG LAWS OF LARGE NUMBERS FOR A NUMBER OF ERROR-FREE BLOCKS
UNDER ERROR-CORRECTED CODING

A. N. Chuprunov2 and I. Fazekas2

1Department of Mathematical Statistics and Probability, Chebotarev Institute of Mathematics and Mechanics,
Kazan State University, achuprunov@mail.ru
2Faculty of Informatics, University of Debrecen, Hungary, fazekas.istvan@inf.unideb.hu

The messages which contain blocks are considered. Each block was coded by error-corrected coding which can
correct not more than r errors. It is assumed that the number of errors in a block is Poissonian random variable with
parameter λ. Also, it is assumed that the number of errors in a message belongs to a subset of nonnegative integer
numbers. Under there assumptions, the laws of large numbers for a number of error-free blocks in the message were
obtained.

Keywords: allocation scheme; conditional probability; law of large numbers; error-corrected code
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